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T A BLE . 

DES 

PRINCIPAUX ARTICLES. 

!sîsss0sssîsîs:»îsisgsss;sssss®;s;sss!sîs;s!sssîsis:îg 
LIVRE VI. 

Des Problèmes connus fous le nom de Problèmes de Diophante. 
AaT.223. Diophante £3* /frirr. Pag. i 

La J. H a. Si Ici truis lûtés d'un trian/’k - reflangie aupnerp 
tent ou diminuent enmême rai/on, on aura unautre trumgle- 
rcâangle /emblable au premier. 3 

225. P R PB. I. On demande de partager un nombre quarri donné en 

deux parties telle , gîte chacune <f elles fait un nombre quarré. 4 

226. P R PB. 2. On demande de partager un nombre compofé de deux 

nombres quarrés en deux autres nombres quarrés. 2 

• 227. Prob. 3. Trouver quatre triangles-reSansles , foient expri- 
més en nombres entiers qui ayent tous la même hypotbinufe. 12 

123. L EMME. En tout triangle reStongle , fi le double produit des cô - 
tés ejl ajouté au quarré de rbypotbénufe,on foujlrait de ce quarré j 
k fomme £j* le rejle feront t un l'autre des nombres quarrés. 15 

229. Prob. 4. Trouver un nombre tel, que fait qu’on râjaûtià fon 

^ quarré, ou qu'on le retranche de fon quarré , la fomme £7’ 1 e rejle 

foient également des nombres quarrés. ibid. 

230. Prob. 5. Trouver quatre nombres tels, quêtant ajoutés feparé- 

ment au quarré de leur fomme £3* retranchés de ce quarré , toutes 
les fomnies , £3* tous les rejles foient des nombres quarrés. - 1 6 
2ji. Prob. 6 . Trousser deux nombres quarrés dont la différence Jo;t 
quelque nombre donné. i8 

232. Lemme. Si a £3* b font deux quantités., £f aa Joit plus 

grand que b , je £s, cek étant , que a doit être plus grand que 
— I- v'b , oa plus petit que — yh. 20 

233. Prob. 7. Trouver un nombre qui étant féparément ajoûté à deux 

nombres donnés , faUj de F un de f autre des nombres quarrés. ibid. 

234. Prob. 8. Trouver un nombre qui fait tel qu’étant divifé en deux 

■ parties quelcotiques , le quarré d’une des parties, ajoûté à f autre 
partie prife cent fois , f/ffe un nombre quarré. 24 

' Tome II. * Art. 235. 
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Art. 235. ?kp_B. 9. Tramer âeusjimbres tels, que k qumri de chacun 

étant ajouté à la fomme des deux fajfe ith nombre'qüarri. 25 
235. P RO B. 10. Trouver deux nombres tels, que fi l'on ajoute leur 
fomnu au produit de leur multiplication , ou qu’on la retranche 
' de ce produit, la fainme qui réfultera de cette addition f 6? le 

rejle , f oient également des nombres quarrés. 26 

237. Prob. II. Trouver trois nombres tels , que non feulement la fomme 

de tous les trois , mais aujji les fommes de ces nombres pris deux 
à deux foieni des quarrés. ' 27 

238. Prob. 12. Trouver trois nombres tels, que fi au produit de ces 

nombres pris deux à deux, on ajoute un nombre donné, toutes 
les fommes foient des nombres quarrés. . 28 

239. Prob. 13. Trouver quatre nombres tels, que fi T on ajoute Tuni- 

té ou quelque autre nombre quarré au produit de ces nombres pris 
deux à deux , toutes les fommes foient autant de quarrés. 33 

240. Prob. 14. On demande trois nombres tels, que les produits de 

ces nombres pris deux à deux, augmentés de leur fomme , fajfent 
autant de quarrés. 37 

241. Prob. 15. Trouver trois nombres tels, que fi au produit de ces 

nombres pris deux à deux , on ajoûte t fois le troifiéme , toutes 
^ les fommes qui en réfulteront, foient des quarrés. 41 

242. Prob. i(5 . Trouver deux nombres tels, que chacun d'eux , tÿ kur 

fomme, étant fé paré ment ajoutés au produit de leur multiplica- 
tion , les trois nombres qui en réfultent , foient tout des quarrés. 43 

243. Prob. 17. Trouver deux nombres tels , que fi au quarré du pre- 

mier nombre à fin côté on ajoûte le fécond, il en naijfe le 
quarré d'un troifiéme nombre éS fon côté. 45 

244. Prob. i8- Trouver deux nombres tels , que fi au quarré du 

premier à fin côté on ajoûte fèparément le fécond nombre , il 
en naijfe deux nombres , dmt le fécond fit un quarré , qui ait 
pour fon côté le premier nombre. ibid. 

245. Prob. 19. Trouver deux nombres tels , que le quarré du premier 

étant ajoûté au fécond , fit égal au quarré du fécond ajouté au 
premier. ’ ' 47 ' 

246. Prob. 20. Trouver deux nombres tels , que non feulement chaque 

nombre, mais aujft leur fomme £5“ leur différence, fi on les aug- 
mente de T unité fient des quarrés. 48 

247. Prob. 21. Trouver trois nombres tels, que fi au quarré de cha- 

cun on ajoûte la fomme des deux autres , les nombres qui en ré- 
fulteront fient tous des quarrés. 49 

Art. 248 , 
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PRINCIPAUX ARTICLES. üj 

H 8 » *49* Deux Lemmes. 54 , 

250. P RO B. 22. Trouver troii nombres telt, que r excès du phu grand 

par dejfus le moyen /oit à l’excès du nombre moyen par dejfus le 
plus petit en raifon donnée , fuppofons comme S à 1; fÿ de-pbu 
que la fomme de ces nombres ptk deux à deux /oit un quarré. 53 

251. PROBLEME SERVANT DE Lemme. Trouver deux nombres 

quarris dont la différence /oit donnée, £5* tels que le plus petit 
/oit plus grand qu'un nombre afftgnè. 59 

2J2. Prob. 23. Trouver trois nombres en proportion continue tels 
que chacun tf eux augmenté d" un même nombre donné /oit un 
quarré. • > • 60 

253. Lemme (Planche L Fig. i.) 5 » ABC ejl un triangle-reSi- 
ligne, dont les côtés A B 0 * B C /orment en/emble un angle de 
120 degrés , (ÿ /ont donnés; je dis, que le quarré du troi/éme côté 
AC /e trouve , en ajoutant le reSlangle ou produit des deux cô~ 
A B 6? B C <à /a /omme de leurs quartés. 

Mais Ji AD C ejl un trianglereSiligne , dont les deux côtés 
AD Ü* DC /orment en/emble un angle de 60 degrés; je dis, 
qu'en ce cas le quarré du troi/téme côté AC /e trouve en retran- 
chant le reélangle ou produit des deux côtés A D £3* DC de la 
/omme de leurs quartés. • 61 

#54. Prob. 24. Trouver en nombres entiers les trois côtés dêun trian- 
gle amblygone, dont T angle obtus /oit de 120 degrés. 63 

255. Prob. 25. Trouver en nombres entiers trois triangles-reâangles , 

qui ayent tous la môme aire. 64 

256. Prob. 26. Trouver trois nombres tels , que /oit que leur /omme 

/oit ajoutée au quarré de chaque nombre particulier, ou retran- 
chée de ce quarré, les nombres qui en ré/ukeront /oient tous des 
quarrés. 66 

257. Prob, 27. Trouver trois nombres quarrés tels, que la /omme de 

ces nombres pris deux à deux /oit un quarré. 6y 

258. Prob. 2S. Trouver trois nombres quarrés tels, que la/omme de leurs 

quarrés /oit aujjï un nombre quarré. 69 

Ï5j). Prob. 29. Quelqu’un acbette deux fortes de vins, le meilleur à 
raifon de huit livres Jhrling la pièce, £3’ le moins bon à rai/on 
de cinq livres; le prix du tout monte à un nombre quarré de li- 
vres, lequel augmenté de /oixante forme un autre nombre quarré, 
dont la racine exprime la /omme des pièces de Fune £5" de l’autre 
forte ajoutées enjemhie; je demande combien il y a eu de p'téees 
• i dacbt ‘ 
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iPacbeties tant de Tune que de T autre forte , ce qtû en a été 

payé. 70 

Art. 200 . Prob. ^o. Trouver un nombre, qui étant féparémentmubiplié para 
par 18 , h nombre de 9 étant ajouté au premier produit 
tS foujlrait du dertÊtr , tant la fomme que le rejle /oient des nom- ■ 
hres quarrés, 74 

' LIVRE VII. 

DE LA PROPORTION. 

Art.2<5i. De la nécejjîté de réfoudre quelques difficultés qui femblent ac- 
compagner la doélrir.e de la Proportion telle qu'elle fe trouve dans 
les Elément (fEnclide. 75 

262. Défenfe de la cinquième définition du cinquième Livre d’EucIide. 77 

263. De la feptiéme définition du cinquième Lèvre d’Euclide. 84 

264. Queflion au fujet de l’Article précédent. 85 

265 &c. Le cinquième Livre /Euclide. 8d 

de la composition et de la RESOLUTION 
DES RAISONS. 

^ 1 

Art. 292. De F. i. En comparant entre elles des rai font, une raifun efl 
* dite plus grande que , égale à, ou plus petite qu’une autre , quand 

fon antécédent a un rapport plus grand, égal, - ou plus petit à 
fan conféquent, que T autre antécédent na au fien. 107 

293. D £ F. 2. Dans une férié de quantités de quelque efpéce que ce fait croif- 

fatUe ou déaoiffante de jtuis la première jufqu’àla dernière, la raifon 

des extrêmes efl dite compofèe de toutes les raiforts intermédiaires. 108 • 

294. De F. 3. De-même que par la divifion d'une ligne en un nombre 

quelconque de parties égales , toute la ligne efl dite un multiple 
/ une de fes parties tel qu’il efl exprimé par le nombre des parties 
dans lesquelles toute la ligne efl fuppnfée divifée ; pareillement 
dans une férié des quantités en proportion continue , ou les rai- 
fons intermédiaires font toutes égales Tune à T autre , êÿ par con- 
féquent à quelque raifon commune qui les repréfente toutes indif- 
féremment , la raifon des extrêmes efl dite un multiple de cette 
raifon commune, tel que T exprime le nombre des rcùfons à comp- 
ter depuis un extrême'jufqu'à Poutre. iio 

295. De T Addition des Raifons. 111 

296. De la Souflraâion des Raifons. ■ 114 - 

’ Art. 297. 
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PRINCIPAUX ARTICLES. t 

Art. 297. De la MuItipUcatùm de la Divifwn des Raifons. 116 

*98. Jutre méthode de muhiplier £5* de dhifer de petites Raifons, c’ejl~ 
à-àife, dont les termes font grandf en comparaifon de leur diffé- 
rtnce. 117 

299. D E F. 4. Si deux quantités variables Q £ÿ R , font de telle na- 

ture que R ne fauioit être augmentée ou diminuée en quelque rai- 
fon,queÇ^ ne fait nécejfairement augmenté ou diminué en cette 
même raifon ; cotnme fi U ne pouvait devenir quelque autre valeur 
T , fans que Q devînt quelque autre valeur q , telle que Q fût 
toujours aq comme R 4 r, en ce cas Q^ejl dit être comme R 
direSement, ou fimplement comme R. i2o 

300. D E F. 5. Si deux quantités variables Q £ÿ R font de telle nature , 

qm K ne puiffe être augmentée en raifon quelconque , que Q ne 
fait nécejfairement dhninué en une raifon contraire , ou que R ne 
puiffe être diminuée en une raifon quelconque , que Q ne folt n - 
cejfairement augmenté en une raifon contraire; en un mot , que 
R ne puiffe être changée en raifon de D 4 £ , que Q ne folt né- 
eeffairement changé en raifon de E à D; en ce cas , on dit que 
Q efl réciproquement comme R. 122 

301. D E F. 6 . Si quelque quantité comme Q dépend de plufieurs autres 

quantités, comme R , S , T , V , X , toutes indépendantes i une de 
r outre, défaite qu'une d elles peut être changée feule fans affeSer 
aucunement les autres; £? fi aucune des quantités R, S, T, ne 
peut être changée en particulier ,fans que la quantité Çffoit chan- 
gée en même raifon , ni aucune des quantités V , X , fans que la 
quantité Q fait changée en raifon contraire , en ce cas on dit 
que efl en raifon direêle comme R , £5* S , £3* T , (ÿ en raifin' 
réciproque ou inverfe comme V £ÿ X. 124 

N. B. Si Q efl comme R , fÿ S £3* T direflement , fans aucune raifon 
réciproque, Q efl comme R £ÿ S £3* T, conjointement, ibid. 

302. T H E O K E M E. Si Q efl comme R £ÿ S £5* T direilement , £3* 

comme V £3* X réciproquement , £3* que les quantités R , S, T, 
V, X,foient changées entyt,t.y\,%, £5* Q <n q; je dis, 
• ' cela étant , que la raifon </< Q 4 q fera égale à T excès de toutes 
les raifons diredes prifis enfemble par-deffus toutes les raifons 
réciproques prifes enfemble pareillement ',êff fi les raifons R 4 1 , 
</* S 4 * , Q* T 4 c {que je nommerai les raifons directes) 
étant ajoutées enfemble forment la raifon de A à B, que les 
raifons de Y àv(^deXàx {que f appellerai les raifons-récipro- 
ques) étant ajoutées enfemble , forment la raifon de C .4 D;je 
•3 . ’ dis. 



Digitized by Google 






: : T A': B l e \ d e si 



30f. 



3 ° 5 - 



• dis, cela étant , que la raifm de Q à <\fera igak à la raifon 

de A à B par-dejjus la rai/m de C à t). 125 

COROLLAIXES.. 126 

Art. 303. Le Théorème précédent éclairci par des exemples , ois il n’entre 
1 que des raifins direSes. 1 27 

sfutres exemples dans lesqueb les raifins direStes réciproques 

font mêlées enfimble. ■ 131 

Autre manière de traiter les exemples dans les deux derniers Arti- 
cles. J3j 

LIVRE VIII. 

PARTIEL 
L’App’ication de l’Algèbre à la Géométrie Plane. 

Art. 306. Conditions requifis pour pouvoir appliquer F Algèbre à la Géomé- 
trie; y en quel fins des nombres fervent à déjigner des grandeurs 
Géométriques. 137 

307. pROB. I. On demande les deux côtés a Jÿ b d’un triangle- 

rectangle , dont a. ejl le plus grand , étant donnés, de trouver Fhy- 
pothémfi fans le fecours de la quarante -feptiéme Fropojition du 
premier Livre. . 138 

308. Prob. 2. Trouver Faire <f un triangle dont les côtés font donnés 

en nombres. 140 

Problème qui fervira de Lemme. Trouver en nombres rationels 
deux triangles-reSangles , ayant tous deux un même côté. 142 
Prob. 3. Trouver autant de triangles autres que teSangles qu'on 
voudra, dont Us côtés Q* les aires fiient exprimables en nombres 
T.uionels. 143 

Prob. 4. Les trois côtés d'un triangle étant donnés en nombres, 
trouver le demi-diamétre d" un cercle infcrit. 144 

Prob. 5. Les trois côtés dun triangle étant donnés en nombres, 
trouver le diamètre d'un cercle circunfcrit au triangle. 145 

L £ U M E. Si dans un triangle on mène une ligne de quelque angle 
jusqu’à la bafe oppofie , elU partagera toutes les lignes parallèles 
à la bafe en même raifon que la bafe a été partagée. 146 
Prob. 6 . Trouver le centre de gravité d'un triangle donné ,c’ejl- 
à-dire , trouver dans le plan i un triangle donné un point tel 
qu’étant fiutenu toute la figure fait en équilibre. 147 

Prob. 7. Etant dontiée la bafe BC dun triangle quelconque, 
conjointement avec les angles adjacent & (ÿ C, on demande la 

hauteur pcrpenùicuLlre du triangle. 148 

Art. 316. 
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P R I N C I P A U X ARTICLES. vij 
Ait. 31 5 . Prob. ACBD , AEFB S* AfeHByôim 

trois parallélogrammes reâangles, tous ftluis fur la même bafe 
A B , Êÿ tous du mime cCté , le reilangle A G 1 1 B étant le plus 
. grand de tous , Q" le reSangle A C D B /« plus petit ; on demande 
de mener la ligne KLMN parallèle à AG BH, 6? cou- 
pant les lignes GH «1 K, EF fn L, CD en M,- 0 * AB en 
N ; deforte que la femme des reHangles A K fÿ B M fait égale 
au rectangle moyen AF. 149 

317. Prob. 9. Dans un triangle dont la bafe 0 * la hauteur peipendi- 

^ culaire font données , inferire un paraBéhgramme teüangle , dont 

la bafe fait une partie de la bafe du triangle , ou coïncide avec 
cette bafe , 0 dont les deux côtés contigus foietit Tune à l'autre 
en raifon donnée. " 150 

318. Prob. 10. (Fig. 13.) jÇuf AB 0 CD fuient drtx tourelles , 

(f ÜD une ligne horizontale^ menée depuis le pied d’une des 
tourelles jusqu au pied de l'autre: on demande ^ les hauteurt 0 la 
dijlance horizontale des deux tourelles étant données en nombres , 
de trouver dans la ligne BD un endroit comme E » doit , ft l'on 
' y place une échelle, cette échelle pourra atteindre également au 

. fommet de chaque tourelle; ou (ce qui revient au mime) on de- 
mande de trouver -datis la ligne BD un point edtume E, d'où, 
, Jî l'on ment les lignes £ A 0 £ C , f « lignes feront égales P u- 
ne à Loutre. . j ! n . I5<5 

• Erob. II. (T\g. i\.) Le rayon dun cercle étant, donné en nom- 
bre: , conjointement avec la tangente dun arc de cercle qui com- 
prenne snoms de 45 degrés ( la nécelTité de cecte limicacion 
paroi trà dans la fuite,) on demande de trouver la tangente du 
i -■ double de cet arc. 1 ' J ’ , 158 

3^^' Oivifer une ligne donnée en deux parties telles que 

le redangle de ces lignes fait égal, s’il ejî pofftble, à un quar- 
ré donné. . > ' ; «"j 167 

•3:1. Prob. .-13. Divi fer me ligne donnée eredeux parties telles, que 
la fomme de leurs quarrés puijfe être égale -à un quarré donné. i6ÿ 
J2Î. Prob.- 14. Divifet une' ligne donnée- en extrême 0 moyenne 
‘ raiftm. . i .. . 169 

323. Prob. 15. Trouver trois lignes en proportion" continue i. dont la 
' ‘ fomme 0 la fomme de leurs quarrés font- données, 170 

324c Prob. 16. Trouver quatre lignes enproportim continué , dont tant la 
' ‘ fomme des extrimes qite la fomme des- moyennes font données, lyg 

■ • Art. 325. 
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A»t.3î5. Le h me. Dan: toute figure reSiligne, tous les angles fris tih 
femble font égaux à autant de droits, excepté quatre, que ùi 
figure a de côtés, 174, 

325. Prob. 17. Jnfcrire dans un quarré donné un quarré plus petit 
dont raire fiât donnée. 175 

327. Prob. 18. On demande, la différence entre Thypothénufe £5* 
. chaque côté <T un tiiangle-reôlangle étant donnée Jé posément , de 

trouver le triangle même. ibid. 

328. Le MME. Si quatre lignes A, B, C, D font'proportionettes, 

quatre autres E,F,G,II proportionelles aujji, dejorte que A 
fuit à B comme C i D , £3* pareillement E i F comme G li H, 
je dit que le rectangle A E fera au reêlangle B F , comme le rec- 
tangle CG ejl au reêiangle DH. 177 

329. Prob. 19. L’bypothénufe ^ Caire d'un triangle étant données , 

on demande le triangle même. ibid. 

, 330. L F. M M E. Si quatre quantités A , B , C 0 * D font proportionelles , 

defjTte que A fait à B, comme C à D , je dis que A— h B ejl 
à A , comme C-t-D efl à C. 181 

331. Lemme. (Fig. 26,27. ) ABC ejl un triangle ayant pour 
, bafe AB, £ÿ dont F angle vertical C fait égal à quelque angle 

r donné DE F, cm i fon complément à deux droits que de quel- 

que point comme D dans la ligne E D on mène D F perpendicu- 
' laire à EF; je dis, comme DE ç/î i EF, ainfi 2 ACB, qui 

ejl le double reAangle des côtés du triangle propofé i A C* 
H-BC* — AB*, ou à AB*— AC*— BC*, différence entre 
le quarré de la bafe £<? la fomme des quarrés des côtés: le pre- 
mier cas a Heu quand C angle vertical AC & ejl égal à l'angle 
aigu DEF; £ÿ le dernier arrive quand F angle vertical ACB 
ejl égal au complément de F angle D E F i deux droits. 

y ajoute que la propofition inverfe ejl vraie auffi, £f que fi 
DE¥ ejl un angle aigu quelconque, DF étant perpendiculaire 
. à E F, £3* çae DE foit à EF coituue 2ACB «AC*— fBC* 
—AB' , ou à AB' ~AC' ~BC' ; l'angle vertical ACB fe- 
: ra égal à F angle DEF dans le premier cas, ou à fon complé- 

\ ment à deux droits dans le fécond. ibid. 

532. Prob. 20., Trouver un triangle , dont la bafe £3* la fomme des 
„ . côtés font données, avec F angle oppofé à la bafe. 182 

! 333, Prob. 21. Deux côtés d'un triastgle étant donnés, conjointement 

_avec Faire f on demande le troifiéme côté. 186 

Art. 334. 
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PRINCIPAUX ARTICLES. a 

AkT. 334. Lem M E. de deux poiras donnés A fj* B , on mène deux 

A C £3* B D , £j* qu'on Juppofe que ces lignes prolongées à f infini 
au-delà des points C & D, ne concourent qu'à une diftanct in- 
fime; je dis, que toutes les parties finies, telles que AC £5* BD 
de ces lignes infimes , dmveut être cmfidéries comme paraUélet^ 

' ce(l-à-dire qu'elles ont toutes les propriétés de: lignes parallèles, 
autant que ces propriétés peuvent être exprimées en termes finis. 187 
335 - PRO»- 32. Partager un triangle donné en raifon requife par une 

ligne pqffant par un point donné. 188 

336. Difcours fur les Infinis des deux genres, à roccafm du problème 

précédent. 

DES LIEUX GEOMETRIQUES. . 

Art. 337. Définitions. (Fig. ^g,qo.) Que A?B fait um ligne don- 
née de pojition, £3* PM une ligne indéterminée faifant un angle 
donné APM avec la ligne AP: que cette ligne indéterminée PM 
fait fuppùfée fe mouvoir le long de la ligne A B dans une pojition 
toujours parallèle à elle-même ,deforte que toutes les lignes PM 
Joient parallèles F une à Poutre; (ÿ que dans le même tems que 
la ligne P M tranfportée le long de la ligne A B, le point M 
foit fippijé fe mouvoir le long de la ligne PM, de fafon à dé - 
crire par ce mouvement compnfé quelque ligne droite ou courbe: 
nüti , mil y ait un rapport conjlant entre les lignes A P fÿ 
PM, £3* que ce rapport joit exprimé par une équation, qui com - 
prenne ces lignes ou quelques-unes de leurs puijjances multipliéet 
ou divifées par des grandeurs connues: cela étant , la ligne droite 
ou courbe décrite par le point M s'appelle le lieu de cette équation ; 
la ligne indéterminée PM, en ejl une ordonnée ; £3* la ligne in- 
déterminée AP, comprife entre P, le point le plus bas de l'or- 
donnée, £3* le point A, qid ejl toujours fuppofé Jae, s'appelle 

fahfcijfe de P ordonnée PM. 204. 

338. Lemme. (Fig. 4.1.) Suppofant toi^ comme dans le dernier article, 
que T angle APM étarit toujours droit, p, g £j’ t Joient des li- 
gnes données , £3* que le rapport entre R £ÿ y foit exprimé par 
cette équation EX-f 2px-+pp-fyy— 2qyH-qq = rr. Sur 
la ligne A P (prolongée s’il le faut) 0 * depuis A vert P , retran- 
chez la ligne AB égale A P, £3* menez perpendiculairement à 
AB la ligne B C égale à g, du même côté de AB que la ligne 
PM ; je dis , cela étant, que le lieu de P équation précédente xx — 2px 
H-pp-+yy — 2qy-i-qq = rr fera la circonférence tfm cer- 
cle, ayant pour centre c pour rayon i. E05 

Tome II. * * Art. 33 P- 
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ART.339. Prob. 23. (Fig. 44.) Le: deux points étant donnés: m 

demande d’en trouver un troifiéme comme M , Jitué de façon ^ 
qu’en y menant les lignes AM 0 * BM, ces lignes /oient Pune 
' ■■■ à T autre en ràifon donnée. 206 

LIVRE VIII. PARTIE II. 

Des Prifmes , des Cylindres , des Pyramides , des Cônes & des Sphères. 
Art. 340. L E M M e. Si dans un triangk-reâangle un des angles aigus ejl de 
trente degrés , ou le tiers d’ un droit , le côté oppofé fera égal à 
la moitié de Thypotbénufe. . 212 

341. Le MME. (Fig.49i5oQ Que ABC fait un triangle-rcélangle, 

ayant fin angle droit rn B; 0 * que de deux polygones fembla- 
blés 0* équilatéraux , tun étant ftippoji circonfcrit 0* foutre in - 
fcrit au cercle, F angle BAC foit égal h la moitié de P angle ait 
centre, auquel eft oppofè un côté de chaque polygone, je dis, ce - 
la étant , que A B jera B C comme le diamètre du cercle ait 
côté du polygone circonfcrit ; 0 * que A C fera B C comme le 
diamètre du cercle au côté du polygone inferit. 212 

342. Theoreme. La circonférence de tout cercle ejl tant foit peu 

plus grande que trois diamètres. jbid. 

343. Theoreme. Si le diamètre d’ un cercle (/î défigné par i , la 

circonférence fera tant fait peu plus petite que 3;!, tant foit 

' ' peu plus grande que 3>j. 214 

344 . La manière la plus abrégée de trouver les nombres déterminés dans 

le dernier article. 2_i2 

345. Nombres par lesquels Van Ceulen a exprimé la circonférence / un 

cercle dont le diamètre ejl i. 218 

3 4Ô. Pourquoi la Quadrature du cercle ejl impofjible Géométriquement, ibid. 

347 . Corollaires déduits de F Article 343. 219 

348. Prob. r. Trouver la raifon du diamètre d'un cercle au eSté d’un 

quarré égal à ce cercle. 221 

349. Prob. 2. Trouver le demi-diatnétre d'un cercle, qui comprenne 

dans fa citconférence la valeur d" un arpent de terre. ibid. 

350. Prob. 3. Qu’un fil de longueur donnée fuit difpofé de façon à for - 

mer un cercle : on demande Faire de ce cercle. ai2 

351. Prob. 4. On demande de partager un cercle donné en un nombre 

quelconque de parties égales , en menant dans le cercle prepojé 
d'autres cercles concentriques. ibid. 

3J2. Prob. j. Quiconque fait le tour delà Terre doit néceffairement 
décrire un plus grand cercle avec fa tête qu’avec fes pieds : on 
demande de combien le premier de ces cercles furpajfe le fécond. 223 

• ART.35.^.~ 
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A»T. 353. Prob. 6. On demande, là profondeur ÿ- le dbmiitre. de qmlqàe 
vafe cylindrique étant donnés, de trouver le nombre de gallons 
qu'il contient. 223 

354. Prob. 7. Mefurer un cône tronqué, dont on cmnoît la hauteur 

perpendiculaire les diamètres des deux bûfes. 224 

355. Lem M E. ) , 226 

3j6. Le h me. î 227 

357. THEOREME. Tous cônes ifofcéles dégales hauteurs font comme 

leurs hofes } cejl-à-dire, le contenu folide d'un cône quelconque 
ejl au contenu folide d'un autre cône dégale hauteur, comme la 
bafe du premier cône efl à ht bafe du dernier. 228 

1 358- Theorbme. Toute pyramide ifofccle cfl égale à un cône ifofcé- 

le , fi leurs bafes font égales , iS que leurs hauteurs faient éga- 
les auffi. ' 229 

359. Le MM E. Concevons que fi du centre de quelque cube font menées 

.des lignes droites à tous fes angles , le cube fera àijhnguè par ce 
moyen en autant de pyramides ifofcéks égales qu'il a de côtés ,fa- 
r . voir 6, dont les bafes feront les faces du cube, Ü" dont le fommet 

commun fera le centre. 230 

360. THEOREME. Chaque pyramide ifofcéle nu cône ejl un tiers dun 

prifme ifofcéle ou cylindre, ayant une bafe égale, £ 5 " une égale 
hauteur perpendiculaire. .230 

3fii. L EMME. Si une pyramide d’une efpéce quelconque ejl coupée par 
UH plan parallèle à fa bafe, la grandeur de la Jeclion, ou {ce qui 
revient au même) la grandeur de la bafe de la pyramide retranchée, 
fera toujours la même , que la figure de la pyramide foit ce quel- 
le pourra, auffi longtcms que la bafe la hauteur perpendiculai- 
re de la pyratmde totale , (ÿ la hauteur perpendiculaire de la py- 
ramide retranchée rejleront les mêmes: auquel cas la dijlance 
perpendiculaire entre le plan de la fection 6? le plan de la bafe 
fera atfffi la même. 232 

362. Théo RE MS. Si un prifme ou un cylindre , de quelque efpéce 
que ce foie, font décrits par le mouvement dune figure plane mon- 
tant uniformément , dans une pofition horizontale jusqu’à une 
hauteur donnée, la grandeur du folide produit ainfi fera lamême, 
foit que le plan monte directement ou obliquement à la même hau- 
teur ; par confèrent tous prifmes Ô* cylindres d une efpéce 
quelconque qui ont d égales bafes d égales hauteurs perpendi- 

culaires, font égaux, fois que leur fituation fur fes bafes fait 
droite ou inclinée. ibid. 

•• 2 ’ Art. 363. 
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ART.3tf3. Tbeoremb. Toutes les pyranudes tous les cônes de qiulqut 
efpéce que ce fait, qui ont légales bafes, ÿ légales hauteurs 
perpendiculaires t font égaux entr'eux. 233 

3<>4. Lekme. (Fig. 60.) Oue ABCD repréfente un quarré dont la 
bafe foU AD, la diagonale AC; iÿ que du point A comme 
centre, à f intervalle AB, on décrive le quart de cercle B AD: 
qu'on mène aujji la Egne EFGH ou EGFH quelque part au 
dedans du quarré, parallèle à la bafe AD, coupant le côté AB 
en E, le qiusrt de cercle B D «1 F , la diagonale AC en G , (S 
le côté oppofé CD fn H, fÿ qu'on joigne AF; je dis, cela 
étant, que le quarré de EF le quarré deEG ajoutés enfem- 
ble feront toujours égaux au quarré de EW. , 234 

355. Theoreme. Toute fpbére vaut les deux tiers d'un cylindre 
circonfcrit, c'efl-à-dire, d'un cylindre qui la contient exaHe~ 

ment. ibid. 

366. Toute fpbére ejl égale à un cône ou à une pyramide, dont la bafe 

efl la furface de la fpbére , iÿ dont la hauteur perpendiculaire 
efl fon demi-diamétre. 235 

367. Thoreme. La furface de chaque fpbére efl égale à quatre grandt 

cercles de la mime fpbére. 236 

368. Corollaires. 337 

369. Prob. I. Trouver combien diacres toute la furface de la Terre 

contient. 238 

370. Prob. 2. Quel efl le diamètre d’une fpbére concave, qui tiendrait 

tout jufle un gallon mefure d" Angleterre. ibid. 

371. P R O B. 3. Trouver le poids d" un globe dô eau iT un pouce de diamètre 

étant pefé dans tair , en fuppofant qu'un pied cubique de la mô- 
me forte et eau, quand le Baromètre efl à une hauteur moyenne, 
péfe tout jufle 76 livres de Troyes. 239 

372. Trouver le diamètre d'un globe en pefant le globe d abord dans Tair, 

fÿpuis dans Teau ,fans avoir égard à fon poids dans le vuide. 240 

DU SPEROIDE. 

Art. 373. De F. Si Tonfuppofe une fpbére décompofée en un nombre infini de 
lames cylindriques infiniment minces, 6? que ces lames, en gar- 
dant leurs figures circulaires , foient toutes augmentées , ou toutes 
. diminuées en mime raifon , elles formeront une figure appellée 

fphérolde ; fj" ce fphéro'ide fera plat ou oblong , fuivant que les 
lames génératrices feront augmentées ou diminuées. 24a 

CoROXL. I. Chaque fphéro'ide ejl à une fpbére fur le mime axe, 
comme une lame quelcenfte dans le premier de ces corps efl à une 

lame 
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J ■’ Jame pareille dans le dernier , bien entendu que cette fécondé la- 

me fait précifément celle qui a aidé à former la pretniére ; ou com- 
me un nombre quelconque de lames dans le premier corps efl au 

même nombre de lames pareilles dans le fécond^ c'ejl-à-dire, 

comme une portion quelconque du premier corps comprife entre 
deux plans parallèles perpendiculaires à fon axe , e/l à une fem- 

blable portion du dernier. 242 

Cor O LL. 2. Chaque fpbirdïde , au[}î-blen que chaque fphére, vaut 
les deux tiers d'un cylindre circonfcrit, > ibid. 

Art. 374. L E M M E. La corde tT un arc circulaire efl une moyenne proportio- 
nelle entre le Jinus verfe de cet arc (ÿ le diamètre. ibid. 

375. P R O B. 5. Trouver le contenu folide d" une moitié de fphére tron- 
quée, ou dê un demi - fphéroide tronqué, compris entre un grand 
cercle perpendiculaire à leur axe, 6f quelque autre cercle plus 
petit parallèle à ce grand cercle, les deux bafes oppofées, la 
hauteur du corps tronqué étant données. ibid. 

P R O B. 6 . Trouver la futface convexe de quelque fegment d’une 



22 ^ 





fphére, dont la bafe & la hauteur font données. 244 

pROB. 7. Trouver le contenu foRde d'un tonneau confiflant en une 
portion de fphére ou de fphéroide , terminée à chaque bout par deux 
cercles égaux parallèles , qui fafrent des angles droits aoèc f axe 

du tonneau, le diamètre des cercles, le diamètre du bondon, £g* 
la longueur du tonneau étant données. 245 



32Z 



LIVRE IX. PARTIE I. 
Art. 378. Des Puiffances g de leurs expofans. 



247 
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Observations. 



248 



380» 381. Du Théorime de Newton pour changer un binime , ou plu - 
tôt les puilfances î un binôme, en fériés finies ou infinies fuivant 
que la rutture df une pareille piAJfance pourra le permettre. 2,to 

382. Exemples pour faciliter f intelligence du théorème précédent. 25'^ 

383. Si quelque puiffance d'un binôme doit être multipliée par un nombre 

donné comme n , on pourra s'y prendre de deux manières , favoir , 
en multipliant chaque terme dont cette puiffance efl compojée par 
n , ou bien , en multipliant Jimplement le premier terme , qui efl 
toujours connu, par n (produit qu’on peut appeller A), puis 
en dérivant de ce premier terme tous les autres comme ci-deffus. 2 .^4 

384. A faide de ce dernier article nous pouvons exprimer par une férié 

telle puiffance qu'on voudra if un binôme quelconque , comme 
m 

p-t-q, ffl conjidérant le binôme p-fq comme le produit de 
•• 3 i deux 
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detut grandeurs multipliées T une par f autre , /avoir , i -+ 
Êf p. 254. 

Art. 385. Il paroît par ce qui a été dit, que fi m expo/ant de la puijance à 
laquelle le Linûme l-i x doit être élevé , ejl un nombre entier fÿ 
affirmatif, la férié, qui repréfentera cette puiffiance , aura une 
fin , fans quoi elie s'étendroit à l'infini. ibid. 

38(5, 387. Comme -+i ejl rexpofimt de la première puiffiance de i -+x, 

ainfi — I fera l'expofant de 255 

388,389. Comme toutes les ptiiffiances d'un binôme, dont les expofans 
font des nombres entiers fS ajffirmatifs , font produites par une 
multiplication continuelle , de-même toutes les puiffiances dont les 
expofans font des nombres entiers négatifs, font produites 
à l'aide dune continuelle divifion. 257 

LIVRE IX. PARTIE IL 
Des Logarithmes, de leur ufage, & des meilleures Méthodes 
d’en faire le calcul. 

Art. 390. Définition des Logarithmes , ^^Corollaires qu'on en peut déduire. 261 



391. Les logarithmes font les expofans numériques des raijons. 264 

392. Des logarithmes de Briggs. 265 

393. Quelques avantages de ce Syfiême. ibid. 

Art. 394. Trouver la caraclérifiique d'un logarithme de Biiggs pour tout nom- 
bre donné. 267 

39J. alutre idée des logarithmes. ibid. 

396. Précautions dont il faut fe fervir enfaifant ufage des logarithmes 

de Briggs. 268 

397. Comment il faut fe fervir des Tables de Sherwin. • 270 



De la Logarithmothechnie ou Conflruftion des Logarithmes ; & 
de la manière de fe fervir avec le plus d’avantage des grandes 
Tables de Placq. 

Art. 398. Prop. i. Dans le même Syfiême , les logarithmes évanefeens de 
tous Us nombres qui approchent par degrés de t unité, font comme 
les différences entre ces nombres £5* F unité. 272 

399. Prob. 2. Trouver le logarithme de Napeir pour un nombre quel- 
conque entier, ou pour une fraSion quelconque. 275 

4C0. Prop. 3. Calculer le logarithme deNapeir pour le nombre 10 par 
te fecours de la propofitian précédente. 278 

401. Prop. 4. Trouver le logarithme de Briggs pour un nombre quel- 
conque entier, ou pour une fraüion quelconque. 281 

. _ Art. 402. 
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Art. 402. Prop. 5. Compofer une Table de logarithmes de Briggs pour tous 
les nombres naturels depuis i jusqu'à 100000. 282 

403. Prop. 6 . Trouver le nombre naturel qui répond à quelque loga- 
rithme duiné de Napeir. 28Ô 

404,405. Prop. 7. Trouver le logarithme de quelque nombre n'allant 
point aa-delà de dix caraétéres par le moyen des grandes Tables 
de Vlacq. 287 

405. Prop. 8 . Trouver en dix caractères le nombre abfolu appartenant 

à quelque logarithme des grandes Tables de Vlacq, 291 

LIVRE IX. PARTIE IIL 
De l’Invention des Divifeurs. 

Art. 407. Trouver les Divifeurs d’une quantité fmple. 293 

Trouver les Divifeurs fimples d'une quantité complexe. ibid. 

408. Les quantités propofées dans le dernier article n'admettront point 

di autres divifeurs que ceux qui ont été trouvés par la méthode pré- 
cédente. 2p|, 

409. Tentative pour connaître Ji une quantité, après avoir été divifée 

par tous fes divifeurs fimples , admettra quelque divifeur com- 
plexe d'une feule dimenfion. 295 

410. Explication de la Méthode qu’on vient de décrire. 298 

411. Si la quantité propofée ne s’élève pas au-dejfus de trois dimen- 

ftons , ü* admet un divifeur complexe de deux dimenftons , il faut 
néceffairement qu'elle ait un autre d'ivifeur i une feule dimenfion, 
quon trouvera au moyen de la règle précédente. 3C0 

Recherche pour découvrir fi une quantité complexe , qui s’élève au- 
deffus de trois dimenfions, £5’ dont aucun d'ivifeur n'a moins de deux 
■ dimenfions, admettra quelque divifeur complexe de deux dimen- 
fions. 30 1 

412. Explication de ce qui a été dit dans le dernier article. 303 

413. Comment on trouve le divifeur complexe iT une quantité compojee des ' 

puiffances de deux différentes lettres , £ÿ dint tous les termes ont 
le même nombre de dimenfions. 304 

414. La raifon de la règle précédente ejl rendue manifefle par des exem- 

ples. ibid. 

L I V R E IX. P A R T I E IV. 

_ De l’Aritlunétiquc des Quantités fourdes. 

ART.415. Définitions. - 305 

416. Réduire des-quantités fourdes de différentes racines h d'autres de 

. ^ même racine. ' ibid. 

ART.417. 



Digitized by Coogle 



XVJ 



TABtE DES 



Art. 417. De T addition de ia fouJlraBion des quantités fourdes. 306 

418. De la multiplication de la divifion des quantités fourdes. 307 

419. Réduire des racines de plus hautes dénominations à d'autres déno-' 

minations plus baffes. 308 

4.20. Réduire des racines fourdes 'à des termes plus bas quand la chofe 
ejl pofftble. ibid. 

421. Dégager le dénominateur d'une fraSion de tout caraBére radical » 

quand la racine du fécond degré, ou celle du quatrième degré, ou 
toutes deux s’y trouvent mêlées. 309 

422. Extraire la racine quarrée d'un binôme , dont les parties étant 

quarrées font commenfurables tune à tautre. ibid. 

Exemples. 311 

Comment il faut s'y prendre quand plus d' une quantité radicale fe 
trouve mêlée dans un quarré trinôme ouquadrinôme donné. 313 

423. Lemke. 5 i afj’b font deux quantités incommenfurables , mais 

telles que Icttrs quarrés aa bb foicnt tun à Foutre rdtionels; 
je dis que ah, produit de leur multiplication ,fera irrationel. 31+ 
Démcnjlration de la règle donnée vers la fin de Farticle 422. ibid, 

424. Le calcul analytique ib Farticle 422 appliqué à la réfolution de ces 

fortes d'équations du quatrième degré, qui ont le nom iS la for- 
me i équations du fécond degré. 315 

425. Le MME. Si un binôme, dont les parties étant élevées au quarré 

font toutes deux rationelles , efl élevé à la troifiéme puijance » 
fÿ que cette pviffance fait décompofée en un autre binôme , de la 
manière que nous allons décrire ; je dis , que les deux parties du 
cube feront affeBées des mêmes quantités fourdes que les deux par- 
ties correfpondantes de la racine, fÿ d’aucune autre, en compa- 
rant la plus grande partie du cube avec la plus grande partie de 
la racine, (ÿ la plus petite partie du cube avec la plus petite par- 
tie de la racine. Et réciproquement. 316 

426. Extraire la troifiéme, la cinquième ou la feptiéme racine ê^c.dun 

binôme , dont les deux parties, étant élevées au quarré, font 
Fune F autre rationelles. > ibid. 

Exemples. 320 

LIVRE X. PARTIE I. 

Des Equations en général & de leurs racines. 

ART.417. Définitions. 325 

428- Chaque équation a autant de racines poffibks fÿ impqffibles , qu’il 
y a de diinenjions dans la plus haute puiffance de la quantité in- 
connue. 326 

De 
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» ' De la Génération des Equations. 

429. Former une équation qui ait un nombre quelconque de racines don- 

nées. ■- * • 3^5 

Toutes les fois qu’une équation peut entièrement être divifée par une 
puijfance fmple , ou par le quarré, ou par le cube de la quanti- 
té inconnue fans rejle, c'ejl une marque infaillible, quune ou 
* " deux ou trois racines d'time pareille équatioh font égales Anen. 327 

430. Si queipues équations, dont les parties qui forment un des membres 

font toutes égales à zéro, qui fe trouve feul dans F autre mon- 
bre, font multipliées enfemble , elles produiront une équation d" u- 
ne clajfe plut élevée, dont les racines feront les mêmes que les - 
leurs. _ I- . 328 

431. Si Ton propofe une équation d'un degré fupérieur , dM tou- 

tes les parties , qui forment- T un des membres , font égales à 
' zéro, qui occupe feul T autre membre, (f que la quantité, qui 

dans î équation efi fuppojîe égale à zéro puiffe fe réfoudre en un 
plus grand nombre de multiplicateurs ftmples ', dans lesquels la 
quantité inconnue fe trouve plus ou moins mêlée ; & enfin , fi ces 
multiplicateurs font fuppofé s chacun égal à zéro, on aura alors 
une fuite d’équations d'un rang inférieur', qui auront toutes en- 
femble les mêmes racines que celles de Téquation propofée: mais 
CSS racines feront préfentement plus faciles à trouver, comme 
devant être tirées d’équations plus ftmples. 329 

432. Cejl à caufe de cela même que l’invention des divifeurs efi d’ufage 

- dans la réfolution des équations. 330 

De f colfficiens des termes des équations. ‘ 331 ' - . 

434. Du nombre des racines "affirmatives négatives dans une équation, 

dont toutes les racines font poffibles. ^ ^ 332 

435. H arrive trèsfouvent, 'principalement dans les problèmes géométri- 

ques, que les racines de certaines équations font poffibles, que 

cependant elles paroifient fous la forme de racines impffibles , à 
caufe qu’il y a dans le problème quelque limitation qui n’efi point 
• entrée dans Téquation. t'i' 334 

436. Transformation des équations de cinq manières d’\ffiérent.es. 337 

437. Autre transformation d’équations par laquelle on fait difparoître te 

fécond terme d'une équat 'm.. . 1 . , . 339 

LiyREX. PARTIE .IL 

' Des Equations du troifiéme & du quatrième degré ;• & pre- 
mièrement des Equations cubiques. 

Art. 438- Si toutet les rac'tnes d’une équation cubique font réelles , c efi-à-diie, 

■ •• Tome IL. •** 
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Ji auctme d" elles nejl imps^ble , (ÿ que toutes les parties J" un$ 
parêille équation /oient placées dans un des membres, fuivant les di- 
menfums de la quantité inconnue , partant égales à zéro dans 
r autre membre', je dis, cela étant ,quatt[Jî fouvent que des figues 
dijjemblables fe fulvront tun Vautre en pilant ài premier terme 
au dernier, autant cette équation aura de racines affirmatives, 

. fj* auffi fouvcnt que des fignes diffiemblablés fe/tàssrmt VunV autre , 

autant elle aura de racines négatives. • 342 

Art. 439. Si le fécond terme d'une équation cubique ejl Cté, £3* quainft Té- 
q^tion fait réduite à cette formule x* P ^ <1 > je dis que 

par quelles quantités quelet racines de /équation x’';^px=-+q 
foient exprimées , les mêmes quantités avec leurs fignet changes 
feront les racines de f^guat/oH x»-^-px=— g; réciproque- 
ment. 344 

440. Toute équation cubique peut être réduite à cette formule , /avoir, 

x> — f ^aax = — t- 2aab. ibiA 

441. Ârrattgemetu préliminaires pour découvrir les racines dune équation 

cubique de cette formule x* 3aax =:+ 2aab. ibid. 

■443. Chaque équation cùhique de cette formule x> — 3aax=-4-gaab 
aura toutes fes racines poffibles , pourvu que la quantité b ne foit 
pas plus grande que a, ou plus petite que— a, mais fe trouve 
renfermée entre ces deux limites. 345 

443. En mettant à part le cas du dernier article , je dis que dans tous les 

autres cas, l'équation- x> -t- gaax= — I- 2aab n’a qu'une feule ra- 
cine poffible, laquelle fera affirmative ou négative fuivant q\pe la 
grandeur b fera telle, cefl-à-dire, fuivant que la quantité 2aab 
. - . fera affeêlée du fiigne — t- ou — . ' ‘ 347 

444. Précis des deux derniers articles en fuppofant que les différens cas 

des équations cubiques rangés fous la formule x > 7^ 3aax = gaab 

fe retrouvent fous leur première formule x’^f px = -+q. 349 

De la Réfolution des Equations cubiques. 

Art. 445. Ré foudre une équation cubique qui n'a qu'une racine poffible. 
Exemples. .1 

446. ulutre màbode pbts fimple Êÿ plus direcle. ■ 

Exemples de cette méthode de réfoudre des équations cubiques. 
Extradion de la racine cubique d une équation à V aide des logar'nh- 

»'«• - ' ' " 357 

447. Toutes les équations cubiques peurroientfe réfoudre par cettemétbode, 

s'il y avait moyen d extraire la racine cubique dun binôme impojfi- 

. 358 

Art. 448. 
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ART. 448 . Le dernier cas des équasions cubiques cmjidéri ,mec une règle pour 
trouver au-moins les trois premiers caraBéres de la racine. 359 

449. Définitions. • 362 

450. Dans toute figure quadrilatère infcrite à un cercle , le reBangle des 

diagonales ejl égal aux deux reBangles des côtés oppofés. 363 ' 

451. Lemme. (Fig. 64 ) Soit ABC un triangle éqiûlatére infcrit à 

un cercle; (ÿ que d'un de fes angles foit menée une ligne comme 
A DE coupant le côté oppofé BC en D , le cercle enE')Ji 

• Ion mène les cordes BE, CE: dis que la cordc AE f&a éga- 

le à la fimme des deux cordes B£ CE ajoutées enfemble. 364 

452. PROBLEME. (Fig. 65, 66.) Soit ABCD un arc d'un cercle 

donné dont le diamètre ejl A¥ , que Fore A B fait le tiers de 
F arc 'total ABCD: on demande, la corde de Fore ABD étant 
donnée , de trouver la corde de Farc AB; cela, foit que F arc 
ABD foit moindre qu'un demi-cercle, comme dans la foixante- 
: cinquième figure, ou plus grand, comme dans la foixante-fixié- 

me; les fignes , la façon d argumenter (ÿ la conclufum étant les 
mêmes dans les deux cas. ibid. 

• 453. Problème. £n fuppofant la pofjîbilité de la trifeBion tF un arc 

de cercle, on demande de confîruire une équation cubique de cette 
formule xt-~ P \=^q, dans laquelle le cube de -L efl fuppo- 

fié plus grand , ( ou du-moins pas plus petit) que le qtiarré de 3 .^ 

365 

454. PROBLEME. Toutes ebofes étant fuppofées comme dans le dernier 

article , qu'il faille réfoudre F équation précédente au moyen d'une 
Table de Sinus. 365 

455. PROBLEME. Trouver deux moyennes proportionelles entre deux 

nombres donnés. 369 

[ 456. Méthodes de Mr. Cotes pur réfoudre les équations cubiques 

confidérée (ÿ démontrée: avec des exemples. 370 

457. Autre méthode de réfouire les équations cubiques au moyen de la- 
quelle on trouve les trois racines à la fois, par Mr. Cols on: 
avec des exemples. 372 

458 »459» 4 (So- La méthode d’approximation de Newton appliquée 
à la réfolution des équations cubiques. 374 

De la Réfolution des Equations du quatrième degré. 

Art.4<5i ,462,463. Réfolution d" une équation de quatre dimenfions exprimée 

•••2 par 



table des principaux articles. 



XX 

to/flrm«fe/u»oanf^ , x+ — H P a X* -+ q a a XX -+ pa*x H-a» 

> =0. ‘ • 381 

Arr.454,465- Nomeaux iclaircijjemens fur la fohtion précédente au moyen 
d'un Problème Géométrique de Pap pds. 384 

466,467. De la rifolution de toutes fortes d'équations du quatrième de- 
gré au moyen des équations cubiques. ' 389 

468. La compofition d une équation de quatre dhnenfioru , qui na point 

de fécond terme. 391 

469. Réfolution dune équation de quatre dîmenfions qui n’a ni fécond 

terme ni quatrième , par la méthode précédente. 392 

DigreJJion- fttr, la préférence que méritent les Mathématiques par 
dejfus toutes les autres Sciences, à caufe qu’il n’y a aucune 
Science qui fois auffi propre qu’elles- à découvrir la vérité; leur 
ufage Ü* leur nécejjité en Méchanique £3* dans la Pbilofophie 
Naturelle: étude des Mathètnatiques recommandée préférablement 
. 4 ceUe de la Métaphyfique. 395 

' APPENDICE. 

■LettH du Profeffeur SkVSISzks OH à Mr. de 39Î 

Méthode de Mr. </; Moivre pour V extroBion de la racine cu- 
bique ou de telle autre racine d un binôme impofftble , comme 
a— (.y— b; cevec une application de cette méthode àlextraflion 
dune racine quelconque de quelque puijpmce donnée dudit binôme, ■ 

400 
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LIVRE VI. 

Les Problèmes connus fous le nom de Problèmes de Diophante. 

: g;^;g<g £j5SSSS{SaSSSSStSiS£SSS«SSSggSSSi!S:S!S»$SSSiS{ 

* jD» Diophante 0* * yïx ^crifL 

Art. 2 23. I 'A loPHANTE à'Àlexanirie en Egypte eft le premier Al- 
JL/ gdbrifte que nous trouvions parmi les Anciens; ce 
n’eft pas que l’invention de l’Algèbre doive lui être attribuée ; car outre 
que nous appcrcevons quelques traces de cet Art dans des Auteurs d’une 
antiquité plus reculée, Diophante n’en a, en aucun endroit que je fâche, 
enfeigné les principes fondamentaux & les règles : il traite par-tout cec 
Art comme déjà connu, & paroît avoir eu moins deflein de l’enfeigner, 
que de le cultiver & de l’étendre , en appliquant à certains problème! 
numériques indéterminés concernant des nombres quarrés & cubiques, 
des triangles reélangles , &c. dont jufqu’alors les propriétés n’avoient pas 
été confidérées avec autant de foin. Les problèmes de ce célèbre Mathé- 
maticien font curieux & amufans ; cependant en les réfolvant on ren- 
contre fouvent des difficultés_, qu’on ne fauroit guères furmonter fans les 
fecours de l’Algèbre la plus rafinée ; & il eft bien certain à cet égard que 
jamais homme n’a reculé plus loin les limites de l’Analyfc que Diophante 
n’a fait, ni. n’a paru doué d’une fagacité plus merveilleufe pour trouver 
des queflions, ni d’une plus grande fubtilité pour les refoudre; chaque 
problème particulier nous fournit l’exemple d’une nouvelle manière de 
penfer , & par cela même tous enfemble contribuent à augmenter pro- 
digieufement nos connoiflances analytiques : parmi ces problèmes je choi- 
firai ceux qui font les plus propres à donner du goût pour des raifonne- 
mens de ce genre, & àinfpirer à mes Lcéleurs l’envie de profiter du pre- 
mier loifir qu’ils pourront avoir d’étudier l’Ouvrage de Diophante même. 

La méthode de fubftituer dans un problème des lettres à la place des 
quantités données, aulTi-bien que de celles dont on cherche la valeur, 
étoit ignorée , ou du-moins pas en ufage du tems de Diophante. J’en dis 
• autant de la méthode d’introduire plus d’une lettre dans un problème. 
Tome IL * A où 
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où il eftqueflion de repréfenter plufieurs quantitdi inconnue*: & (pour 
dire le vrai) l’exceflive liberté que le* Analyftes modernes ont prife à 
cet égard , fait paroitre la méthode de Diophante de beaucoup la plu* 
élégante des deux; quoiqu’on ne puHTe guéresnier qu’elle ne produire 
quelque confuHon dans la plupart des cas, où la même lettre dans un 
feul & même problème doit fignifîer deux ou trois chofes différentes; 
ce qui arrive affez fréquemment à Diophante. Pour moi , j’ai deffein de 
tenir ( toutes les fois que la chofe me fera poflible) un jufle milieu en- 
tre ces deux extrémités , & de tâcher d’accommoder ces problèmes au 
goût moderne, fans leur faire perdre pour cela quelqu’une des beautés 
del’analyfe de Diophante. Après tout, fi l’on demeure d’accord que 
ces problèmes n’ont rien fouffert en paffant par mes mains, il f auroit 
de l’injufiice à me blâmer de les avoir inférés ici , après tant d’autres qui 
ont fait la même chofe dans leurs Traités d’Algébre. 

11 n’y a rien de démonllrativement prouvé rélativement an fiécle dans • 
lequel Diophante a vécu: voici ce que Bachet de Méziriac,lc meilleur & 
le plus habile de fes Commentateurs, a recueilli fur cet article. 

Le fameux Géomètre jdpolloniut vivoit du tenu de Ptolémée Euergite 
Roi d'Egypte , & par conféquent plus de deux fiécles avant le commen- 
cement de notre Ere. Hypficlès , qu'on fuppofe Auteur des deux Livre* 

( 14 & ) annexés aux Elémens à'Euclide , dit dans une Préface qui 

Ife trouve à la tête de ces deux Livres, avoir vu deux copies d’un Traité 
d’JpolIpnius concernant les corps réguliers , dont le premier étoit fort 
imparfait, mais dont le dernier venoit d'JpoUoniut lui-mème: ce qui . 
donne lieu de juger eps’ Hypficlès ne doit pas avoir vécu longtenu après 
Apollonius. Diophante fdsm fon Traité des Nombres Polygones , cite 
ficlèSy & par conféquent doit. avoir vécu quelque tenu après lui. D’un 
autre côté , la favante Hypatia , qui étoit fille de Théon le Mathémati- 
cien, & qui vivoit du tems d'/hcadius & d'HonoriuSy c’eft-à-dire, en- 
viron quatre cens ans après la naiffance de J. C. compofa un Commen- 
taire fur Dicpèantr; d’oùilparoît fuivre, qu’elle doit avoir vécu affez 
longtems après lui , puifque ce n’elt guêtres la coutume de commenter 
des produéüons modernes. Tout ce qu'on peut raifonnablement infé- 
rer de ce qui vient d’être dit , efi que Diophante fieuriffoit environ dans 
le troifiéme fiécle. 

Ses Livres d’Aritlimétique , dont les Problèmes fuivans ont été tirés , 
étoient au nombre de treize, dont il ne nous refie plus que les fixpremier.s. 
La meilleure édition que Je connoiffe des Ouvrages de D/opèunrr,efi cel- 
le qui a été publiée à Paris par Bachet l’an 1621 : ce Commentateur a 

fùrc-v 
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flirement entendu Diopbatae mieux qu’aucun de ceux qui l’ont précédé; 
outre cela il a , dans un nombre infini d’endroits , rétabli & éclairci le 
texte, qui avoit été miférablement défiguré par l’ignorance ou par la né- 
gligence des Copiftes. U y a encore une autre édition du Diophante de 
Bachtt, publiée l’an idyo, avec des obfervations de Fermât fur un petit 
nombre de quellioBS. 

L E M M I. , 

ai4. Si les trois côtés iun triangle reütmgle augmentent eu diminuent en 
mime raif(m,en aura un autre triangle - reHangle femblable au premier. 

_ Cette alTcrtion paroitta évidente, fi l’on fe rappelle que deux trian* 
gies font femblables , quand chaque côté de l’un a la même raifon à fon 
côté correfpondant dans l’autre; d’où il fuit que le triangle formé de la 
manière décrite d-defliis fera reflangle, puilque tous les triangles fem- 
blables font équiangles. Mais fans entrer dans ce détail , qui appartient 
à la Géométrie, je démontrerai ma propofition de la manière fuivante. 

Soient a, b & r les trois côtés d’un triangle reflangle, favoir a & b 
les côtés qui forment l’angle droit , & c fhypothénufe ; cela étant 

-f b‘ =c*. Suppofons préfentement que les trois côtés a,b &c foicnt 
augmentés ou diminués en raifon de d à e, de-lbrte qu’on ait ces trois 

proportions dke comme a à ÎJ ; dke comme b à ^ ; enfin, dàr com- 
me r à] : ceci pofé, je dis que les nombres ^ , il & £1 feront les trois 

côtés d’un triangle - reélangle : car le quané de ^ eft , & le quarré de 

, & la fomœe de ces deux quarrés eft '*‘ . f*~^**£* — îl£l , a 
# • d^ d^ 

• caufe que donc les nombres S^—r repréfenteront les 

d d 

deux côtés d’un triangle-reftangle dont l’hypothénufe ell y - C.^F.D, 
COROLLÀIRE. 

Donc un triangk-reHangle étant donné, on peut former un autre triangle 
qui lui fera femblable, iÿ qui aura pour, bypotbénufe un nombre quelconque -don- 
né. Par exemple, Que a,b & c repréfentent les côtés d’un triante- rec- 
tangle, donné dont l’hypothénule foit c,& qu’on veuille former un au- 
tre triangle femblable au premier, & qui ait pour hypothénufe f: il fon- 
dra dire, Cfimme c bypotbénufe du triangle donné, efi à î bypotbénufe du 
triangle ^'il s'agit de cenjlruire, ait\fi a, un des c^is du premier triangle, 

A» à 
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à Ç cSté corref pondant du fécond triangle ; Êÿ pareillement , comme c à 
ainfi h Foutre côté du premier triangle, à H , p autre côté du fécond irian- 
gle: Ainü le* trois côtés du dernier triangle feront &/, on 

T’ c- . 

Proble-mei. 

! 

Qui ejl le huitième du fécond Livre de F Arithmétique de Diophante. 

*25. On demande de partager un twmln-e quatre' dormi en deux portier tel- 
kr que chacune d'elles foit un nombre quarri. 

N. B. Par le mot de nombres Diophante n'entend que des nombres 
rationels, entiers ou fraélions, par oppolition aux racines fourdes & à 
, d’autres nombres pareils incommenfurables à l’unité ^ & appelles com- 
munément irrationels. 

Solution. 

Que le nombre quarré , qu’il faut partager, foit 100: poifque les 
deux parties de ce nombre doivent aufli être des quarrés,que l’un d’eux 
foit XX, & l’autre par conféquent 100 — xx. Or comme le problème 
ne fuppofe aucun rapport déterminé entre les côtés de ces deux quarrés, 
ilnouseft permis de feindre entre eux tel rapport qu’il nous plaira*, pour- 
vu qu’il nous foumifle une équation qui nous aide à trouver le côté du 
premier quarré. Suppofons donc que le côté du fécond quarré foît 
2x — 10 (fuppofition dont la raifon fera expliquée dans. la fuite;) cela 

étant, le quarré de 2x— 10 doit être égal au fécond quarré, c'eft-à-dire " 

iioo— xx; mais le quarré de 2 x— lo eft 4xx — 4ox-f- 100; donc * 
4XX— 4ox-f-.ioo = ioo— xx;pour réfoudre cette équation effacez 100 
dans le* deux membres, & vous trouverez x, la racine du premier quar- 
ré, = 8; d’où il fuit, que le nombre 2X— to, ou le côté du fécond 
quarré, fera 6; donc 8 & 6 font les côtés des deux quarrés cherchés, 
& les quarrés eux-mêmes feront 64 & 36., qui font enfemble 100, 
conjme l’exigeoit le problème, 

^ * 

EcLAIKCISSp^MENS. 

I*. Si l’on demande pourquoi *x— 10 font mis ig pour le côté du fé- 
cond quarré, plutôt que y ou quelque autre quantité inconnue; nous 
répondrons que le problème ne fournit qu’une feule équation, favoir 
-fy‘ = ioo; & par conféquent qu’ü eft împellible de déterminer x 

cil 
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ou y fans feindre quelque autre équation qui exprime un rapport, com- 
me en faifant y = 2* — lo , &c. 

• a*. Si l’on demande pourquoi le côté du fécond quarré a été fuppofé 
égal à 2x — 10 plutôt qu’à 2 ï — ii, à 21—9, ou à quelque autre nom. 
bre ; la réponfe eib, à caufe que 10 eft le côté ou la racine de 100 , quar- 
ré primitif qu’il étoit queilion de partager en deux autres quarrés; par 
ce moyen nous avons dans les deux membres de l’équation le nombre 
de 100, lequel étant retranché de part & d’autre laifle une équation Am- 
ple , où le nombre * fera toujours rationel: au-lieu que fi nous avions 
alTocié à ax quelque autre nombre , l’équation auroit été du fécond de- 
gré , & la grandeur n’auroit pu être rationelle que par hazard. Par exem- 
pie, fl l’on avoit fait de ax— ii le côté du fécond quarré, l’équatioQ 
auroit été 4x X — 44X -h 1 2 1 = loo — X X. 

3*, Si l’on demande pourquoi le côté du fécond quarré a été fuppofé 
égal à 2x— 10 plutôt qu’à 10— 2x; je réponds , que les deux fuppofi- 
tions auroient également donné ce que nous cherchons : car le quané 
de 10— 2x efl le même que celui de 2x— 10, & ainfi l’équation auroit 
été la même dans les deux cas. Il faut confidérer néanmoins que fi le 
nombre 2x — 10 eft affirmatif, celui de 10— 2x fera négatif, & récipro- 
quement: mais ceci ne fauroit caufer aucun embarras, rien n’étant plus 
facile que de changer le côté 10 -2X (-s'il avoit été trouvé négatif) 
pour le côté affirmatif, qui , multiplié par lui - même, auroit donné pré- 
cifémeqt le même quarré. 

4». Si l’on demanée pourquoi nous avons pris 2x — 10; plutôt. que 
2X— f 10; je réponds, que cette dernière fuppofition auroit pu fervirj 
mais alors l’équation auroit été 4xx-f4ox-+ 100=100 — xx ; auquel 
cas X (côté du premier quarré) fe feroit trouvé égal à - 8, & 2x-+io 
(côté du fécond quarré) é^l à — 6 } mais on peut aifément changer ces 
côtés négatifs pour les côtés affirmatifs -h g & -(- 6 , comme nous l’avons 
obfervé ci-delTus. Il paroît cependant par ce qui a été dit, que la fub- 
llitution de 2'x — 10 étoit plus élégante. 

5“. Si l’on demande pourquoi nous avons fait de 2x— lo le côté du 
fécond quarré plutôt que de x-io,de 3x^10, de 4X- io,de5x-io, 
Êff. la réponfe eft, que fi nous avions pris x— 10 ponren faire le cô- 
té du fécond quarré, l’équation auroit été xi — 2oxH- 100=100— xx 
auquel cas x , côtédu premier quarré , fe feroit trouvé égal à 10, &x— 10) 
ouïe côté du*fecond quarré, ^gal à rien: fi le côté du fécond quarré 
avoit été fait égal à 3X — 10, l’équation nous auroit donné -les mêmes 
quarrés que d-devant, mais dans un ordre contraire, c’eft-àdire x ao- 

A 3 roic 
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roit été égal i 6 , & 3X—10 égal à 8 : G l'on avoit fait ufagede 4X-~to 
ou de 5x— 10 pour déGgner le côté du fécond quarré, ces fuppofitiont 
auroient été moins Gmples, & nous aurions eu pour quanés des fnu»- 
dons, qui auroient pourtant fatisfait aux condidons du problème, & 
qui font inévitables dans quelques-uns des problèmes de Diophante. 

Pour former une régie générale au moyen de laquelle on puiGe ré* 
foudre toutes les queGions de ce genre, /oit aa /e quarré à partager ; 
puis prenant à diferédon deux nombres , r le plus grand & r le plus 
petit, foit XX le côté d’un des quanés cherchés, &rx—a le côté 
de l’autre ; cela étant le premier quané x*x* , & le fécond r* x’ — 
aarx-h a*=a’-*-x*x* : cette dernière équation étant réfolue, donnera 

donc rx~a, côté d’un des quarrés cherchési fera 

— — — ‘~*** ; & X X , côté de l’autre quarré , fera ~? 1 L : par con- 

féquent. Si l’on prend à diferétion deux nombres inégaux, dont le plut grand 
Joit nommé r (ÿ le plus petit s , les côtés des deux quarrés cherchés feront 

^ raifon pourquoi r& x doivent être inégaux eft, 

paroe que fi cela n’étoit pas, le côté feroit égal à rien, & fe* 

roit négatif, fi r ne défignoit.pas le plus grand des deux nombres r&x. 

Ce problème eG Tufceptible d’une infinité de folutionsfuivantlcsdifië- 
rentes valeurs afiignées aux nombres r&x. 

Exekfle I. 

Soit r=î & x= I ; cela étant nous aurons JL & JflL 

Or le quarré de eG & le quarré de -^ell & 
la fomme de ces deux quarrés eG ^^‘ouaa, comme l’exigeoit le problème. 

S c H O L I E. 

Puisque *** & font les côtés de deux quarrés qui ajoûtés 

enfemble font a’, il s’enfuit, que li & ■ Y'r ^ font les deux 

’ ’ r*— l-j* r*H-i* 

côtés d’un triangle- reftangle, l’hypothénufe de ce triangle fera a, & 
par ce moyen nous aurons un triangle -reélangle dont les ‘trois côtés fe- 
ront exprimés en nombres rationels. Que ces trois côtés fixient préfente- 
ment augmentés ou dimin ués en raifon de a à r* -f x* , c’cG-à-dire, que 

tous 
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tous les côtés foient multipliés par r’ -f r’ & divifés par a , & les quo- 
tient refpeûifs feront r* — r*, arr & mais fuivant le lemme 

précédent , ces trois nombres reprëfcnteront aufli les trois côtés d’un au- 
tre triangle - reftangle dont l’hypothénufe eft r‘ -+ r* : nous retombons 
ainfi dans la même méthode pour former un triangle - reftangle de deux 
nombres quelconques donnés, telle que noüs l’avons prefcrite dans 
l’Art. 12, auquel nous renvoyons: la règle eft telle: A'^ant pris deux nom- 
bres inégaux quelconques r 0* s, dont r ejl le pks grand, faites r*— s* = d, 
ars = e , 6? r* — f- s‘ = f: cela étant , d , e £5* f feront les trois eûtes cT un trian- 
gle -TeStangle formé des nombres T iÿ s, £3* dont rhypothénufe ejl f. Suivant 
cette manière de défigner les grandeurs, les côtés des deux quarrés qui 

réfolvoient le problème précédent , favoir, - ■ *** & feront 

r* *Ti* * ' T * 



préfentement > ce qui nous fournit pour la folution du pro- 



blème précédent une autre règle, que voici. 

Faites d,e £3* f trois côtés d’un triangle -reSangle dont rhypothénufe ejl 
f,£3* par le corollaire de F Art. 224., trouvez un autre triangle femblable à ce- 
lui-ci, dont rhypothénufe fait 2; cela étant les deux côtés de ce dernier trian- 
gle feront les cotés de deux quarrés- qui fatisferont à la condition du problème. 



à caufê que ces deux côtés fè trouveront être 



— 

f f' 



comme ci-delTus. 



PXOBLEME 2. 



Qui ejl le dixiéme du fécond Livre de Diophante. 

226. On demande de partager un nombre compofé de deux nombres quarrés 
en deux autres nombres quarrés. 

N. B. Ce problème eft d’un grand ufage dans Diophante , puisqu’il fert 
de bafe à la folution de divers autres problèmes; ainfi j’efp&e qu’on ne 
trouvera pas mauvais que j’y infifte un peu. J’en donnerai ici une folu • 
don générale , pour que les raifons des fuppolitions & des limitations du pro- 
blème foient plus aifées à appercevoir , ou à expliquer , fi on ne les apper- 
çoit pas. 



Que a* -+ A* Ibit le nombre à divifer: ce nombre, comme on voit, 
eft compofé de deux nombres quarrés, favoir, a* le plus grand, & i* 
le plus petit. On demande de partager ce nombre en deux autres nom- 
bres quarrés. Pour cet effet prenez deux nombres inégaux & con- 
nus, rie plus grand & x le plus petit, avec ces deux précautions, 

favoir. 
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favoir, que la raifon de r à x ne foit pas la même que celle Ae a ih, ni 
la même non plus que celle de a -ni ka — b. Ces précautions étant 
obfervées , faites de rs~a le côté d’un des quarrés cherchés, & de sx-~b 
le côté de l’autre; cela étant le premier quarré fera r* x* — 

& le dernier x*x* — aixx— l-i’, & la fomme de ces deux quarrés eft 
x’x*— |-x*x* — 2arx — 2ixx-f a*-f l-i* par la fuppofition: en 

réfolvant cette équation vous aurez x= donc rx—a, côté 

du premier quarré , fera — -j -, De ces deux 

nombres r & x formez (par F Art. 12.) un trianglc-refl angle dont les cô- 
tés & l’hypothénufe foientd, x &/ refpeflivement, en faifantr» — x» =^, 

zrszze, & r» -i-x* =/; cela étant (ou le côté du pre- 
mier quarré) fera f‘^~+ — . De plus , puisque x = nous aurons 

XX — 6 , côté du fécond quarré , égal à , ou, ce qui revient 



au même, égal à 



ae — hJ 



r*-f J* 

De cette manière nous avons les côtés de 



deux quarrés tels que le problème les demande, favoir, «» — 

& ce théorème eft fondé fur ce qu’on a fait de rx - a & de xx_i, les 
côtés des deux quarrés cherchés. 

Suppofons qu’au -lieu de prendre xx— i on eût pris xx-|-i pour en 
faire le côté du fécond quarré, qu’en feroit-il rcfulté? Il eft bien clair 
que toute la différence' dans la conclufion confiftera uniquement en ceci , 
que les termes du théorème précédent où A fe trou voit mêlé , doivent pré- 
fentement avoir d’autres fignes , ce qui donnera un théorème calculé pour 
cette dernière fuppofition: mais le premier tljéoréme portoit , que 
étoient les côtés de deux qu’arrés propres à réfoudre 



sd^ke ^ ae — 



f 



le problème ; donc Je théorème fera que ^ feront les 

côtés de deux autres quarrés qui réfoudront également le problème: ainfi 
nous voyons que le problème eft fufceptible de deux folutions fans chan- 
ger le triangle d, X &/. Mais il faut obferver ici, que ft le côté d« quelque 
quarré fe trouve négatif, il faut le rendre affirmatif par les raifons indi- 
quées dans le problème précédent. 

Si les côtés des quarrés qu’on cherche font défignés par rx— f-a&par 
j;x_f A,ils fe trouveront précifément les mêmes que dans le premier cas, 

pourvu qu’on ait foin que les côtés négatifs, foient rendus affirmatifs dans 

les 
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lei deux cas. Si r*-+ a & e.xprimoient les deux côtés cherchés, 
ces côtés fe trouveroient les mêmes que dans le fécond cas ; dç-forte que 
quoiqu’il y ait quatre cas, il n’y a cependant que deux théorèmes, qui 
donnent deux différentes folutions du problème: l’un & l’autre de ces 
théorèmes font compris dans la règle fuivante. 

Soient h les côtés des quarrés primitifs dont la/omme forme le nombre 
qu'il s’agit de divifer; 6? de deux nombres quelconques inégaux, dont le plut 
grand n’eft pas au plus petit , comme le plus grand des côtés a 6? b f/i au plus 
petit, ni comme lafomme de ces côtés ejl à leur différence, foit conjlnit 
un triangle-reàangle , ayant pour côtés fcf pour bypotbénufe les nombres d, e 
fÿ f refpeSivement : multipliez enfuite les côtés t par i côté d'un des 
quarrés primitif s mettez à part les deux produits ad fÿ ae; puis multipliez 

les mêmes côtés d e par h côté de F autre quarré primitif, (ÿ placez les pro- 

duits b d fÿ b e après les deux autres; de -forte que les produits avec le dénomi- 
. nateur commun f au -deffous d'eux , foient cela étant je 

dis ,que de ces quatre f radions la fomme des extrêmes iÿ la différence des deux 
termes moyens feront les côtés des deux quarrés qui réfoudront le problème: je 
dis de plus , que la différence des extrêmes & la fomme des deux termes moyens 
feront les côtés de deux autres quarrés, qui réfoudront également le problème, 

N. B. Les côtés du triangle peuvent reprendre dans l’ordre qu’on veut 

favoir, d&e ou bien e & d dans la première multiplication , pourt-uque 
dans-la fécondé multiplication ils foient pris dans le même ordre: il n’im- 
porte guéres non plus par lequel des deux multiplicateurs a ou b l’on 
commence l’opération : les côtés des quarrés cherchés fe trouveront les 
mêmes dans tous ces cas , mais dans un ordre différent. 

Exemple. 

nombre 13 eft compofé de deux nombres quarrés, favoir 4 & 9, 
que j’appelle quarrés primitifs , dont les côtés font 2 & 3 : on demande 
de partager ce nombre en deux autres nombres quarrés. Premièrement 
donc je prends deux nombres , tels que 2 & i , qui ne font pas l’un i l’au- 
tre comme 3 à 2 , ni comme j à i ; & de ces nombres 2 & i , je forme 
un triangle -rcèlangle, dont les côtés feront par conféquent (Voyez le 
Scholie de l’Art. 225) 3, 4 &s; multipliez après cela les côtés de ce 
triangle, favoir 3 & 4» par 2, côté d’un des quarrés primitifs, & les 
produits feront 6 & 8 ; multipliez encore les mêmes côtés par 3 , côté 
de l’autre quarré primitif, & les produits feront 9 & 12; ces produits 
é^t placés après les deux premiers, avec le dénominateur commun 5 

Tome IL B au- 
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au-deflbus d’eux, vous aurez quatre fraftions, ravoir,|- , -L, î. ^ 

— ; la fomme des extrêmes en eft , «Sc la différence des termes mo- 

yens-L ;donc -y & -j quarrés qui réfoudront 

le problème, comme on peut s’en affurerpar le calcul; car le quarré Je 

— eft — & le quarré de 4* eft , & leur fomme eft iîi, ou jt. 

3^ 25 5 *5 25 ' *5 

Outre cela , la différence des fraûions extrêmes eft & la fomme des 
fraftions moyennes eft ; par conféquent .y & font les côtés de 



deux autres quarrés , qui réfoudront pareillement le problème ; car le 
quarré de — eft — , & le quarré de eft , & leur fomme eft — 

s *5 ^ 5 25 aj 

OU 1 3 : nous avons donc ici deux folutions fournies par un leul & même 
triangle, ayant pour côtés 3 , 4 & 5 ; & tout autre triangle qui ne fera 
point fcmblable à celui-ci ,& qu'on conftruirade la façon prefcriteci-def- 
fus, fournira deux autres folutions du même problème, & aind à l’inSni. 

Si le nombre à divifer eft compofé de deux quarrés égaux , les deux fo- 
lutions que le triangle - rcêlangle fourniroit , fe réuniront en une feule. 
Comme par exemple, le nombre 2 eft compofé de deux quaités égaux, 
favoir j i & i , dont les côtés font i & i : fi l’on demande de partager 
ce nombre x en deux autres quarrés, il faudra, après avoir obfcrv'é les 
précautions indiquées ci-deffus, prendre les deux nombres 2 & i, & 
en former le triangle- reêlangle dont les côtés feront 3,4,5, comme ci- 
deffus ; puis multiplier les côtés 3 & 4 , prçmiéremeni par i , & enfui- 
te encore une fois par i (ces deux multiplicateurs étant les côtés égaux 
des quarrés primitifs) ce qui donnera pour produits , avec le dénomina- 
teur commun 5 au deffous d’eux, 1 A , dont la fomme eft Z. . 

5 5 5 5 S * 



& la différence des termes moyens i ; donc y & j réfoudront le pro- 



blème, le quarré de I étant ^ , &le quarré de -, -I-,dontlafom- 
me eft 0 “ 2: d’un autre côté, fi l’on prend la différence des ex- 



uêraes, & la fomme des termes moyens, les côtés feront 1 & Z ^ Jej 

mêmes qu auparavant, mais dans un ordre contraire. 

Voici la raifon des conditions que nous avons dit devoir être obfer- 
vées dans la conftruftion du triangle , au moyen duquel le problème doit 

être 
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êcre réfolu : 11 les deux nombres qui forment le triangle font l’un i l’au- 
tre comme les côtés des quarrés primitifs , ou comme la fomme & la 
différence de ces côtés, le triangle nous donnera quatre, quarrés comme 
auparavant; mais alors deux de ces quarrés feront précifémtnt les mê- 
mes que les quarrés primitifs , dont la fomme devoit être diviféc. Par 
exemple, comme le nombre de 13 efl compofé des quarrés 4 & 9, dont 
les côtés font 2 & 3, on propofe de partager ce nombre en deux autres 
quarrés. Pour cet effet prenons deux nombres qui foient l’un à l’autre 
comme 2 à 3 , côtés des quarrés primitifs; ou plutôt , prenons les nom- 
bres 2 & 3 mêmes , & par leur moyen formons un triangle-reébangle, 
& les côtés du triangle feront 5, 12 & 13; multipliez les côtés 5 & 12 
par les côtés 2 & 3 , & les quatre produits avec le dénominateur comi- 

mun 1 3 , feront — , — & , dont la fomme des extrêmes ell 

^ & la différence des termes moyens — ; & ces côtés 

réfoudront le problème, comme on peut le voir aifément: d'un autre 

côté la différence des extrêmes ell — ou 2, & la fomme des termes 

13 

moyens ^ ou 3 ; & le problème fe trofivera réfolu par les côtés 2 & 3 ; 

mais ces côtés font ceux des quarrés primitifs. 

Pour donner de ceci une d^onflration générale, foient a &' 6 les 
côtés des deux quarrés primitifs, favoir, a le plus grand & i le plus 
petit ; foient de plus r & r les deux nombres à l’aide desquels le trian- 
gle-re£tangle doit être formé : & premièrement , que r ait à r la même 
raifon que celle de a à fc: l’analogie changée en équation donnera 
''bf=as-, multipliez les deux membres de cette équation par 2r,& vous 
aurez 2èrr=2arr; ajoûtez de part & d’autres arr—ass, & il viendra 
gfr—ass-+2brs=arr-^ass, c’efl-à-dire, fuivant la manière de dé- 
fignçr les grandeurs du problème dont nous avons fait ufage ci deffus, 
tâ-Ybe—af; divifez toute l’équation par/, & vous aurez , 

c’eft-i-dire, un des côtés cherchés, =a, le côté d’un des quarrés pri- 
mitifs; ainC l’autre côté cherché doit être i, côté de l’autre quarré pri- 
mitif : fans quoi la fomme des quarrés de ces deux côtés ne corapoferoic 
pas le nombre à divifer. 

De plus,foit r à r comme a-+ è efl à a—b\ donc ar — br=as-+bt, 
& par tranfpofition,ar=ar-f èr— héf ;une fécondé tranfpofition don- 
nera ar — as=br~+bsi multipliez les deux membres par r -+ r , & vous 
aurezar*— ar* =ir*-h 2èrr-fèr*; tranfpofcz zbrs , & vous aurez 

B 2 ‘ ar* 
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jr*. — flj’ — £j« = ir* - 4 - A;* , c’eft-à-dîre , fuivant notre premiëre fa- 
jon de marquer les grandeurs en queftion, ad—be=bfi divifez cette 

équation par/, & le quotient qui eft un des côtés cherchés, 

fera = A , côté d’un des quarrés primitifs. 

S c H O L I E. 

Le bat de ce fécond problème étoit de divifer un nombre quelconque 
tel que compofé de deujf nombres quarrés, en deux autres nom- 

bres quarrés. Que le côté A, & par conféquent un des quarrés primitifs 
A*, foit égal à rien; cela étant le problème fera changé en celui-ci: 
Divifer un nombre quarri donné comme a* en deux autres quarrés , qui cft le 
premier problème ; donc le premier problème n’eft qu’un cas particulier 
du fécond, favoir, quand A dans le fécond problème e(l égal à zéro; 
donc fi en défignant les côtés cherchés dans le fécond problème^ A eft 
fuppofé égal à rien , c’efl-à-dire , fi l’on eflface tous les termes où A fait 
l’office de multiplicateur, le refie exprimera les côtés cherchés dans le 

premier problème ; mais défignent les deux côtés 

cherchés dans le fécond problème ; par conféquent y- exprimeront 

les deux côtés cherchés dans le premier problème; & c’eft ainfi que vous 
les trouverez exprimés, fi vous jettez les yeux fur la fq|ution de ce pro- 
blème. L’autre folution , où les deux côtés étoient f -- 7 ~ — & 

/ / » 

auroient pareillement donné les mêmes exprefiions. 

Problème 3. 

2Î7. Trouver quatre triangks-reSlangks , qui /oient exprimés en nombres 
entiers , iÿ qui ayent tous la même hypotbénuje. 

Ce problème n’efi pas dans Diophante, qui le fuppofe en quelque for- 
te dans la vingt & deuxième queftion du troifiéme Livre de fés Ques- 
tions Arithmétiques. 

N. B. En réfolvant ce problème nous défignerons tous les triangles- 
reôangles par leurs trois côtés, & nommerons toujours l’hypothénufe 
la dernière. Ainfi a,b,c dénotent un triangle- reâangle, dont les deux 
côtés font a & A, & l’hypoténufe c. 

Solvtion. 

1*. Formez deux triangles-reèlangles qui ne foient pas femblabfes, 

par 
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par exemple ce feront-Ià les triangles primitifs, dont 

il faudra dériver les quatre triangles cherchés. 

a*. Multipliez a, i,c, les trois côtés du premier triangle primitif, 
par /, l’hypothénufe de l’autre, & les produits a/, bf, cf formeront 
un autre triangle-reflangle dont l’hypothénufe fera cf, par l’Art. 224; 
& ce fera là un des quatre triangles cherchés. 

3*. Multipliez d,e,f, les trois côtés du fécond triangle primitif, parc, 
Fhypothénufe du premier, & les produits cd,fe,f/ formeront un autre 
triangle-refbngle dont fhypothénufe fera cf. Si qui nous fournira le 
fécond triangle des quatre que nous cherchons. 

4*. Multipliez d & e, les côtés du fécond triangle primitif, fuccefli- 
vement par a & b côtés du premier triangle, & les produits avec le dé- 
nominateur commun /, au-delTous d’eux, étant difpofés comme dans la 

régie générale du fécond problème, feront -y» ^jlafom- 
me des extrêmes eft ^^** ,&la différence des termes moyens — 
ou ; donc fuivant la régie indiquée cî-deflus , le quarré de 

& le quarré de doivent égaler enfemble a’ -Vh' ou c’ ; parcon* 

féquent '*!^'^ — & — repréfentent les deux côtés d’un triangle-rec- 
tangle dont fhypothénufe elle; donc, par l’Art. 224, ad—\-be «St 
at—bd feront les côtés d’un triangle-reûangle dont fhypothénufe eflc/; 
donc ad^ be, ae — bd,& cf défigneront le troifiéme triangle cherché. 

5*. La différence des fraftions extrêmes «le farticle précédent eft 
ou & la fomme des fraftions moyennes eft ; 

donc on peut dém ontre r précifément de-même que dans fanicle cité, 
que ad^Vt, at-\-bd, & c/forment le quatrième triangle cherché. 

Ainfi des deux triangles primitifs nous en avons dérivé quatre antres, 
tous exprimés en nombres entiers, & toué ayant la même hypothénufe, 
favoir. 



I. 


«/• */. f/' 




2. 


cd, ce, cf. 




3 - 


ad-+be, ae — bd,cf. 




4 - 


ad—be, ae~+ bd, cf. 


• 




B 3 


Ex* 
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Exemple. ^ 

Soient les triangles primitifs 3,4,5, formés au moyen des nombres 
2&i,&5,i2,i3, formés à l’aide des nombres 3 & 2. Si nous mul- 
tiplions ici 3 , 4 & J, les trois côtés d’un des trianglos primitifs, par 13 
hypothénufe de l’autre triangle, nous aurons 39,52 ,65 pour le premier 
des quatre triangles: de-plus, fi nous multiplions 5, 12 & 13 les trois 
côtés de l’autre triangle primitif , par 5 hypothénufe du premier , nous 
aurons 25,60,65 pour le fécond triangle cherché: multiplions, préfen- 
tement 5 & 12, côtés du fécond triangle primitif, par 3 & 4, côtés 
du premier , fucceflivcment , & les produits feront 15 , 36 , 2 o , 48 , dont 
la fomme des extrêmes efl: 63 , & la différence des termes moyens 16 -, 
donc 16, 63, 65 formeront le troifiéme triangle; enfin, la différence 
des extrêmes eft 33 , & la fomme des termes moyens 56 ; donc 33, 56, 65 
feront les côtés de notre quatrième triangle: fi bien que des deux triau- 
èles-reélangles primitifs nous avons dérivé quatre autres triangles expri- 
més en nombres entiers, & ayant la même hypothénule, favoir. 



I- 39. 


52. 


65. 


2- 25. 


60, 


65- 


3- 


16, 


63. 


Ô5- 


4- 


33. 


5<3, 


65* 



n a été exigé dans la conflxuélion des deux triangles primitifs , qu’ils 
ne fuffent pas femblables; parce que s’ils -étoient tels le premier & le 
fécond des triangles cherchés deviendroient un feul & même triangle, 
& qu’un des deux derniers fe trouveroit égal à zéro. Pour démontrer 
ceci, fuppofons le triangle fl , i , c femblable au triangle d,e,/, & que 
a & d, b &e, c &/foient des côtés cbrrefpondans ; cela étant, par 
l’Art. 224, fl aura la même raifon à rf, que b i e, & que c à/; donc 
nous aurons cd=af-, de plus, b fera à e commet à /; donc ce=bf-, 
par conféquent cdyce,cf, côtés du fécond triangle cherché, feront les 
mêmes que af , bf, cf, côtés du premier : ajoûtons à cela , que les deux 
triangles primitifs a, b, c & d, e, f, na fauroient être femblables fans 
que fl foit à d, comme b ie, ce qui donne ae=bd, & ae—bd=o: 
mais fls-ideft un des côtés du troifiéme triangle; donc en ce cas le 
troifiéme triangle devient une quantité évanefcente, & nous n’aurons 
que deux triangles- reélangles- ayant la même hypothénufe, favoir la 
premier & le dernier. 



Leii- 
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228. En tm trianik naangk fi U double produit Jet ckès ejl ajoûté 
au marré de l hypothénufe, ou eftfmfirah de ce quarré, la fomme U le res- 
te feront Tun (ÿ 1 autre des. nombres quarrés. 

Soient a, i & f les trois côtés d’un triangle-reflanglequelcomiuc, & c 
l’hypothénufe; je dis, que c'-f-tab, & f-jai feront des nombres 
quarrés: car donc c‘-i-2ab=a'~^2ab-^b‘ nombre quar- 

ré, dont le côté ou la racine eO: a b: pareillement c‘~zab=a'-2ab 
~i-b‘, nombre quarré, dont la racine eft a— b. C. Q. F. D. 

. Problème 4. . 

. Qui éjl un cas particulier du vingt deuxième Problème du troifième 
Livre de Diophante. 

229. Trouver un nombre tel , que /oit qu’on rajoute à fon quarré , ou qu’on le 

retranche de fon quarré, la fomme &!e refie foient également des nombres quarrés. 

Première Solution. 

Que le nombre sr ait la propriété qui vient d’ôtre exprimée, c’cft-â- 
dire, que & xx — x foient des quarrés, ce qu’on marque ordi- 

nairement ainfi XX— bx= 0 , & xx— x=Q. Cette elpéce d’égalité ell 
appellée par Diophante égalité doublée, favoir, quand deux différentes 
quantités doivent être l’une & l’autre égalées à des quarrés. Pour réfou- 
dre 1 égalité doublée en queliion , il faut oblerver que les deux quantités 
XX— y X & XX — X font enfemble axxjdonc fi nous pouvons trouver deux 
nombres quarrés qui fallent enfemble 2xx, & que nous puilîions rendre 
xx—x égal au plus petit de ces deux quarrés, l’autre quantité xx-fx 
fera néceflairement égale au plus grand : or le nombre 2 a été divifé 
en deux nombres quarrés dans le fécond problème, & ces quarrés étoienc 

L & f ;parconféquent.^H-.g=2;donc ^-Hl^ = 2xx;par con- 
féquent nous avons deux nombres quarrés, qui tous deux font enfemble 2xx; 
faifons donc de xx— x=-— le plus petit de ces deux quarrés, ou de 

le plus grand, & celle de ces équations qu’on voudra étant 



XX— f-x = 



49 X» 

»s 



réfolue donnera x = .fl . 

*4 . 24 



fatisfera aux conditions 
eft ; & le 

S?6 



du problème, ce que je prouve ainfi: le quarré de -fi 
cûté multipliant tant le numérateur que le dénominateur par 24, 



devient 



600 

576 



or fi l’on ajoûte le côté Jff. à fon quarré Jfîl-, la fom- 
570 s :6 



ms 
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me (aa un nombre quarré dont le côté ell : que C l’on retran- 
57^ <ç 

che le côté de Ton quarré — ^ , il reliera un nombre quarré , fa- 

voir-^ > dont la racine quarrée eft 

A la foluüon déjà donnée de ce problème J’en ajoûterai une autre , 
qui, à caufie de fon élégance, mérite de trouver place ici, d’autant plui 
qu’elle facilitera au Leéteur l’intelligence du problème fuivant. 

Seconde Solution. 

Que a foit le double produit de la bafe multipliée par la perpendicu- 
laire d’un triangle -reftangle quelconque dont l’hypothénufe eft è; alnfi 
b' -i-a & b' —a feront par le dernier Article des nombres quarrés; & 
fi l’on multiplie ces nombres par quelque autre nombre quarré, fuppofons 
XX (dont il ne s’agit pas encore de déterminer la grandeur) les produits 
— hÆt* & b'x'—ax' feront toujours des nombres quarrés, à caufe 
qu’un quarré multipliant un quarré produit un quarré. Si donc il nous 
falloir un nombre tel , qu’étant ajoûté à un nombre quarré , ou fouflrait 
de ce nombre, la fomme & le relie fufient des nombres quarrés, ax* 
feroit un tel nombre , & i’x* feroit le quarré ; & cela quelle que pût 
être la valeur de x; mais il nous faut un nombre tel, que, foit qu’on l’a- 
joûte à fon quarré, ou qu’on l’on retranche, la Ibmme & le refle foient 
des nombres quarrés; ainfi pour fatisfaire aux conditions du problème, 
la valeur de x doit être déterminée de façon, que è'x’puifTe étrelequar-. 
ré de ax‘ ; mais b'x' efl le quarré de ix ; donc ax' doit être égal à Ax: 

fuppofons -le, & nous aurons x = — , & xx=^, & ax' (ou le nombre 
cherché) =~i Si donc le quarré de fhypotbénufe d'un triangle-reHangk quel- 
conque ejl divifé par le double produit des côtés, le quotient fera un nombre tel 
que r exige le problème. Par exemple, 3 , 4 & 5 font les côtés d’un triangle- 
reéiangle; le quarré de l’hypothénufe ell 25, &le double produit de la 

bafe multipliée par la perpendiculaire eft 24; donc -21. eft un nombre 

24 

qui fatisfera aux conditions du problème, comme ci-delTus. 
Problkmk 5. 

jQîu ejl le même que le vingt S* deuxième du troifiéme liwe A Diophante. 

230. Trouver quatre nombres tels", qu'étant ajoutés féparément au quarré de 
leur fomme fÿ retranchés de ce quarré, toutes les fommes , (ÿ tous les reflet 
foient des nombres quarrés. 

SoLu- 
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0 Solution. 

Suivant les direfUons données dans le troifiérae problème (Art. 227.) 
t^lMlez quatre triangles-rcèlangles ayant tous la même hypothcnufe b; 
puis rangeant ces triangles dans un certain ordre , qbe a, b, c , d repré- 
fentenç les doubles produits de leurs bafes multipliées par leurs perpendi- 
culaires; c’eft-à-dire, que a foit le double produit de la bafe & de la per- 
pendiculaire du premier triangle multipliées l’une par l’autre , «Sc ainfi du 
relie; cela étant par l’Art. 228, h’-^+a, b'^h, b‘-^c, fe- 

ront tous des nombres quarrés , & il y a moyen de trouver des nombres 
quarrés du même genre à l’infini, en multipliant ceux-ci par d’autres nom- 
bres quarrés pris à diferétion ; fuppofonS donc x' un nombre quarré dont 
la valeur fera déterminée dans la fuite, & que les nombres quarrés, qui 
viennent d'être indiqués, foient tous multipliés parx‘, & nous aurons 
b'x‘^ax‘, h'x'^bx', b’x‘-^cx‘, & b'X'-^dx', qui feront tous des 
nombres quarrés ; c’ell pourquoi fi nous demandions fimplement quatre 
nombres , lesquels étant ajoûtés féparément à un certain nombre quàrrc, 
ou fouflraits de ce nombre, donnalTent pour toutes les fommes & pour 
tous les relies des nombres quarrés, les nombres ax ' , bx', ex', dx' fe- 
roient tels qu’on les veut, & h’x' feroit le nombre quarré auquèl il fau* 
droit ajofljer ce nombre quarré , & dont il faudrait le foullraire ; ce fe- 
roit-là le cas, quelle que fût la valeur de la quantité indéterminée x: mais 
on demande quajre nombres tels , qu’étant ajoûtés féparément au quarré 
de leur fomme , ou retranchés de ce quarré , toutes les fommes , & tous 
les relies foient des nombres quarrés : ainfi pour faiisfaire à cette condi- 
tion, la grandeur x doit être rellreinte de façon à dtfigner fimplement 
l’égalité de h'x' au quarré de ax'—^bx' -r cx'-i-dx' ; ou bien faifant 
a-\-b-^c-i-d=è, b'x' doit être le quarré d^cx* : mais b'x' ell déjà 
le quarré deix; donc ex’ doit être’ égal à Ax; d’où nous inférons , 

x = j, &x’=^; & queax’, bx', ex'&dx', ou les quatre nom- 
bres cherchés font égaux à rcfpeélivcraent. 

C. Q. F. D. 

Pour démontrer ceci d’une manière fpthétique , je dis , que la fomme 
des quatre nombres cil ‘'A — f-ü =-^; donc le quar- 

ré de leur fomme ell ;ajoûtez à ce nombre quarré le premier nom- 
bre , & la fomme fera - IL -f j; mais ell de 

Tome IL C lui- 
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hii-même un nombre quarré, & i'-+a eft un nombre quarré eni^ta 
de l’Art; 228; par conféquent —xb' -+ a eft un nombre quarré ;c’efl- 

i-dire, le premier des quatre nombres trouvés en dernier lieu étant a*oû- 
té au quarré de leur fomme , formera un nombre quarré ;& l’on prouve- 
ra de-même que fi le premier nombre eft fouftrait 'du quarré de leur 
fomme, le refte fera un nombre quarré. Cette démonftratioif eft pareille- 
ment applicable au refte des nombres ; donc ^l^, ^ &^*font 

des nombres tels que l’exigent les conditions du problème. 

Si quelqu’un vouloir prendrela peine de vérifier cette règle par un exem- 
ple , ü pourroit faire ufage des quatre triangles déjà calculés dans la fo> 
lution du troiûcme problème, dont l’hypochénufc commune eft <55. 

Frobleue(5. 

Qui eJlTonziéme du fécond Livre de Diophante. 

231.’ Trouver deux noinlres quarrés dont la £fférence /oit quelque not» 
bre donné. 

Ce problème peut fe réfoudre de plufieurs manières , mais la folution 
la plus élégante & du plus grand ufage eft celle qui fuit. 

SOLÜTION. 

On demande deux nombres quarrés dont la différence foit d; pqur cet 
effet , il faut trouver d’abord deux nombres inégaux a & b, qui étant 
multipliés l’un par l’autre produifent d,& dont a foit le plus grand, & 
le plus petit b: défignez par x le côté du plus petit quarré cherché, & 
comme la différence dej côtés n’eft pas déterminée dans le problème, 
quoique celle des quarrés le foit, appeliez le côté du plus grand quarré 
cela étant les quanés mêmes feront xx&xx-^-zbx-i-bb, & 
la différence de ces deux quarrés fera 2i6-f6È=J=uJ;maisfi25*-f bb 
=ab, en divifant toute l’équation par b, nous aurons 2*-+ ê=a, & x, 

côté du plus petit quarré, égal à ; ainfi *-l- côté du plus grand 
quané , fera > & pa^-là les côtés des deux quarrés cherchés feront 

inl & -. -*• 2 ; ce qui nous donne la règle fuivante: 

- a * 

Que la différence foit formée par le produit de deux nombres qui fe multi- 
plient fun rautre'y en ce cas ^ la moitié de la différence la moitié de la 

■ • fon~ 
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fmme de ces deux nombres feront les côtés de deux quarrés , dont la différen- 
ce ejl le nombre donné. 

Par exemple , que le nombre de 60 (bit la différence des deux nom- 
bres quarrés qu’on cherche :(î je prends i & 60, & que, fuivant la règle, 
je multiplie l’un de ces nombres par l’autre, j’aurai i x 60 =60; la moi- 
tié de la différence de ces deux nombres cfti^î^ou 5 £-, & la moitié 
• 2 a 

de leur fomme e(l ^^^ou ~ i donc f - & font les côtés de deux 
quarrés dont la différence eft 60: & c’eft ce qui fe trouve vrai auflî- 
car le quarré (Je eft , (St le quarré de ^ ell «Scieur diffé- 

rence eft î^=6o. On pouvoir choifir d’autres nombres , dont le pro- 
diiit eût auffj été 60, tek que 2 ‘«S: —, c’e(l-à-dire, 2 «i 30; 3 «St — , 
c’eft-à-dire 3 «S: 20; 4 & ^ , c’dl-à-dirc4 & 15; 5 <Sc — , c’efl-à di- 

* sC ■ * ^ 

re, 5 < 5 c 12; Ç, c’eft-à-dire, ff «Sc loj 7 « 5 c ,«Stainfi à l’infini:- 

d’où il fuit que des problèmes de ce genre font fufceptibles d’une infini- 
té de folutions. 

Par'exemple encore, que le nombre de 45 foit la différence des deux 
nombres quarrés qu’on cherche: or le nombre de 45 peut être le pro- 
duit d’une infinité de nombres pris deux à deux, & entre autres de i 
& de 45, de 3 «St de 15 , de 5 «Sc de 9 ; les deux premiers, fa voir, i & 
45 donnent 22 «Sc 23 pour les côtés; les deux fuivans,qui font 3 «St 15, 
donnent 6 & 9 pour les côtés; «S: les deux derniers, c’cft-à-dire,5 <&9| 
donnent 2 «Sc 7 pour les côtés de deux quarrés dont la' différence eft 45, 
N. B. Si les deux nombres donc le produit doit être égal à ‘la diffé- 
rence donnée , font des nombres entiers & tous deux pairs ou tous deux 
impairs, les côtés- des deux quarrés cherchés, feront exprimables en 
nombres entiers , <Sc (ans cela point ; comme il paroît par les deux exem- 
ple prccédens. 

CoROtLAIRX. 

H fuit de-là que s'il y a deux quantités indéterminées y, dont la diffé- 
rence X— y foit égale au produit des nombres a ÊJ* b, tels que le quarré de 

*— àx-, en ce cas le quarré de fera égal ày: (ÿfi 

le quarré det:± ejl égal à y, le quarré de fera égal à x-, ainji 

C s dans 
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ions les deux cas x iS J feront des nombres quarris. Nous en donne- 
rons des exemples dans quelques-uns des problèmes fuivans. 

Si les quantités x & y font tellement indéteriftinées , qu’on ne puifle 
pas favoir quelle eft la plus grande j on peut fuppofer la plus gran- 
de celle qu’on veut, & en. retrancher l’autre; mais il faut prendre gar- 
de alors que le quarré de la moitié de la fomme des deux nombres 
dont le produit eft égal à la différence donnée , foit toujours égal à la 
plus grande quantité fuppofée , & le quarré de la moitié de leur diffé- . 
rence égal à la plus petite ; & pour ce qui eft des nombres à multiplier, 
il n’importe guéres quel des deux l’on prenne pour le plus grand; car la 
moitié de leur fomme fera toujours la même, & le quarré de la moitié 
de leur différence fera le même auffi , 'fait que cette différence, foit ex- 
primée affirmativement ou négativemept. 

L £ M M E. 

232. Si a Î5* hfont deux quantités, que aa foit plus grand que b‘, je 
dis , cela étant , que a doit être plus grand que -+ yb, ou plus petit que — v^b. 

Comme fi ô eft 25 & que a’ foit plus grand que 25 , a doit être plus 
grand que H- 5 ou moindre que — 5. 

Car (1 l’on fuppofe a égal à quelque nombre en-de;à de ces limites , 
comme a-^q., aa fera égal à i< 5 , & par conféquent moindre" que 25, 
ce qui eft contre l’hypothéfe ; au-lieu que d’un autre côté , fi l’on fait a 
égal à quelque nombre au-delà de ces limites —H 5 & —5, comme par • 
exemple a -^6, a a vaudra 36, & par conféquent fera plus grand que 
25 , Â)nformément à la fuppofition. On pourroit prouver de-méme que 
Ji a ejl moindre que b, a doit être quelque nombre entre -b yb êÿ —yb. 

PROBLEME 7. 

Oui efl le douzième du fécond Lime de Diophante, 

233. Trouver un nombre, qui étant féparément ajouté à deux nombres don- 

nés , faffe de f un de F autre des nombres quarrés. 

Solution. 

Que les nmbret donnés foient aa G* bb, dont a a foit le plus grand, 
que leur différence fuit d ; non qu’il y ait quelque néceflité que les deux 
nombres donnés foient des quarrés, cette condition n’étant ni expri- 
mée , ni contenue implicitement dans le problème : cependant on 
peut les reprélentcr fous cette forme, pour éviter les racÿies fourdes, 
comme on le verra aifément dans la fuite de cet article. 

Mettez 
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Mettez X pour le nombre cherché : cela étant , fi nous ajoutons fépa- 
rément x aux deux nombres donnés aa&. bb , le problème exige que x 
-+ aa&-\-bb foient deux nombres quarrés. Nous avons donc ici une au- 
tre égalité doublée différente de celle de l’Art. 2 29, & qu’il faut par con- 
féquent. réfoudre d’une autre manière : pour cet effet je raifonne ainfi. 
Puifque la différence entre x-l-aaH-*H-èèefti/, il s’enfuit que fi par 
l’Art. 231. nous trouvons deux nombres quarrés dont la différence foiti, 
& que nous faffions x— (-aaégal au.plus grand de ces deux quarrés, x-l-èè 
fera néceffairement égal au plus petit ; ou fi * H- W ell fait égal au plus 
petit, x-t-aafera néceffairement égal au plus grand , & nous aurons deux 
nombres quarrés , favoir x — aa & * — b iè. Mais deux nombres quarrés qui 
ayent pour différence d, n’eft pas précifément ce qu’il nous faut j car puif- 
que le plus grand quarré doit être égal à x-faa,&lc pluspetitàxH-èè, 
il s’enfuit que le plus grand quarré doit être plus grand que a* , & que le 
plus petit quarré doit être plus grand que 4* ;mais fi le plus petit quarré 
eft fait plus grand que 4* , l’autre doit néceffairement être plus grand que 
a* , à caufe que la différence des quarrés eff la même que la différence des 
nombres; il faut donc que nous trouvions non feulement deux nombres 
quarrés qui ayent pour différence d, maisauffi qui foient tels, que le plus 
„petit de ces deux quarrés foit plus grand que bb: or il y a moyen de trou- 
ver par l’Art. 23t. deux quarrés dont la différence foit d, c’eft-à-dire, 
en trouvant deux nombres inégaux dont le produit foit égal à </, & enfai- 
fant de la moitié de la différence & de la moitié de la fomme de ces nom- 
bres les côtés des deux quarrés cherchés j & fi deux quarrés quelconques 
’avoient pu réfoudre le problème, deux nombres, dont le produit auroit 
été égal à d pouvoient être pris ; mais comme le plus petit des deux quar- 
rés cherchés doit être plus grand que bb, la quellion fe trouve réduite à 
cboijir les deux nombres , dont le produit doit être égal à la différence d , tels 
que le quarré de la moitié de la différence de^ces nonibres foit plus grand que bhi 

Pour réfoudre cette quellion , foit 2 & ^ les deux nombres cherchés, 
puifque zx^—d; ainfi la différence des deux nombres lcra 2 — — ou 
& la moitié delà différence «St Cell le quarré de la moitié* 



de cette différence, qui doit être plus grand que 44, c’eft-à-dire, 

grand que 44; traitez ces grandeurs comme 

une équation, ceft-à-dire, multipliez-les toutes par 42*; alors 2* — 21/2* 
-H fera plus grand que 44* 2% & 2+- 2^2* - 44* 2‘ H-d‘ doit être plus 
grand que rien; mais d-t-44=Æ74)arlafuppûfition,&2(/H-24' = 2cj',& 



C 3 
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2d-^-4.h'=2a' -t- ai' ÿfubftitaezdonc ao' ai' au lieu de ai -H.è' dan* 
lî quantité z*— aiz' — 4i' z' -+ i' , & vous aurez z+ — aa* z' — ai' z* H- i* 
plus grand que zéro, & z+ — aa'z' — ai'z' plus grand que —ii; mais i 
cra' — i', &i’=a*^ — aa’i'-f i+; donc — i'= — a+— l-aa'i'— i+jfubfti* 
tuez cette dernière quantité à la place de — d‘ dans le calcul précédent , 
& vous aurez z+— aa' z' — ai' z' plus grand que — a+— (- aa' -+ aa' i' — i+; 
agiflez- en préfentement comme s’il falloit rélbudre une équation du fé- 
cond degré; c’eft. à -dire, puifque le fécond terme eft id -aa'z' — ai' 
2' , prenez la moitié du coefficient , c’eft-à- dire — a' — i' , & ajoûtez le 
^uarré de la moitié de ce coefficient aux deux membres de cette efpéce 
d'équation, ce qui vous donnera z+— aa'z’ — ai'z' — f-a'— l- aa'i'— t-i+ 
plus grand que 4a’ i' ; tirez la racine quarrée des deux membres , & vous 
aurez z’ — a' — i' plus grand que —H aai, ou plus petit que— aai , par le lem- 
me précédent; donc z' doit être ou plus grand quea'— 
petit que a' — aai-f i' ; fi z' eft plus grand que a' -1- aai H- i' , il faut 
que z foit plus grand que H- a— f-.i,ou plus petit que — a— i, en vertu 
du même lemme; fi 2' eft plus petit que'a’— aai— l-i', il faitt que z foit 
plus petit que a— i, & plus grand que i — a par le même lemme; donc 
fl l’on fait de z un des deux nombres à multiplier , il faut le prendre au- 
delà des limites— ba-+ i&— a— i, ou entre les limites plus boméesa.-i^ 
& i— a; de-forte que z ne doit pas être quelque nombre entre a—hbSc 
a— i, ni quelque nombre entrei — a& — i— a. Envoici la raifon. Quoi- 
que z ne repréfente qu'un des nombres dont le produit doit être égalât, 
il ne laiffe pas, à proprement parler, de les défigner tous deux, puifque 
l'opération & la conclufion feront les mêmes , pour quel des deux nom- 
bres que z foit mis : cela étant , Si z, un des nombres à multiplier, ejlpris 

au-delàdes limites— — h, Vautre nombre^ tontbera entre les li- 
mites plus bornées a — bfj’b — a;£ÿ réciproquement , fi z ejl pris entre les li- 
mites plus bornées, — tombera au-delà des limites les plus reculées, Ceft ce 
2 ^ 
que je vais prouver par la démonftration fuivante.' 

Cas i. 

Que z foit plus grand que a-+i; donc y fera plus petit que à 

caufe que la première fraftion a le plus grand dénominateur ; mais a— pi 
xa— i = a’ — i’ =d; par conféquent — a— °^ais — a été trouvé 

plus petit que ; donc ~ fera plus petit que a — i ; au refte , il eft bien 

clair 
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clair que - efl plus grand que i-oi? püiTque )a première ces quantités 

eft affirmative & l’autre négative. 

C A s 2. 

Que préfenteraent -2 foit plus petit que— a-i; en ce cas l’autre nom- 
bre à multiplier fera - &puifque-2 eft plus petit que-a-i^-t- 2 
fera plus grand que— f a-t-A| & plus petit que a— b, comme aupa- 
vant , & — -J fera toujours plus petit que a — i ; mais fi y eft plus petit 
quea-i, il s’enfuit que j eft plus grand qued_a;ce qui fait voir^qué 
fi dans quelque cas 2 eft pris au-delà des limites -f a-t-à&— a-i, Tau- 
tre nombre à multiplier, favoir^. tombera entre les limites a-i&J-a.' 

Et ayant ainfi choifi let deux nombres à multiplier tels qu'il les faut , les quarrét 
qu'on cherche feront faciles à déterminer, enfaifant leurs côtés égaux à la moi: 
tié de la différence Êf à la moitié de la femme des nombres qu'on aura cboifis. 

Par exemple, on demande un nombre , lequel étant féparément ajoûté 
à 3 & à 2 les rende tous deux des nombres quarrés* ici a'=3,i’=2 
d=i ,a=V3,b=V2‘, ainfi les limites les plus étendues & les plus refler- 
rées font -l- v'3 H- 1^2 & — v's — v^2 , & les limites intermédiaires font y 3 • 
— 1/2 &»'2 — 1/3: pour choifir maintenant un des deux nombres à multi- 
plier qui (bit au-delà des limites les plus étendues , iKfaut obferver que le 
nombre 2 eft plus grand que 1/3» &àplus forte raifon plus grand que Va 1 
donc le nombre 4 eft plus grand que V2-+y^i faites donc de 4 un des 
nombres à multiplier , & par conféquent que l’autre foit égal à i ; cela étant 

la moitié de la fomme de ces deux nombres fera , «S: la moitié de leur 

O 

différence & les deux quarrés cherchés feront ~ & —, dont le 

O . . 04 

premier eft plus grand que 3 , le dernier plus grand que 2 , & Ja différen- 
ce I : faites' à- préfent x -f 3 = ou x H- 2= , & chacune de 

ces équations donnera x=^;. donc le nombre étant ajoûté féparé- 
ment à 3 & à 2 en fera deux nombres quarrés. Je me fuis un peu éten- 
du fur ce problème , à caufe que la folution renffirme une nouvelle ma- 
nière d’argumenter , qui peut être de grand ufage pour déterminer dans 
les problèmes de Diophante les limites des nombres requis pour leur folu* 
lion. . . , • -- î 

Pro- 
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PROBLEME 8. 

Qui a quelque rapport au vingt unième du fécond Livre de Diophante , 
mais qui ejl bien plus général. 

234. Trouver un nombre, qui foittcl, qu’étalit divifé en deux parties quelcon- 
ques , le qiiarré d' une des parties, ajouté à F autre partje prife cent fois,faJfe 
un nombre quarré. 

Solution. 

Mettez y pour le nombre cherché , & x & y —x pour les deux par- 
ties de ce nombre, dont x élevé au quarré, & cent fois y — x, ajoûtés 
«nfemble doivent faire un nombre quarré: or le quarré de x etl xx, & 
y — x multiplié par 100 ell looy— loox; donc xx — loox— (-locy doit 
être rendu égal à un nombre quarré; foit x— z ou z — x le côté de ce 
quarré, & nous aurons xx— 100X-+ iooy = xx — 2zx-f zZ; retranchez 
XX des deux membres de l’équation, & il reliera — loox-f iooy=— 2zx 
'—4. z z : ainfi nous avons ôté xx de l’équation ; & pour en faire de-mê- 
me à l’égard de l’inconnue x, & trouver fans elle la valeur ‘de y, foient 
2Z = 100; donc z = 50 , zz = 2JOO, & l’équation fe trouvera être 
— loox— b loo^f =—ioox— 1-2500; retranchez — loox des deux côtés, 
& vous aurez iooj= 2500 , & y = 25 ; donc fi xx— loox h- looy ell le 
quarré de z — x ou de 50— x, y doit être 25; & fi y cil 25, il faut que 
• ïx— locx-t- looy foient XX — I OCX -h 2500, qui ell le quarré de 50— x, 
quelle que foit la valeur de x; mais xx — locx-i- 2500, ell le quarré de 
X ajoûté à cent fois* 25 — x; donc le quarré de x & certt fois 25— x ajoû- 
tés enfemble, feront toujours un nombre quarré, que x foit ce qu’on 
voudra, car ce fera toujours le quarré de 50— x. Ainfi nous avons trouvé 
le nombre 25, a la propriété, qu’étant divifé en deux parties quelcon- 
ques , le quarré d’une des parties ajoûté à l’autre fait un nombre quarré : 
je dis le quarré d’une des parties ; car comme nous avons eu foin dans 
cette folution , de ne relltindre en aucune manière la lignification dex, 
^ cette incopnue peut également défigner l’une ou l’autre des parties, dans 
lesquelles le nombre de 25 ell" divifé. 

£ X £ M P L%. 

Soit le nombre 25 divifé en ces deux parties r & 24: le quarré de 
1 ell I , & 100 fois 24 = 2400, & le nombre 2401 ell un nombre quar- 
ré, dont le côté ou la racine ell 49. Reprenons les mêmes parties, 
mais dans un ordre contraire, & que la partie, qui doit être élevée au 
quarré , foit 24 : le quarré de 24 576, & 100 fois i = 100, lesquels 

étant 
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étant ajoûcés à 576, font 676, c’efl-à-dire, un nombre quarré, dont 
le côté e(l 26. La propriété , dont il s’agit , eft tellement inféparable 
du nombre de 25 , que les deux parties dans lesquelles on partage cé 
nombre, peuvent être également des nombres entiers ou des fraftions; 
& ce qui eft bien plus fort, on pourroit même faire une des parties né- 
gative: par exemple, foit le nombre 25 partagé en —5 & H- 30; le 
quarré de —5 eft -+25, & 100 fois 30=3000, & 3025 eft un nora- 
bfe quarré ayant pour côté 55. Si nous prenons ces parties dans un or- 
dre contraire, le quarré de 30 eft 900, & cent fois —5 = —500, 3 c 
900—500 = 400, le quarré de 20. 

N. B. Pour rendre ce problème plus général, on auroit pu l’exprimer 
ainfi: Trouver un nombre qui étant âvifé en deux f ortie s quelconques, foit 
tel, que x fois chaque partie , avec le quarré de s fois loutre, faffe un nombre 
quarré : fi l’on répété l’opération précédente , & qu’on y employé ces 
cxpreflions générales, le nombre cherché fe trouvera à la fin être —, 

PROBLEKE9. 

Qui efl le vingt iS troifiéme du fécond Livre de Diophante. 

235. Trouver deux nombres tels, que le quarré de chacun étant ajouté à 
la fomme des deux fqjfe un nombre quarré. 

Solution. 

Nommez un des nombres cherchés x, & fon quarré fera xx: or le 
quarré de xH- 1 eft xxH- 2 X-+ i ; donc le nombre 2x-f l eft tel qu’é- 
tant ajoùté à XX quarré d’un des nombres cherchés, il formera un nom- 
' bre quarré ; par conféquent fi l’on luppofe que le nombre 2x-f i eft la 
fomme des deux nombres cherchés, on aura rempli une des conditions 
du problème. Faifons donc de ax-l- 1 la fomme des deux nombres cher- 
chés ; 3 i comme x défigne déjà un de ces nombres , l’autre nombre doit 
être X H- 1 , dont le quarré eft x x — 2x -+ i ; ajoûtez à ce quarré 2 x — f- r 
fomme des nombres , & vous aurez XX-+ 4 X-+ 2, qui doit ôtre aulli 
un quarré fui^lant l’autre condition du problème; que ce foit donc un 
quarré qui ait pour côté x— z,& nous aurons cette équation, xxH-4x 

_4-2=xx — 2ZX-I-22; laquelle étant réfolue , donne x = — * * . pour 

**— fs 

le plus petit nombre; & fi l’on y ajoûte i , on aura le plus grand nom- 
bre cherché; & la grandeur z reftant indéterminée, tout nombre, ex- 
cepté l’unité, peut être mis'à la place de z. Comme par exemple, fait 

Tome II. D 2 = 2. 



Digitized by Coogle 



*5 E L E M E N S D’A. L G E B R E, 

2=2, &nous aurons = fatisfe- 

|ont aux conditions du problâme. Pour s’en convaincre, il fuffit de con- 
fiderer que i & j font ou : cela eunt , fl au quané de i ( le plus 
petit nombre) on ajoùte la fomme des deux nombres, c’en- à-dire, fl à 
.^on ajoûte^, on aura-^> c’eft-à-dire, un nombre quané; d’un 

autre côté, C à quarré de (le plus grand nombre) on ajoûte la 

fomme *A, on aura c’eft-à-dire, auffi un nombre quarré. 

« 

PXOBLBIIB lO. 

Qui ejl le trente £3" tmiéme àu fécond Livre de Diophante. 

236. Trouver deux nombres tels, tpte fi ton ajoute leur femme au produit 
de leur multiplication , ou qu’on le retranche de ce produit, la fomme qui ré- 
fuhera de cette addition , iÿ le refie, foient également des nombres quarrés. 

SOLDXIOK. 

Nommez un des nombres cherchés * , & prenant enfliite à dilcrétion 
deux nombres connus a 6 c b, faites a^x-+b*x égal à l’autre nombre 
cherché , & le produit de leur multiplication fera -f i* x* : or fi 
iabx' eft ajoûté à ce produit, ou en eft retranché, la Ibmme & le 
refte feront des nombres quarrés ; car la fomme fera a‘**-+ xabx' -+ 
qui eft le quarré de aï-fix; & le refte fera a‘x’— aaàx* -i-i*x*, 
qui eft le quarré dcax — ixj donc fi aaix* eft la Ibmme des deux 
nombres cherchés , la valeur de x doit être déterminée de façon, que 
le nombre aaàx* puifle être égal à a*x— l-i’ x-fx; fuppofons la choie 

ainfi , & nous aurons x,un des nombres cherchés, égal à " > 

& fl ce nombre, quand il aura été trouvé, eft multiplié par a*-f ê*, 
nous aurons a* x-i- i* x, l’autre nombre cherché. Comme, par exemple, 
les nombres a 6 c b pouvant être pris à diTaédon, faites a=i & ê = 2, 

& vous aurez ^*~f J- pour le plus petit des deux nombres 

cherchés: ce nombre multiplié par a*-hi*=5, donnera pour l’au- 
tre nombre cherché. Pour mettre cette preuve dans un autre jour , le 
produit A X L 1 eft la fomme i. -+ -^eft-^^ ou.^ior-^H-^ 

c’eft- 
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c’eft-à-dire» ^eft un nombre quarré; & - 45 — ^ , c’eft-i-dire, R 
eCl auffi un nombre quarré. 

Pkobleme II. 

Ow ejl le feptiéme du troijiéme Dvre de Diophante. ' 

237. Trouver trois nombres tels , que non feulement la fomme de tous les trois , 
mais aujft les fommes de ces nombres pris deux à deux /oient des quarrès. 

Ce problème eft fufceptible de différentes folutions, fuivant les diffé- 
rentes manières dont on peut défigner les fommesdes nombres cherchés; 
mais de toutes les folutions voici la plus (impie, à mon avis. 

Solution. 

I®. Puisque la fomme de tous les trois nombres cherchés doit être un 
quarré , qu’elle foit le quarré de * -1- 1 , c’ell-à-dire , ï * -+ 2* -f- 1. 

2®. Puisque la fomme du premier nombre & du fécond doit être un 
quarré , que ce quarré foit xx; cela étant, fi nous retranchons xx, fom- 
me du premier nombre & du fécond , de x 2*— t- 1 , fomme des trois 

nombres , il reliera 2x-fi pour le troifiéme nombre feu!. 

3®. Puisque la fomme du fécond nombre & du troifiéme doit être un 
quarré , que cette fomme foit le quarré x — i ; cela étant.fidexx — 2x-(-i, 
fomme du fécond nombre & du troifiéme, on retranche 2x-+ i ,qui e(t 
le troifiéme nombre feul, il refiera xx — 4x pour le fécond nombre feul. 

4®. Puisque, conformément à la féconde obfervation , xx eft la fom- 
me du premier nombre & du fécond pris enfemble, fi de cette fomme 
IX on fouftrait le fécond nombre xx— 41, il reftera 41 pour le premier 
nombre; d’où il fuit que les trois nombres cherchés pourront être expri- 
més de la manière fuivante : 

1er, 4x; 2d, xx-4x; 2x-fr. 

5®. Mais il y a encore une condition du problème à laquelle il n’a pas 
été fatisfait, favoir, que la fomme du premier nombre & du troifiéme 
doit auffi être un quarré: or le troifiéme nombre eft 2x-f i, & le pre- 
mier eft 4x , & leur fomme eft < 5 * -n ; donc la grandeur 6 x -H i doit 
être égalée à un quarré : prenons quelque nombre quarré plus grand que 
25, pour une raifbn qui fera donnée dans la fuite, .& nommant ce quar- 
ré au, fuppofons 6x-;-i=aa: ainfi nous aurons x=.ü^-î-;&dep!us 
la règle fuivante ; 

Prenez quelque nombre quarré connu tel quf aa ,qui fait plus grand que 25 , 

D 2 
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^ites — ^ ■■■ = X , fÿ &X trois nombres cherchés feront 4 X,xx— 4x&f2X— f-i. 

Mais cette folution exige deux limitations: car premièrement , xdoit 
être une quantité affirmative , à caufe que le nombre 4* ell tel : fccon- 
dement x*— 4x doit être une quantité affirmative, à caufe que c’eft le 
fécond nombre; c’eft-à-dire, xx— 4* doit valoir plus que rien; donc 
X— 4 doit être plus grand que rien; donc x doit être plus grand que 4; 
donc 6 x doivent être plus grands que 24, & le nombre 6x-c i ou aa 
doit être plus grand que 25, comme ci. deflus. 

Exemple. 

Que a a fpit fait égal à i2i, qui ell le quarré de ii ; cela éunt 
ou X fera égal à 20; par conféquent le premier nombre, c’ell-à- 

dirc4x, =80; xx— 41, ou le fécond nombre, =320; &2x-f i, ou 
Je troificme nombre, =41; de -forte que les trois nombres feront 80, 
320 & 41. Car premièrement, la fomme de tous les trois fera 441, quar- 
ré de 21: fecondement , la Ibmme du premier & du fécond fera 400 , quar- ■ 
ré de 20: en troiliéme lieu, la fomme du fécond &dutroiflémefera36i , 
quarré de 19; & enfin, la fomme du troifiéme&du premier lera 121 , 
quarré de 1 1. 

PxoBLEKE 12. 

. Qÿ* douzième du troijiime Livre de Diophante. 

138. Trouver trois nombres tels, que Ji au produit de ces nombres prit 
deux à deux , on ajoute un nombre donné , totttes les fommes /aient des nom- 
bres quarris. 

N. B. Quoique la folution que Diophante donne de ce problème foit 
fort ingénieufe , comme ce n’ell qu’en fraélions qu’il la donne , j’aime 
mieux la folution fuivantc, qui fournit autant de réponfes en nombres 
entiers qu’on voudra. 

Solution. ' 

Que les trois nombres cherchés foient a,b&c, & que e foit le nom- 
bre donné qui doit être ajoûté à chaque produit ; cela étant , il faut que 
ab-i- e= 0 , ac-f e = D, âc bc-+e=Q: pour effeéluer la chofe, il 
faut commencer par trouver deux nopibres a & b, qui puifTent remplir 
la première condition du problème, ce qu’il y a moyen de faire ainfi: foit 
nn quelque nombre quarré plus grand que e, & aéH-e=nn; ainli 

= — rj d’où il fuit, que fi on réfout nn — e en deux nombres tels 

que 
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que le produit de leur multiplication (bit* égal à cette grandeur, ces nom. 
bres pourront être défignés par a & 6 , & ainfi nous aurons deux nom- 
bres a&i qui fatisferont à la première condition du problème. Pour fa- 
ciliter le calcul, prenons deux nombres r & s, dont rfoitplus grand 
que I, & dont les quarrés foient tous deux plus grands que «, & faifons 
n-t-r=a & n— r=î,c’eft-à-dire,que «-+ r & n—s foient les deux nom- 
bres dont le produit ell égal à B«— r; donc »-t r x n — x, ou 
— JB— rx = »n — e; rn—sn—rs——e; — t- r ou a = 

— & B— J ou 6= ; par conféquent les valeurs de a 

& de S peuvent être exprimées de deux manières, favoir, par B-fr & 
«— J, ou (ce qui revient au même) par 

Après avoir déterminé ainfi deux nombres a & i qui fatisfont à la pre- 
mière condition du problème, nous devons rechercher enfuite,filenom« 
bre c eft fufceptible de la valeur requife , pour qu’étant ajoOtée à celles 
de a & de ê trouvées ci-defluS,elle remplifle les deux autres conditions 
du problème. Dans cette vue, du nombre ai-fc, qui eft déjà unquar- 
ré , je retranche le nombre a f H- e , dont il faut faire un quarré , & je trou- 
ve' que la différence eft aà^ac; or comme cette différence eft le pro- 
duit de a multiplié paré — c, elle peut fe réfoudre en ces deux multipli- 
cateurs a & 6—7; la demi-fomme de ces multiplicateurs eft 

& la demi- différence puis du même nombre quarré aé-j-e je 
fouftrais 6c-+«, dont il faut faire un quarré, & je trouveque la différen- 
ce eft a6— 6 r, produit de b multiplié par a— e: ainfi il arrive par bon- 
heur que la demi - fomme de ces deux multiplicateurs , favoir eft 

la même que la demi - fomme dans le premier cas, au - lieu que la demi- 

différence eft ** ~ ; donc fi le quarré de la demi-fomme ^ peut 

% * 

en afljgnant quelque valeur rationelle à c être rendu égal à a6— i-#,dont 

ac-+ e & bc-\-e ont été retranchés, il en réfultera néceffairement , que 

acH-« deviendra égal au quarré de la demi-différence 

égal au quarré de la demi- différence ; & qu’ainfi tant ac-+e 

que bc-+ e feront des nombres quarrés ; ce qui eft évident pari Art. 231. 
Suppofons donc le quarré de la demi-fomme égal à ai-fe; <& 

D 3 P“'** 
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puisqu’il a été Tuppofé ci-deOus, que ui-f-e eft égal à nn, nous au» 

rons le quarré de égal à n n ,* ainG , tirant la racine de l’un & de 

l’autre membre, nous trouvons & c=a— t-t-l- zn: ce 

2 — . 

qui nous donne deux valeurs rationellcs de c , dont chacune ajoutée au 
nombres a&h trouvés ci-dêGus , réfoudra le problème ; favoir ,a-\-h-\-2n, 
' & a-+6— 2n;d’où il fuit, que la fomme des valeurs de rell2a-+ 26; donc 

fi nous trouvons la plus petite valeur de c,& que nous la retranchions de 
2a H- le Telle défignera la plus grande valeur: mais pour exprimer l’une 
ou l’autre de ces valeurs à l’aide des lignes dont nous avons déjà fait ufage, 
& fuivant lesquels fl ell égal à »— hr, & î égal à « — s, nous aurons a -+ b 
= 2«H-r— r,&a— 1-6 — 2B=îr — s j donc la plus petite valeur de clera tou* 
jours égale à r— s,& par cela même la plus grande valeur fe trouvera tou. 
jours être l’excès de 2a — t- sJpardelTusr— s; ce qui fournit larèglefuivante. 

Prenez deux nombres connus r fif s , dons r ejl phis grand que s, (f dont 
les quarrés font tous deux plus grands que e; faites II * = a, - *|~? - = b, 

faites r— s, ou Pcxcès de 2a-f 2b par-dejfus r— s, égal àc, vous 
aurez deux valeurs de c, dont celle que vous voudrez, ajoutée aux deux nom- 
bres à É? b trouvés ci - dejfus , réfoudra le problème. . 

Il paroît manifcllement par cette règle , que Si pour r 6? s nous pre- 
nons deux nombres qui ayent pour différence F unité, Êf dont les' quarrés foient 
tous deux plus grands que e, les valeurs de ziÿ de b, iÿ par conféquent celle 
de c , feront toutes des nombres entiers. Comme par exemple , que e le nom- 
bre donné qui doit être ajoûté à chaque produit foit 3, & faites r=q, 

&s=3; celaétant ou a=i3,*i^fou & r— roula plus 

petite valeur de c fera i , & la plus grande valeur de c , favoir 2a-y-2b—i, 
fera 37 ; ainfi nous avons deux fuites de nombres qui réfolvent le pro- 
blème, favoir, i , 6 & 13 (car il n’imj>orte pas en quel ordre les nom- 
bres font pris,) ou 6, 13 , & 37. Dans la première fuite, favoir, i ,<5, 
& 13 , nous atons, 1°. ix6-+3 = 9, quarré de 3 ; 2*. i x 13 -f 3=16, 
quarré de 4 ; & 3°. 6x13—1-3 = 81 , quarré de 9; dans l’autre fuite, 
favoir 6, 13 & 37, nous avons i'. 6 x 13 H- 3 = 81, quarré de 9; 
s*, 6x37-1-3 = 225, quarré de 15; &3*, 13 X37-+ 3=484. quar- 
ré de 22. 

Voici un autre exemple de la même règle: que le nombre, qui doit 
être ajoûté à chaque produit foit 3 comme auparavant, faites r =5, 

r = 3, & vous aurez ou fl=ii, ou É = 3, & r— xou 

f=2; 
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/= 2 ; ainfi l’autre valeur de c fera 2a -4 îi — 2 = 26} & les deux fuites 
de nombres propres à réfoudre le problème , feront 3,iX 

& 26: dans la première fuite , favoir 2 , 3 & 1 1 , nous avons i “ , 2-x 3 H- 3 
=9,quarré des; 2*, 2x ii -+ 3 = 25,quarréde5 ; 3% 3X 1 1-+3 = 36 , 
quarré de 6; dans l’autre fuite, favoir 3, ii & 26, nous avons i' , 3x11 
-4 3 = 3<S. quarré de 6; 2', 3 x 26 n- 3 =8r, quarré de 9; & 3*, 
Il x2(S -*-3 = 289. quarré de 17. 

SCHOIIEI. 

Si l’on vouloit trouver trois nombres tels , qu'en retranchant un nombre 
donné du produit de ces nombres pris deux à deux, les rejles fujjent tous des 
quarrés, la règle précédente tant foit peu changée fervlroità réfoudre ce 
problème : le feul changement qu’il y ait à faire concerne le ligne de la 
grandeur e , qu’il faut rendre affirmatif par-tout. Dans la règle précéden- 
te a avoit été fait égal à ^ouc en ce cas a doit éue -^7^ 5 là 6 

étoit égal à ; id h doit être : dans le premier cas la plus 

grande valeur de c étoit l’excès de 2J— h 26 par defllis r— r,cefb-a-dire, 
Fexcèsde pardeflus r— r;ici il faut que ce foit l’excès de 

nrr-\■^ss-^■^e deffiis r—s, ce qui, fuivanr la fignification attachée 

dans le cas préfent aux grandeurs a & b, fera l’excès de 2a -f- 28 par 
deflus r—s. Pour ce qui eft de la plus petite valeur de c, favoir r — r, 
elle fera la même dans les deux cas , à caufe que le nombre e n’entre point 
dans cette expreflion ; ainfi la règle rélative à ce problème eft: 

Prenez deux nombres connus r s, dont r foit plus grand que s; faites 

a = T—s,ouFexcès de 2a— *-2b par dejfus s— inégal 

r— 5 * r—s 

il C, & aurez trois nombres a ,b G* c, qui pris deux à deux réfoudront 
U problème. Comme par exemple, foit e, le nombre à fouftrairede cha- 
que produit, égal à 3; faites r=2, &r=-i, & vous aurez ou 

ou 6=4, & la grandeur r — r ou la plus petite valeur de f, 

égale à I , & la quantité 2a-+ 28 — i^ ou la plus grande valeur de c, 
égale à 2 1 ; donc les deux fuites de nombres fonr i , 4 & 7 , &‘4 , 7 & 2t , 
car dans la fuite i , 4 & 7 nousavons i* , 1x4 — 3= i , quarré de i ; 
2*, 1x7 — 3=4, quarré de 2; <St 3°, 4x7-3 = 25, quarré de 5;dans 

l’au- 
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l’autre fuite 4, 7 & 21, nous avonsi*, 4x7 — 3=25, quarré de 5;2*, 
4x21-3 = 81, quarré de 9; &3*, 7x21-3=144, quarré de 12. 

SCHOLIE 2. 

Quand le nombre, qu’il faut ajoûter aux différens produits pour en fai- 
re des quarrés, eft Hii-mèrae un nombre quarré, Diophante fournit une 
folution très-élégante de ce cas dans la vingtième quelUon de fon quatrième 
Li\Te. Je donnerai ici cette folution, à caufe du rapport qu’elle a au 
troifiéme problème. 

Solution. 

Otu T unité /oit le nombre à ajoûter (une règle calculée pour le nombre i 
pouvant aifément être appliquée à tout autre nombre quarré, comme nous 
le ferons voir dans la fuite) qu’on demande trois nombres tels, que /i Ton 
augmente de l’unité If produit de ces rsombres pris deux à deux , toutes les fom- 
mes /oient autant de quarrés. Je mets ici x pour le premier nombre cher- 
ché, après quoi prenant quelque nombre connu comme a, j’ajoûte au 
produit ax le nombre i, racine quarrée du nombre ajoûté, & j’éléve à 
la fécondé puiflTance la grandeur ax— t-i ,ce quimedonne aaxx-f 2ax 
-+i; or fi je foullrais l’-mité de ce quarré, il reliera aaxx-f 2a x; 
d'où il fuit que fi l’on confidére aaxx— f 2ax comme le produit du pre- 
mier nombre & du fécond , une des conditions du problème fera remplie ; 
car le produit du premier nombre & du fécond, avec une unité d'ajoû- 
tée, fera un nombre quarré: que aaxx— f2ax repréfente donc le pro- 
duit du premier nombre & du fécond multipliés l’un par l’autre, & puis-, 
que X ell le premier nombre, le fécond fera aax-f ad. Prenez à-pré- 
fent un autre nombre connu comme à, &du côté ix— t- 1 faites le quarré 
ifcxx-f 2ix-f i; donc fi l’on confidére éSxx— f aJx comme le produit 
du premier & du troifiéme des nombres cherchés, il y aura encore une 
condition du problème de remplie: que iixx— f aix repréfente le pro- 
duit du premier & du troifiéme des nombres cherchés ;& puisque parla 
fuppofition le premier nombre ell x, le troifiéme nombre fera repréfenté 
par i6x-+ 2i j & ainfi les trois nombres fe trouveront défignés par x, 
par aax-f2a, & par 66x-f 26, & deux des trois conditions du pro- 
blème feront remplies. Relie la troifiéme condition , qui ell, que le pro- 
duit du fécond uombre & du trqifiéme , après qu’on y aura ajoûté l’uni- 
té , foit un quarré : or le fécond nombre étoit a a x — f 2 a , & le troifié- 
me à 6x— f 2à, & le produit decesnombresferaaaàJxx— faaaé— faiia 
xx— f4aé; ik fi l’on augmente ce produit de l’unixé, la fomme fera 

aabbxx 
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• a 6 > X* -+ a aa&H-ayrâxx -f 4a i-f i ; mais le fécond terme de ce nom- 
bre, favoir, 2aab-+ 2bbaxx:z2abxa-i- bxx , & par conféqiient fi 
nous faifons a-+b e'gal-à c, le fécond terme de cette fomme fera 
2abcx, & toute la fomme qui doit être égalée à un quarré fe trou- 
vera être aabbxx-^ aaie*H-4ai-(- 1 : or il ell clair que aabb 
XX -+ 2abcx -h cc , eft un nombre quarré ayant pour racine 
abx-i-c: donc fi le nombre 4aé-n, dernier terme de la fomme 
qu’il faut égaler à un quarré, étoit égal à ce, dernier terme du quarré 
dont nous venons de parler^ il feroit bien clair que la fomme totale indi- 
quée ci-defliis feroit un nombre quarré : fuppofons donc rcouaa-faaS 
-^bb~^ab~k- 1 , nous aurons par traftfpofition aa — 2ab-t-bbsi, &par 
conféquent a — bo\ib—az=i. Donc fi-i b font choijis tellement que leur 
affèrence fiit t unité, let trois nombres cherchés feront aax— l-2a, bbx 

— l-îb, £ÿ toutes les trois conditions du problème fe trouveront remplies, quel- 
que Mm'ire qu'on veuille prendre pour défigner la quantité x. Comme par 
exemple, faites a= i , 6= 2, & le fécond nombre <J ax-t- 2a fera *-f 2, 
& le troifiéme nombre bbx-i-2b fcra4x-f4; & ainfi les trois nom- 
bres feront x, x— |-2,&4x-f-4;ou fi nous faifons x =: i , les trois nom- 
bres feront i ,3 & 8, dont i x3~ l-i =4, 1x8— n =5, jxg— 
qui font tous des nombres quarrés. 

Si au- lieu de èunité on avait voulu ajouter quelque autre nombre quarré, 
fuppofons cc, en ce cas les trois nombres trouvés ci - dej/ia , favoir ,1, 3 & 8, 
ou trois autres nombres de la même efpéce qu'on pourrait trouver par la même 
méthode , doivent être muhipliét par c racine quarrée du nombre ajouté cc, 
les produits ic, 3c fÿ 8c fatisferont au cas propofé. Ainfi lcn^c—^■ce 
c:4ff, icx8c-^cc=çcc, & 3CxSc—hcc=2sce: de -forte que cei 
trois dernières fommes ne font autre chofe que les premières fommes mul- 
tipliées par cc; & par conféquent fi les premières fommes font des quar- 
rés, ces dernières doivent l’étre aufli; car un nombre quarré multipliant 
nn nombre quarré , produit toujours un quarré. 

PROBLEME 13. 

jÇai ejl le vingt Êÿ unième du quatrième Livre de Diophante. 

239. Trouver quatre nombres tels, que fi Ton ajoute îunité ou quelque au- 
tre nombre quarré au produit de ces nombres pris deux à deux, toutes les fom- 
mes foient autant de quarrés. 

Tome U. £ SoLu- 
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Solution. , 

Prenez trois nombres a, i&r en progreflîon arithmétique, dont la dif- 
férence commune foit l’unité ; & mettant x pour le premier nombre cher- 
ché, que a a *-1-2 a repréfente le fécond nombre, iix h- 26 le troifiéme, 
&cc*-t-2cle quatrième: par le fécond fcholie de l’Article précédent , 
ces quatre nombres auront la propriété, que les produits du premier & 
du fécond, du premier & du troifiéme, & du premier & du quatrième, 
augmentés chacun d’une unité , feront tous des nombres quarrés : il fuit 
aulTi du même fcholie, que les produits du fécond & du troifiéme, & 
du troifiéme & du quatrième , augmentés d’une unité, feront pareillement 
des nombres quarrés, à caufeque la différence entre a & b, de -même 
que la différence entre £ & c eft l’unité jdonc fi le produit du fécond nom- 
bre & du quatrième, augmenté d'une unité, peut devenir un quarré en 
reftreignant *, (nombre indéterminé jufqu’à-préfent) à quelque valeur 
particulière, toutes les conditions du problème fe trouveront remplies. 

Mais avant que d’aller plus loin afîignons des valeurs particulières aux 
nombres a,b&c. Comme par exemple , faifons a=i,b = 2 ,& c = 2ièn 
ce cas le fécond nombre aax-i-za fera égal à*-t-2, le troifiéme nom- 
bre bbx-+2b fera égal à 4x-t- 4, & le quatrième nombre ccx-+2c fe- 
ra égal i ÇX-+ 6 ; & ainfi les quatre nombres pourront être nommés x, 
x~+2, 4X-H4 , & px-f-d. Il s’agit préfentement de faire en forte, 
que le produit du fécond nombre & du quatrième, augmenté d’une uni- 
té, foit un nombre quarré: or le produit de x— 1-2, qui ell le fécond 
nombre, & de px-f 6, qui eft le quatrième, eft pxx -f 24X — (-12, 
qui avec l’addition d’une unité efl pxx — |- 24X — 1- 13; c’efl donc- 
là le nombre qu’il faut égaler à un quarré , pour trouver une ra- 
cine propre à produire un pareil quarré : obfervons que puisque 3X eft 
la racine quarrée de pxx dans la quantité qui vient d’être indiquée , fi 
l’on fouftrait de 3x4,5,6,00 quelque autre nombre dont le quarré vaut 
plus de 13, on aura une racine au quarré de laquelle laquantité indiquée 
pourra être rendue égale. Suppofons que cette racine foit égale à 3X— 1 1 , 
dont le quané eft 9xx — 66x -fi2i , & imaginons pxx-t- 24X-H3 

= px X — 66x -f 1 2 1 ; cette équation étant réfolue , donne x = ; ainfi 
x-f 2 ou le fécond nombre eft égal à ,4x-(- 4 ou le troifiéme nom- 

bre eft égal à & px-f 6 ou le quatrième nombre eft égal à i^: 

ainfi les quatre nombres cherchés font Tout 

ceci fuppofe que le nombre qu’on ajoûte eft l’unité: mais fi l’on vouloir 

ajoil- 
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ajoûter quelque autre nombre quarré, par exemple 100, les quatre nom* 
bres mentionés en dernier lieu devroient tous être multipliés par 10 ra- 
cine quarrée de 100, & nous aurions des nombres entiers 12, 32, 88 
& 168. En voici la preuve: 

i2x 32-t-ioo= 484 le quarré de 22. 

I2X 88-1-100= 1156 le quarré de 34. 
raxifiS-t" 100= 2116 le quarré de 46. 

32 X 88-+ 100= 2916 le quarré de 54. 

32x168— 1-100= 5476 le quarré de 74. 

88x168-+ 100=14884 le quarré de 122. 

Si les nombres a,b& c, font faits égaux 22,3 & 4 refpeélivement, 
les nombres cherchés feront x,4r-+4,9*-f6,& i6x-+8;le produit 
du fécond &du quatrième, augmenté d’une unité , fera 6^xx^-96x-^-33 ; 
& fi l’on fuppofe cette q’uantité égale au quarré de 8x— 9, nous aurons 
réquation fuivante, 64 xx-+ 96 x-t- 33 = 64 xx— 144X-+81 ; donex, 
qui efi le premier nombre, =-~i qui eftle fécond nombre, 

_ t®_; 9X-+6, qui eft le troifiéme nombre, = & i6x— 1 - 8 , qui 

eftle quatrième nombre, = NoUs fuppofons que le nombre ajoûté 

eft I , mais fi c’étoit le nombre 100 qu’on ajoûtât , ou ce qui revient au 
même , qu’on multipliât par 10 les quatre nombres indiques , on auroic 
en ce cas 2,48,78 & 112. Voyez la preuve: 

2x 48-fioo= 196 le quarré de 14. 

2x 78— l-Too= 256 le quarré de 16. 

2X112-1-100= 324 le quarré de 18. • 

48 X 78-fioo=3844 le quané de 62. 

48 X 112-I- 100=5476 le quarré de 74. 

78* ii2-+ioo= 8836 le quarré dc94. 

S c H O L I E. 

Bacbet dans fon Commentaire fur la douzième Queftion du troifiéme 
Livre de Diophante, au moyen des Propofitions ii & 13 de fon fécond 
Livre de Porifmes, démontrées analytiquement dans ma folution duPr<> 
blême 12, réfout ce problème univerfellement de deux manières , foie 
que le nombre ajoûté foit un quarré ou non , & femble fe féliciter d’a- 
voir furpalTé en cette occiùoa Diophante lui-mÊme. Mais pour dire fran- 
chement mon avis fur cette matière, les folutions qu’il donne auroicnt 

E 2 
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paru bien plus belles , fl vers la fin elles n’avoient pas été embarafleesde 
fi grandes fraftions : je les paflTerai donc ici fous filence, & donnerai fim- 
plement une régie de ma façon, laquelle, quoiqu’elle ne réfolve pas le 
problème en nombres entiers, mène cependant à des fraftions beaucoup 
plus Amples que celles de Bachet , comme on peut s’en convaincre aifé- 
ment fi on les compare avec les fiennes. Void cette règle appliquée 
au problème dont iJ s’agit. 

Problbme. 

Trouver quatre nombres tels, que fi au produit de ces nombres pris deux à 
deux, on ajoite un nombre donné quelconque c, toutes les fomttus /oient des 
nombres quarrés. 

SotOTION. . 

Prenez quelque nombre comme a, dont le quarré fait plus grand que c; re- 
tranchez 4aa— 3c de quelque quarré plus grand que cette quantité, par exem- 
ple de bb; £5* puis dhifant le refie par qx-i- ib, appeliez le quotient d;fai- 

tes =c> d-f e-+2a=f, & 3e-+f— t-2a=g; cela étant les nom- 
bres d, e,f, g fatisferont aux conditions du problème. 

E X. Z M P L E. 

I*. Que le nombre donné qu’il faut ajoûter aux dificrcns produits 
foit 3, ainfi (=3. 

2*. Faites a<J = 4J donc qaa—y^7',& fi l’on retranche ce nombre 
de P , nombre plus grand que 7 , il reliera 2 , qui étant divifés par 

44-+ 2i ou 14 , donneront -A ou ÿ pour le premier nombre d. 

3*. Comme le nombre a'—cex i , fi on le divilê par douÿ, on au- 
ra le quotient « =7. 

4». 7= , & fi ce nombre eft augmenté de 2a ou ii 

^77 7 » 

nous aurons d-+e-i-2a, c’efl-à-dire , / = . 

5». 3f=2i ou ^ , &sa= donc 2a, 

c’ell-à-dire, par conféquent les nombres d,e,f,g font i-, Ji? , 

refpeélivcment. Voici la preuve: 

1 

• 7 
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ix -^-f3i C’eft-à-dire, ix^-f quarréjde 

JLx le quarré de .15. 

i.xi55 -1-3 — A22. le quarré de — . 

7 7 49 7 

4£x 2*. — h3 = i2^ le quarré de 

1 7 *9 ^ 7 

' 49 X »J3 3=: I2M4 le é de IL». 

7 7 49 ^ 7 

2»x«5-4-3=’-^le quand dei^-'. 

7 7 ^ 49 ^ 7 

PROBLEME 14. 

Qui ejl k Six IS feptiéme du troifiime Livre de Diophante. 

240. On demande trois nombres tels , que les produits de ces nombres pris 
deux à deux, augmentés de leur fomme, fajjent autant de nombres quarrés. 

Ce feroic ici la place de ce problème ; mais comme il y a moyen d’a> 
voir au même prix une folution plus générale , & que cette folution 
pourra être d'ufage dans la fuite , par exemple dans le fcholie de cet ar> 
ticle, & dans le quinziéme problème fuivant, je anc propofe de réfou- 
dre ce problème-ci : 

Trouver trois nombres tels, que les produits de ces nombres pris deux à deux, 
augmentés de t fois leur fomme, faffent autant de nombres quarrés. 

Solution. 

Que les trois nombres cherchés foient a,b & c, & les conditions du 
problème pourront être exprimées par les trois équations fuivantes ; 
ab-+ta-\-tbc=0, 

J c — h f fl — H t f = O » 
bc-i-tb—\-tc = 0. 

Puisqu'il y a dans ce problème trois quantités inconnues , dont il ne s’en 
trouve que deux dans chaque équation , la folution eft à peu prés la même 
que celle du i2<oe. problème: car prenant quelque nombre quarré con- 
nu comme m’, faites ab-+ta—i-tb=n' , vous aurez en ce cas ab-4-ta 
— é ri— K' =»* -+ f* ; mais ai-+ffl— i-ri— Pt* , n’cft autre choie que 
le produit de a-+t multiplié par i-t-t; d’où il fuit que fi n* t* elt 
décompo.'c en deux multiplicateurs, dont Iq plus petit- foit plus grand 
quet , ces deux multiplicateurs pourront être pris l un poura-pt & 

E 3 l’autre 
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l’autre pour b -Vf, & fi l’on foufirait t de chacun, il reftera deux nom- 
bres (J & *, ce qui fatisfera à la première condition du problème: mai» 
pour adigner des valeurs plus convenables aux grandeurs a,b&n, pre- 
nez deux nombres à difcrétion r & s, dont le plus grand foit r, & fai- 
tes = )& n— r=*~+ », c’eft-àrdire , que n-t-r & n— rfoient 

les deux multiplicateurs, da ns lesq uels le nombre doit être dé- 

compofé; cela étant n-t-r x r ou n’— t^rn — rn — rr= n‘ — t f* ; donc 

rB-rn-rx=f,&»='’-^:^,«St«-f-roua-i-» = î^|:^-+Y=^^ • 
& par la même raifon n-x ou i-f f = : donc nous avons deux 

exprefiions pour défigncr les valeurs de a & de i, favoir, en failant 
a=in-i-T—t, & b=n—s — t, ou bien (ce qui revient au même) en fai- 



fant .fl égal à — t,Scb égal à 






Ayant ainfi trouvé deux nombres a & i», pour fatisfaire à la première 
condition du problème, nous devons tâcher enfuite d’afligner une telle va- 
leur à c , que cette quantité étant ajoûtée aux deux autres nombres a & i 
déjà trouvés, fatisfkfie aux deux autres conditions du problème: pour 
tenter la chofe , nous avons déjà un nombre quarré , favoir , aft-tta-f f fr, 
& deux autres nombres , dont il faut faire des quarrés s’il eft poflible , 
favoir, ac-f ta-ttiT, & bc-i-tb-t-tc: pour en venir à bout, du pre- 
mier quarré ab-i-ta~+tb retranchez le nombre ar-tta-f»c,&ladif- 
férence fera <jZ>— a c -tri— »f, laquelle différence eft le produit de a-f t 
multiplié par ; la moitié de la fomme de ces deux multiplica- 
teurs eft , & la moitié de leur différence eft f— ; 

de plus, du même quarré ab-+ta-h t.b retranchez l’autre nombre 
(6-ftc, & la différence fera ab-bc-+ta—tc, laquelle eft le 
produit de a— c multiplié par é— t-t; mais la demi- fomme de ces deux 
multiplicateurs eft ^ qui eft la même que la demi-fomme dan» 

" — * ‘~zi ; ainfi il paroît par 



Vautre cas ; & leur demi-différence eft 



l’Art. 231 , que la folution de ce problème fera poflible : car fi nous fai- 
fons le quarré de la demi-fomme à «i-f ta -(.fi, quar- 

ré dont les deux autres ont été fouftraits , & que par-là nous trouvions 
une valeur rationelle de c, nous aurons non feulement la quantité 

J f t U -b f c égale au quarré de la demi-différence ^ mai» 

aufli 
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aufli la quantité bc-^tb-\-tc égale au quarré de la demi- différence 
•—t—f—* & ainfi ac-+ra-ffc & éc-ffi-f te feront des nom- 

3 * 

bresquarrés. Suppofons donc lequarréde égal 2. ab-^-t a \ 

H-tJ; & puifque ai-f fa-f fi eft égal à n' par la conftruélion , nous 
aurons le quarré de égal à n’ , ce qui donne -^c±A-_îr+i 

=If n, & c=a-f Nous avons donc ici deux valeurs de c, 

dont chacune, ajoûtée aux nombres a 6c b, réfoudra le problème; la 
plus grande de ces d^x valeurs eft a-+i-t-t-i-2n, &la plus petite 
a -4- i -+ f — 2n ; la fomme de ces deux valeurs eft 2a -f 2 J -f ar , & leur 
différence 4B ; donc fi la plus petite valeur de c eft trouvée , & qu’elle 
foit ajoûtée 34», ou retranchée de 2a -+ 26 -+ 2t, nous aurons de l'une 
ou de l’autre manière la plus grande valeur de c: mais pour déterminer 
la plus petite valeur de c , il faut que nous ayons recours à notre premiè- 
re façon de défigner les grandeurs a 6c b, par laquelle nous avons fait 
a = n-+r-t, & b = n—s—t; donc a-t-b=2n-t-r—s — 2t, 6c a -+ b 
— ft = 2n-fr — X— t} donc dans tous les problèmes de ce genre , la plus 
petite valeur de c fera r—x — t, & par conféquent la plus grande valeur 
decdoit être r—x—t -t- 4»; ou ( ce qui eft la même chofe) l’excès de 
2a-^24-^2f par-deffus r— x— f ;ce qui nous fournit la formule fuivante. 

^yant pris deux nombres r £3* s , dont x cjl le plus grand , fuites 
— t=a, — ^ - — c=h faites r— s— t, ou Texcès de 2a-f 2b-+ 2t par 

dejjus r — s — t égal à c, vous aurez trois nombres, a, b 6* c, qui fatis- 
feront aux conditions ài problème. 

Obfervons ici , 1° , que fi t eft fuppofé égal à i , ce problème devien- 
dra le problème premièrement propofé; 2° , que fi l’on prend pour r&x 
deux nombres qui ayent l’unité pour différence , la queftion fera réfolue 
en nombres entiers : 3°, que dans le cas oùr— x=i, 6c t—i, la plus 
petite valeur de f , favoirr— x— t, fera toujours égale à zéro, & que 
la plus grande valeur fera toujours égale à 2a — t- 2è h- 2 : 4“ , que dans le 
cas ou r — x= 1 , & t = i , la formule précédente fera changée en celle-ci : 

Ayant pris deux nombres r £5* s, dont la différence foit i , faites r’na, 
s’ = b, £3’oe«2a-l-2b-+2 = c,£j‘ vous aurez trois nombres y a, b £5*0, 
gui fatisferont aux conditions du problème. Par exemple, fuppofant f= i , 
foit r=3,& x=2; nous aurons.cn ce cas j=9,è=4, r=o ou 28: donc 
nous avons deux fuites dénombrés (G je puis lesappeller ainfi) qui fatis- 
feront au problème , favoir, o, 4 &p, & 4, 9 & 28; car les nom- 
bres 
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bres étant trouvéj, il n’importe guétea en quel ordre on les place:) & 
quoique la première fuite, favoir o, 4 & 9 ne foit ici d'aucun ufage, 
elle ne laifle pas de pouvoir fervir ailleurs : pour ce qui efl: de l'autre fui- 
te, 4,9 & 23. on verra aifément qu’elle rèfout le problème: 

4x 9-f-4-t- 9= 49 le quarrè de 7. 

4x28-1-4—1-28=144 le quarrè de 12. 

9 X 28 -f9 -1-28 = 289 le quarrè de 17. 

S c H 0 L I 1. 

Si l’on propofe de trouver trois nombres tels T que fi du produit de ces 
nombres pris deux à deux on fouftrait t fois leur fumme, les rejles /oient tous 
des nombres quarrés, on aura ce qu’on demande, pourvu qu’on change le 
ligne qui précédé t , dans les différentes expreflions du précédent pro- 
blème: mais il faut remarquer ici, que comme n efl égal à ]g 

r — I 

changement qui arrivera au figne de t, n’affedlera point b; car que t 
foit affirmatif ou négatif, t‘ n’en fera pas moins lamêmegrandeur. Chan- 
geons préfentement le figne de t dans les différentes expreflions du pro- 
blème précédent : dans ce problème nous avions a=n-f r— r; donc dans 
celui-ci nous avons a=n— l-r— 1-f: dans l’autre problème nous avions 
b=n — s — f, donc dans celui-ci nous avons ê=n-rH-r: dans l’autre 
problème nous avions c^r—s—f, donc dans celui-ci nous avons 
f=r— r— t-t» ou r — r-(-f-(-4B: nous inférons de tout cela, que fi 
Fon trouve trois nombres gui fatisfaffint au quatorzième problème, qu’à 
chacun df ces nombres on ajoûte 2t, on aura trois nombres qui fatisferont aux 
conditions de ce problème-ci. ’Vzc exemple, les nombres 4, 9 & 28 ont été 
trouvés conformes aux conditions de l’autre problème, où t étoit fuppo- 
fé égal à I ; ajoûtez à chacun de ces nombres 2» , c’efl-à-dire 2 , & vous 
aurez 6, ii & 30. pour fatisfaire aux conditions du problème. En voici 
la preuve : 

6 x 11 — 6 — II— 49 le quarrè de 7. 

6x30— 6 — 30=144 le quarrè de i2. 

11x30—11 — 30=289 le quarrè de 17. 

L’autre fuite de nombres pour le problème précédent étoit o , 4 , & 9 ; 
ajoùtez 2 à chacun , & vous aurez les nombres 2 , 6 & 1 1 pour celui-ci ; car 

2x 6 — 2— 6 — 4 le quarrè de 2. 

2x11 — 2 — 11= 9 le quarrè de 3. 

6x11— 6— 11=49 le quarrè de 7. 

D'où il fuit que le nombre 2 fera toujours un de ceux qui réfolvcnt le 

pro- 
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problème quelles que foient les valeurs de r .& de r , pourvu qu’el- 
les ne différent que de l’unité. 

P K O B L B M B 15. 

’ Qui ejl U quatorzième du troiftème Livre de Diophante. 

241. Trouver trois nombres tels, que fi au produit de ces nombres pris deux 
à deux, on ajoute i fois le troiftème , toutes les fommes qui en rèfulteront foient 
des quarrés. 

• Solution. 

Que les trois nombres cherchés foient aj> & c, & les conditions du 
problème feront exprimées par ces trois équations } 

lire, ab-^te=0, • 

2 de, a c-+tb=0, ' . ' 

3<nie, Jc-fro=D. - ■ . , - 

Retranchez la fécondé équation de la première , c’eft-à-dire ac-f 
de ab-htc, & le. rette fen ab — ax-+tc~t6; mais le refie a J— a c 

— hrc— f fr eflle produit du nombre a — t multiplié par b—e, & la demi- 
fomme de ces multiplicateurs a-t & b— c efl *~^*~^~^ ,&lademi- 

différence efl ; de -plus , retranchons la troifiéme 'équa- 

tion de la première, c’efl-à-dire retranchons bc-d-ta de ab-+tc, 
& le refie fera ab — hc-+tc -+ta , produit de a-c multiplié par 
. ÏZf ; or la demi-fomme de ces deux multiplicateurs auffi efl ^ 

& leur demi-(fifférence Si on fuppofant préfentement 

le quarré de la demi-fomme (qui efl la même dans les deux cas) égal 
à la première équation , il y a moyen d’avoir par-là une valeur ratio- 
nelle de e , il efl manifefle que tous les trois nombres feront des quaT- 
rcs* le premier pour être égal au quarré de la demi-fomme, & les deux 
autres pour f-tre égaux aux quarrés des deux demi-différences. Mais afin 

d’abréger l’expreflion , dans la demi-fomme faifonsa-fS 

— t=d & la demi fbmme des multiplicateurs fera , & le quart 

de cette demi-fomme fe trouvera être rr— 

cc — a c J-+dd , & nous aurons cV — 2ci-{-di=4a 6-+ 4f », 

&cc— 2 cd— 4 ct-i-dd= 4 ab, &cc'—2cd—dcj=4ab—dd: orc’efl-là 
Tome IL” . ^ 
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une éqnadoa du lècond dogré, dans bquelle la ^fuantké c peut <tre con< 
fidérée comme l’inconnue, & — i— 2» Coinme la qioicié dU fnp fflrJpn» 
du fécond terme; ajoûces le quarré de cette moitié des deux côtés, & 
vous aurez 2cd—4<rf-l-dd-+-4id-f-4ff=4a6-f4sdH-4x»/ mais 
ainfl Ajbllituez cette valeur de d dans le fécond membre 
^ l’équation ^b-+ & vous aurez 4a6-+4ra-+ ^ib'; donc 

fc — icd— 4ft— t-dd-f4rd— f-4tr = 4rt5-f4ïa-+4ft* donc pour que 
cette équation ait du fens , il faut que aât b Ibient déterminés de façon , 
que 4ai-f 4ra-l-4f t forment un nombre quarré. Que les mêmes valeurs 
Ibient alügnécs aux nombres b & n que dans le i4éms problème, & 
l’on aura (comme-là)ia6-+fa-ff S= b', & 4ai-+4faH-4ti=4n', & 
f c — 2cd— 4ff— f-dd-f 4Td-f 4tl=4»i*; tirez la racine quarrée des. deux 
membres de l’équation, & vous aurez<— d — 2f;=^2», &c=d-f2S 
^2n=a-^-b—t-+2t +;2«=a-f 6-f an; mais a-+6-ft^2n ex- 
prime ks deux valeurs de c dans le i4éme problème ;par-conféquent trois 
sombres, quels qu’ils foient , qqi réfoudront le 24^106 problème, ré- 
foudront pareillement celui-ci ; donc cçs deux problèmes pourront 
être réunis en un feul , & la même folution fervira pour tous deux , 
comme nous allons le faire voir. 

PXOSIXMX. 

* ' • • 

Trouver troh nombres tels ^ que ft au produit de ces nombres pris deux à 

deux 'on ajoute t fois leur fomme, ou t fois k troifiéme nombre, les fmmes 
<qui en viennent , foim toutes dot nombres quarrds. 

Solution. 

' Trouvez trois nombres à F aide de la formule du quatorzième problème, ou 
du fcholie ajouté , if ces trois nombres réfoudront ce double problème - ci. 
Comme par exemple, les nombres 4,9 & 28 font tels que fiau produit 
de ces nombres pris deux à deux, on ajoôte leur fomme Ou le troifiéme 
monbre, les fommes qui en viendront, feront toutes des quarrés: car 
^ I". 4X 9-i-4-f 9= 49, & 4x 9-t-28= 64; 

2°. 4x28~+-4-H28 = i 44, & 4x28-4- 9=121; 

' 3". 9"x28-t-9-l-28 = 28?, & 9x28-4-4=256; 

qui font tous des nombres quarrés. 

Outre cela, dans lefcholiè du problème précédent, où t a été fuppo- 
fé égal à — I , les nombres trouvés par cette formule étoient 2 , 6 , & 1 1 ; 
'dohe les nombres “2 , 6 & 1 1 font tels , que 'fi du produit de ces nombres 
.pris deux à deux, on retranche leur fommè,ou le troifiéme noitbre , les 
selles feront tous des quarrés : car_^ , 10. 2 x 6 
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I», 2X fi— 2— fi= 4, & SX fi— II— i;' 

a*, axii^s— n= P, & axii— 6=i6; 

3 *, fixii— fi— 11=49, & fixii— 3 = fi4. 

Ce font -là de tnen^eilleufes propriétés des trois nombres cherchés ;<St 
ce qui rend la chofe plus étonnante encore, efl: l’infinie variété des fo- 
lutions dont ces problèmes font fufceptibles , & qui font toutes exprima- 
bles en nombres entiers. Diopbatâe n’a donné dans le quatorzième problè- 
me aucune démonftration du théorème , dont toutes ces folutions" font 
dérivées, mais fuppofe le théorème déjà prouvé par un porifme qu’il avoit 
lui -même démontré dans un antre endroit: malheureufcmcnt ces porif- 
mes font perdus , ou du-moins n’ont jamais été publiés. Bachet à-la-vé-' 
rité dans les propofitions feiziéme & dix-feptiéme de fon fécond Livre 
de porifmes,nou$ a donné des démonAradoqs, telles quelles dcf théorè- 
mes du quatorzième problème , & du fcholie: mais premièrement, il ne 
démontre qu’un feul cas de ces théorèmes, favoir, quqnd t=:r— x; & de- 
plus, il n’en donne que des démonibations fynthétiques, & fi abomina- 
blement embarraflees avec cela , que dans chaque démonftration il em- 
ployé toutes les lettres deJ’alphabet, à l’exception des lettres i & O, 
pour défigner les quantités dont il a belbin;& notré compatriote Kerfey 
ne s’en eft enfuite guéres mieux tiré. Or je voudrois bien favoir fi quel- 
qu’un, tant foitpeu au fait de ces fortes de matières , pourra fe contenter 
de pareilles démonibations ; & c’eft ce qui m’a déterminé à prendre la 
liberté de traiter plus analytiquement ces deux derniers problèmes & le 
douzième , & de m’en rapporter au.jugement des Connoifteurs , fi dans des 
cas de ce genre cette méthode n’eft pas la plus- naturelle. 

PROBLEME ifi. 

Qui tjl le vingtième du troiJUme Livre de Diophante. ' f 

14Î. Trouver deux nombres tels, que chacun ^eux, leunfumme étant 
fiparèment ajoutés au produit de leur multiplication, les trois nombres qui en 
réjuhent Joient tout des quqrrét. . * 

_ Solution. 

Mettez X pour un des deux nombres cherchés ; cela étant comme ce 
nombre & le produit de la multiplication des deux ajoûtés enfemble doi- . 
vent faire on quarré , que ce quarré foit x x ; ( & l’on auroit pu également 
le défigner par 4xx, pxx, &c.) en ce cas le produit des deux nombres 
cherchés fera xx— x; & par conféquent comme x repréfente déjà un des 

F a nqip- 
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nombres cherchés, l’autre devra être i-f i , & ainfi une des conditions 
du problème fe trouvera remplie: de-plus, fi à xx~-s , produit de leur . 
multiplication, efl: sqoûté l’autre nombre ï--i,nous aurons xx—t; & 
fi au même produit xx—s on ajoûte la (bmme des nombres 2*^1, nous 
aurons x *-(-* — i : or fuivant les autres conditions du problème, ces 
deux nombres, favoirxx— i &xx-fx— i doivent être dès nombres 
quarrés. Pour les rendre tels, retranchez un des nombres de l’autre, & 
la différence fera x: la grande difficulté eft de réfoudre cette différence 
en deux multiplicateurs tels, que le quarté de la demi-fomme de ces mul- 
tiplicateurs étant fait égal au plus grand nombre, donne une valeur ra- 
tionelle pour x; car alors<ant xx -+-x — i , que xx— i, feront de vrais 
quanés : décompofons donc la différence £n deux multiplicateurs indé- 
terminés , favoir z & -î- , & leur demi - fomme fera — — I- JL z , & 



as 



nous aurons pour quarré de cette demi-fomme ~ — I- .1 x-1- -iz*=:x* 

2 4 

-4 X — I : on voit clairement ici , que cette équation ne fauroit nous me-' 
ner à quelque chofe , à-moins que z ne Ibit up nombre tel que -il. foit 

égal à X* ; mais fi eft: égal à x» , il s’enfuit que ^ étant retranché 
d’un des membres de l’équation , & x= de l’autre il reftcra une fimple équa- 
tion pour déterminer la valeur de x : foit donc ■— = x* , & nous aurons 

z, un des multiplicateurs égal à & par confcquent — , l’autre 

multiplicateur, égal à * 6u 2x, & ainfi les multiplicateurs, dont nous 
* 

avons befoin, feront 2x & 

Ceci étant trouvé, recommençons l’opération , &,au-lieu de décom- 
pofer la différence x en deux multiplicateurs z& ~ , prenons les mul- 
tiplicateurs i & 2x, & leur fomme fera îx-f r, & la moitié de leur 

fomme fera'ax-l- J, & le quarré d« cette moitié fera xx-f- i-x-f -- 
• 4 ’ 2 16 

= xx -l- X — I ; retranchez xx de l’un & de l’autre membre, & vous au- 
rezL x-1- JJ =x— I ; donc x, un des nombres cherchés eft égal 

à & par conféquent x — i , l’autre nombre cherché, égal à ; ain- 

fi ^ font des nombres tels que les exige le problème j car le pro- 

duÿ dè & de eft , & leur fomme eft 
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ifl^. 2lûuî«^=^ lequarréde 4;&enfin 
64 ® 04 04 •* O 

Pboblemk 17. 

Qw ejl le quatrième du quatrième Livre de Diophante.’ 

243. Trouver deux nombres tels, que Ji au quarrè du premier nombre £ÿ 
à fon cCti on ajoute le fécond, il en naijfe le quarrè d'un troijiéme nom- 
bre Ê3* fon côté. • 

Solution. 



Soient a: & y les deux nombres cherchés. Suivant la condition du pro- 
blème, fi l’on ajoûte y à ** & *> la première fomme fera un quarrè, & 
l’autre fomme fera le côté de ce quarrè; donc xa;— hy eft un quarrè, & 
X H- y ell le côté de ce quarrè ; par confèquent le quarrè du dernier fera égal 
au quarrè du premier , c’eft-à-direxx-f axy-(-yj=xx-t-y ; donc 247-+ yy=y, 
&(divifant toute l’équation par y) 2x^y=i, c'ell-à-dire , y = i — 2x; 
par confèquent fi l’on prend pour x quelque fraftion plus petite 
que & que y foit fait= t — 2x, oji aura les valeurs de x de de y qui- 
font les deux nombres cherchés. Par exemple, foit x=rj, en ce cas 

I— 2xouy=i: maisfi«=|, nous aurons xx= & il nous refie- 
ra à examiner, fi en ajoûtantyà-^ & à j , il en rèfultera un nombre 
quarrè & fon côté: or nombre quarrè; & î — (-2=1. 



côté du quarrè 

*5 

A’. B. La raifon pourquoi x doit être fait plus petit que \ efl, afin que 
I 2x ou y puifle être une grandeur affirmative. 



PROBLEME 18. 



Qui ejl le cinquième du quatrième Livre àe Diophante. * 

244. Trouver deux nombres tels, que ft au quarrè du premier £3* à fin 
côté on ajoûte féparèment le fécond nombre, il en naijfe deux nombres, 
dont le fécond foit un quarrè, qui ait pour fin côté le premier nombre. 

N. B. Ce problème efl l’invcrfc du précèdent. 

F 3 SoLu- 
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SOLUTIOK. 

Soient x & y les deux nomtees cherdiés, & que » foit le côté du 
quatre qui doit naître de l’additiofl de y au quàrré de x ,& les conditions 
du problème fourniront les deux équations fuivantes. 

X*— hy=n, & 

X -+-y=fi*. 

La première équation donne y=«-»x’, &la fécondé donne yern* — x>. 
donc n — x»=n*— x; mais c’À-Ià une équation du fécond degré, d’où 
il n’cft pas poffible de déduire une valeur rationelle de,x, excepté dans 
quelques cas par hazard. U faut donc tenter la chofe autrement; pour cet 
effet , au - lieu de n , que ce foit n x qui repréfente le nombre né de l ad- _ 
dition de y au quarré de x, & les équations feront 
x»-(-y=:BX, & . 

X— t-y=n«x. . , 

La première équation donne y=nx— x*, & la fécondé donney = «’s(* 
— x; par conféquent nx— x»=n>x» — x; en divifant les deux membres 
par X nous aurons n — x = »* x — i , qui efl une équation fimple , & don- 
ne x = ; d'où réfulte la formule fuivante 

Prenez quelque nombre phu grand que runité, £j* nommez-k n ; fuit faites 
I , fS xxn — x^=y, 0* les deux nombres eberebés feront y. 

Par exemple , foit n = 2 , en ce car nous aurons ou x = j , & x x »-x 

ou 7 ~ nombre qui doit être élevé au quarré eft 

i, & celui qu’il faut ajouter eft or le quarré de y eft : vo- 
yons donc li étant ajoûtés à -^&à— , il en réfulte deux nombres 
dont le fécond foit un quarré qui ail pour fon côté le premier: or 
^ ajoûtés. à ~ donnent ou ajoûtés à y ou don- 

nent JJ- } donc Ij eft un nombre quarré dont la fraftion y eft le côté. 

N. B. La raifon pourquoi n doit êtrefuppofé plus grand que l’unité, 

. eft, afin que y ou x x n— x puiffe être affirmatif : car lî.x x n— x eft af- 
firmatif, B — X doit être affirmatif auflî , c’eft-à-dire que «— x doit 
être plus grand que o, & b plus grand que x; mais x= 

donc B doit être plus grand que ; mukipliez les deux quantités 

par 
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par n* -f I , & vous aurez »» —H» plus ^nd que n H- 1 ; retranchez h 
des deux côtés, & n* fe trouvera plus grand que i ; d’oû il fuit que is 
eft. plus grand que i. 

PnoiLiKi ip. 

tjl le treiziéme du quatorzième Livre de Diophante , appliqué à des 
quarrés audieu de cubes. 

245. Trouver deux nombres Seb, que k quarré du premier étant ajoûté au 
fécond, /oit égal au qtarré du fécond ajoûté au premier. 

S O l TJ T X T) N. 

Ayant pris deux nombres connus a & b, dont a foit le plus grande 
que ax & bx repréfcntenc les deux nombres cherchés, dt vous aurez 
par l’hypothéfe; réfolvez cette équation, & Â 

viendra x= divifez le numérateur & le dénominateur de cette 

jraclion pas a— b, & le quodent fera c = -- j - ■ ; donc ax =: — , & 
hx = dcpuirquela fomme de ces deux nombres fera toujours 

«11 I , que les nombres a & b foient ce qu’ih voudront, nous au- 

a-+i 

rons la formule fuivante: . , 

Divifez T unité en deux parties pielconques, fes deux parties auront la 
propriété que le problème exige. Par exemple, que les deux parties foient 

J & *1 : or fl à ^ quarré de la première partie on ajoûté la fécondé 
partie y ou il viendra d’un autre côté, fi à -^quarré de la fé- 
condé partie on ajoûté la première partie ou , on aura , comme 

auparavant. Pour rendre la folution générale , que les parties foient x 
ôci~x: fiàxx quarré de la première partie on ajoûté la fécondé par» 
lie i — x, il viendra i— x-hxx: de-même fi à i — 2x-f-xx quarré de 
la fécondé partie on ajoûte la première partie x, on aura i— x— |-xx, 
comme auparavant. . 

Ce problème pourroit être propofé plus myllérieufement de la manière 
fuivante: Trouver un nombre tel, qu’étant divifé en deux parties quelconques. 
Je quarré de la première partie pba kl fécondé , foit égal au quarré de la fecon^ 
de partie plus la première. 
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PROBLEME ao. 



Oui ejl le quatorzième du quatrième Livre de Diophante. 

2|5. Trouver deux nombres tels , q'te non feulement chaque nombre ^ mais 
aujjî leur fomme leur différence , fi on les augmente- de Tunité, f oient dei 
quarrès. • ' * 

Solution. 

Après avoir pris quelque quantité indéterminée x , multipliez-la par 
quelque nombre plus grand que l’unité , par exemple 3 ; ajoûtez enfuite 
au produit 3 * l’unité, & de. 3 *-+i comme racine formez le quarré 
pxjc -+ 6 * -f I ; cela étant, il paroît manifellement, que fi l’on défi- 
gne le premier nombre cherché parp**— H 6 *, la première condition 
du problème fe trouvera remplie , à caufe qu’en ajoûtant l’unité à* Cette 
grandeur, on aura un quarré. Prenons à-préfent quelque autre quarré 
indéterminé comme y y; & fi l’on repréfente le fécond nombre cherché 
par yy — I > la fécondé condition du problème fe trouvera pareillement 
remplie. Mais fuivant cette manière de défigner les grandeurs , la fomme 
des deux nombres cherchés fera pxï— l- 6 x-+yy — i ; & puifque la 
troifiéme condition du problème exige, que cette fomme augmentée de 
l’unité foit un quarré, nous aurons 9 xx-féx-l-yy= □; nommez ce 
quarré sz: puis donc que çxx-i-6x-+yy=zz, il faut que y y 6c zz 
fuient ‘deux quarrés, qui ayent pour dificrcnce pxxH-tîx; & ,par la rai- 
fon des contraires , fi nous pouvons trouver deux quarrés dont la diffé- 
rence foit pxx -f 6x , nous pouvons faite le plus petit de ces deux quar- 
rés égal à yy, & aurons fatisfait aux trois premières conditions du pro- 
blème: pour cet effet, il eft néceffaire , conformément à l'Art. 231 , 3 e 
décompofer la différence pxx— |-<5xen deux multiplicateurs, dont le pro- 
duit foit cette même différence, & puis de prendre le quarré de la moitié 
de la différence de ces multiplicateurs pour le plus petit des deux quarrés 
cherchés. Que les multiplicateurs foient px -h 6 & x , & leur différence fe- 
ra 8 x-l- 6 ,&la moitié de leur différence 4 X- 1 - 3 , dont lequarré eft i6xx 
M- 24 *'+ 9 > faites donc yy=i 6 xx-f 24 x-fp, & vous aurezyy— i le 
fécond nombre cherché, égal à iéxx-|- 24 X-l- 8 . Ainfinous avons deux 
manières indéfinies de repréfenter les deux nombres cherchés , favoir pxx 
— f-éx & téxx-f 24X— (• 8 ,&il ne refteplus qu’une condition du problè- 
me à remplir, qui eft, que la différence de ces deux derniers nombres aug- 
mentée de l’unité foit aufli un quarré ; retranchez donc ce dernier nom- 
bre" pxx H- éx du plus grand iûxx-+- 24 x-f 8 , à la différence fera 

“XX 
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jxx H- 1 8* ^ 8, laquelle étant augmentée de l’unité doit former un nombre 
quané. Or il paroît manifeflement par la nature de l’opération précédente 
que le dernier membre de ce nombre , qui dans le cas préfent eft 9, fera dans 
tous les cas quelque nombre quarré, & par cela même on peut aifement ima- 
giner quelque racine, qui multipliée par elle-même donnera un tel quarré; 
^ns le cas préfent , comme le dernier terme eft 9 , dont la racine eft 3 -, la 
racine du quarré en queftion pourra être 3* — 3 , 4* — 3 , 5* — 3 , &c. 9 fup- 
pofons qu’elle foit 3* —3 , dont le quarré eft psrï— i8xH- 9 , & nous au- 
rons 7ÏX-+ 18*— H9=9**— i8*H-9.‘ la folution de cette équation don- 
nera x=i8; donc pxx— l-6x, ou px -1- 6 x x feront égaux à 3024, & 
i6xxh-24X, ou i6x— t-24 X * égaux à 5616; d’où il fuit que i6xx 
-H-24X-+-8 feront égaux à 5624: par conféquent les deux nombres cher- 
chés font 3024 & 5624, dont la fomme eft 8648 ,& la différence 2doo; 
& fi à ces quatre nombres nous ajoûtons l’unité, nous aurons, i“. 3025, 
quarré de 55; 2*. 5625, quarré de 75; 3*. 8649, quarré de 93; & 
enfin 2601 , quarré de 51. 

N. B. 11 eft manifefte que la quantité indéterminée x doit, au com- 
mencement de cette folution , être multipliée par quelque nombre plus 
grand que l’unité; car fi l’on fuppofoit le multiplicateur égal à i ,& qu’on 
raifonnât précifément de -même qu’on a fait, y fe trouveroit égal à l’u- 
nité, &yy—i, ou le fécond nombre, égal à rien. 

P R O B L £ K E 21. 

Oui ejl le trente-deuxiime de ce genre dsns f Algèbre de Kerfey. 

247. Trouver trois nombres tels, que Ji au quarré de chacun on ajoute la 
fomme des deux autres , les nombres qui en rèfulteront /oient tous des quarrés. 

Solution. 

Le quarré de x-f ï eft xx -f 2X -|- 1 ; d’où il fuit , que fi nous nom- 
mons le premier nombre x, le fécond 2x, & le troifiéme 1, la premiè- 
re condition du problème fera remplie ; car en ce cas xx , quarré du pre- 
mier-nombre, formera avec 2x H- 1 > fomme des deux autres , la quan- 
tité xx-f 2 x— cil filrement un quarré. Mais le quarré du fé- 
cond nombre, augmenté du premier nombre & du troifiéme, doit auflî 
être un quarré , c’eft-à-dire , fe nombre 4xxH-x-t- 1 doit être aufli un 
quarré; & enfin le quarré du troifiéme. nombre, augmenté du premier 
nombre & du fécond, c’eft-à-dire, la quantité 3X-M, doit pareille- 
ment former un nombre quarré; donc fi nous voulons fatisfaire aux deux 

Tome IL G der- 
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dernières conditions du problème , nous devons réfoudre ces deux équa- 
tions , ravoir , 3* -+ 1 = □ , & 4** -+ * -M = □• Ces deux équations 
font d’une autre forme que toutes celles qui ont été réfolues jufqu’à-pré- 
fent : cependant on peut aifément en venir à bout , en s’y prenant de la 
manière fuivante ; nous fommes les maîtres de choHîr pour la plus 
petite des deux quantités 31 -+i &4 *xH-ï-h celle que nous vou- 
lons; retranchons , donc 3*-M de4xïH-i-f i, & la différence fera 
4SX—2X; ainfi par l’Art. 231, nous devons Gmplement trouver deux 
quarrés, dont la différence foit 4SX—2X; & égalant enfuite 31 -M 
au plus petit de ces deux quarrés, ou 4xx— au plus grand, 
nous aurons dans les deux cas la même valeur de x. Or la différence 
4x1— 2X ell le produit de 4X— 2 multipliés par x, & la différence entre 
ces deux multiplicateurs 4X — 2 & x ell 3X— a,& la moitié de leur dif- 
férence I ; donc par l’Art. 231 , le nombre ^ — i eft le côtédu 

plus petit quarré cherché : c’efl: ce qui nous donne cette équation , 3x-f i 
=Jxx — 3X-4-1; réfolvez cette équation, & vous aurez x=*; donc le 

premier nombre ell j , le fécond -y ,& le troiliéme i ; & ces nombres 
fatisferont aux conditions du problème: car ~ quarré du premier, avec 
^ fomme du fécond & du troiüéme, font , quarré de de-plus, 
^ quarré du fécond nombre , avec — fomme du premier & du troi- 

fiéme, font ^ quarré de ; & enfin, 1 , quarré du troiGéme,avec S 
fomme du premier & du fécond, font 9 , quané de 3. 

S c H O L I E. 

Voici un autre exemple de cette efpéce d’équations, dans lesquelles 
quelques grandeurs font égales à des quarrés : On demande une valeur de 
X telle, que tant 8X-+4 que 3XXH-9 /oient des nombres quarrés. 

Cette forme diffère tant foit peu de la précédente, à caufê de l’éga- 
lité des grandeurs qui y occupoient les places de 4 & de 9, que je nom- 
merai les termes, abfolus ; cependant comme 4 & 9 font des nombres 
qua'rrés, il fera aifé de réduire les équations de ce feholie à la même forme 
que celles du problème, en s’y prenant de la manière fuivante: multi- 
pliez la première quantité 8*-+4 par 9 terme abfolu de la leconde, & 
le produit fera 72X-436; multipliez aufli la fécondé quantité 3xx-f 9, 
par 4 terme abfolu de la première quantUé,&le produit fera I2xx-f3<5: 

cela 



Digüized by Coogic 



ELEMENSD’ALGEBRE. Si 

ce!a étant, il eft manifede, (]ue fi le nombre 721 -f 36 efl un quarré, 
le nombre 8* -+4 le fera aufli, à caufe que la dernière quantité n’efl 
autre chofe que le quotient de la première divifée par 9 ; & perfonne 
n’ignore que fi l’on divife un quarré par un quarré , le quotient eft un 
quarré: c’eft ainfi qu’on a prouvé, que fi 12XX-+36 forment un nom- 
bre quarré, 3XX-+9 doivent l’être aulîi, la dernière de ces quantités 
étant le quart de la première: ainfi laifiant-là l’autre queflion , voici com- 
ment on pourra exprimer celle-ti: Trouver un telle valeur de x, que tant 
•22X-i - ^6 que i 2 xx-\- ^ 6 /oient des nombres quarrés, les grandeurs ayant 
préféntemenc la même forme que dans l’article précédent. Or la diffé- 
rence des deux quantités qui doivent être égalées à des quarrés,elt i2xx 

— 72x; & ce qu’il s’agit proprement de favoir eft,. quels font les mul- 
tiplicateurs dans lesquels cette différence doit être décompofée , pour 
que le quarré de la demi-différence de ces multiplicateurs puiffe être égalé 
au nombre 72X ^ 36 par une (impie équation : pour réfoudre cette efpéce 
de problème , foh zx un des naultiplicateurs , & l’autre fera ”**~^^* 

ou ?- ; donc nous aurons pour différence des multiplicateurs ~ 

— zx— niais comme le guarré de la mçitié de cette différence doit 

être égalée au nombre 72 xh- 3<S par une (impie équation, il eft clairque 
le nombre 36 doit aufli entrer dans le quarré de cette demi-différence; 
d’où il fuit, que 6 racine quarrée de 36 doit entrer dans la moitié de la 
différence des multiplicateurs, & 12 dans la différence entière; d’où 

nous tirons enfin cette conféquence,que dans la quantité ~ ~ > 

le dernier terme -^.doit être égal à 12; donc z = 6 & zx= 6 x ; donc le 
nombre 6x doit être un des multiplicateurs dans lesquels la différence 
12.TX — 72X doit être décompofée; ainfi pour trouver l’autre multiplica- 
teur ,je divife la grandeur entière I2xx— 72X par 6x, & le quotient eft 
îx — 12; par conféquent les deux multiplicateurs cherchés feront 6 x & 
2x— 12, dont la différence eft4x-4-i2, & la demi-différence 2x-f d, 
dont le quarré eft4xx-f 24X -436= 72x-f 36; réfolvez cette équation, 
& vous aurez x= 12; cela étant, les nombres 8x-44 & 3 rx —49 fe- 
ront l’un & l’autre des nombres qiiarrés; car le premier fera 100 quar- 
ré de 10, & lcdernier44i quarré de 2t. 
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L 1 M M E. 

2 .|S. So:ent ^ frayions , qui ayent touW pour dcnomituh 

te.ir un quarré , £f que la nature de ces fractions fois telle, que leur fomme, 
en les prenant deux à deux, foit un quatre: je dis , que fi Ton efface le déno- 
minateur commun , les numérateurs ne laijferont pas de conferver la même pro- 
priété: par ex. fi ^^=D, -^ = P, 

a-l-b = D,b-;»-c=0,{ÿ c-+a = Q Je dis de-plus , que fi 

en raifon quelconque, a — b fera à b — c précifément en même raifon. 

Toutes CCS alTcrtions font û claires qu’elles n’ont pas befoin de démon' 
Rration. 

L s M M B. 

249. Qu'il y ait trois nombres, a,b fj* c, Êf trois aturef nombres corref 
pondons , comme d , e 6f f , que Texcès de a par deffus b ait la même rai- 
fun à Texcès de b par deffus c, que à—e a par dejjus e— f: dis en ce cas, 

que fi c dernier nombre dans une des fuites efl égal à f dernier nombre dans 
loutre que b terme moyen dans la première fuite foit égal à e terme moyen 
dans la dernière, a premier terme dans T une fera égal à d premier terme dant^ 
[autre i £5* par conféquent que fi d e font des nombres quarrés, b fe- 
Tant tels au^. 

Car puisque par l’hypothéfe , a — i efl; à i — ccommed— r eft à e—f, 
& puisque i = « & f=/, nous aurons b—c=e — f, c’eft-à-dire, les 
deux conréquens de la proportion précédente feront égaux, & par cela 

même les antécédcns le feront pareillement, c’eft-à dire, a — b=d «; 

retranchez les quantités égales & — f des deux membres de l’équation, 
& vous aurez a=d. C. Q. f. D, 

Exemple. 

Que les nombres propofés foient 8*-t-4, <Jx-+4 &4, & que les 
nombres correfpondans (oient 64, 49 & 4, il eft manifelle que ox ex- 
cès de 8* -+ 4 par deffus -*-4 , eft à 6* excès de 5x 4 par delTus 

4, comme 15 excès de 64 par deffus 49 , eft à 45 excès de 49 pvdef^ 
fus 4; il eft clair auflî que 4 eft le dernier terme de chaque fuite, & par 
conféquent lî l’on fait le terme moyen 6x-f4 éans une fuite égal i 49 
dans l’autre, le nombre 8*— f-4, qui eft le premier dans une fuite, doit 
néceffairement être égal au nombre 64., qui eft le premier dans l’autre; 
& comme 64 & 49 font l’un & l’autre des nombres quarrés , il s’enfuit 

que 
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que 8*-f 4 & <S*-f 4 Teront, dans la fuppofition que nous avons faite, 
auflî des nombres quarrés , je veux dire dans la fuppofition de 6c -4- 4 
= ^9: c’eft ce qui eft évident par la démonftratiun du lemme, & l’on 
peut d’ailleurs s’en affurer par le calcul ; car fi 6c -{-4 = 49, nous aurons 
c=7i; &fi c = 7i, nous aurons 8 *- 4 - 4 =<S 4 - 

P K O B L E M E 22 . 

> ejl le quarante -cinquième du quatrième Livre de Diophante. 

250. Trouver trois nombres tels, que f excès du plus grand par dejjus le 
moyen /oit à texcès du nombre moyen par dejjùs le plus pet.t en raifon donnée , 
fuppofons comme 3 i i ; ds plus que la fimme de ces nombres pris deux 
à deux foit un quatrè. 

Solution. 

Puisqu’en prenant deux à deux les trois nombres cherchés , la fomme 
de chaque paire doit être un quarré , que le nombre moyen & le dernier 
ajoûtcs enfjmbie faflent 4 ; ainfi le nombre moyen feul devra être plus 
grand que 2 ; car s’il étoit égal ou plus petit que 2 , il feroit égal au plus 
petit nombre, ou moindre que ce nombre , ce qui ell abfurde: nommons 
donc le nombre moyen cH- 2 , & après avoir retranché ce nombre de 4, 
le relie 2 — c repréfentera le plus petit nombre, & l’excès dec -f 2 nom- 
bre moyen par deflus 2 — de plus petit, fera 2c; donc l’excès du plus 
grand nombre par delTus le moyen fera 6c , & le plus grand nombre loi- 
même fera 7c -f 2 ; ain fi les noms des trois nombres cherchés feron 1 7c -f 2 , 
i_)-2&2 — c,& deux des conditions du problème fe trouveront remplies; 
car l’excès du plus grand nombre par delTus le moyen fera à l’excès du 
moyen par dcfius le plus petit comme 3 à i ; & outre cela la fomme du 
nombre moyen & du plus petit forme un quarré ; mais le plus grand nom- 
bre & le moyen ajoùtés enfemble, de-même que la fomme du plus grand 
& du plus petit , doivent être des quarrés ; or le plus grand nombre & le 
moyen font 7c -f a & x-f 2 , lesquels ajoùtés enfemble font 8c — 1-4; <Sc 
le plus grand & le plus petit nombre font 71 -f 2 & 2 — c , qui ajoùtés enfem- 
ble font 6c— »-4;donc 6c -I-4 & 8c -+-4 doivent être des nombres quarrés. 
Réfolvons donc premièrement cette égalité doublée fuivant la méthode or- 
dinaire , & voyons quelle en fera la conféquence: la différence entre les deux 
quantités , qui doivent être égalées à des quarrés eff 2z ; par conféquent nous 
devons trouver deux quarrés dont la différence foit 2x, & puis trouver 
la valeur de c en égalant 6c— 1-4 au plus petit, ou 8c-|-4 au plus grand 
de ces quarrés; c’eft ce qui peut fe faire par l’Art. 231 , favoir, endé- 
compofant la différence 2c en deux multiplicateurs j dont la demi-diffé- 

G 3 rence 
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rence (m le côté du plus petit quarré cherché.-' Voici comment il faut 
s’y prendre pour déterminer ces multiplicateurs ; dans les quantités , qu’il 
s’agit d’égaler à des quarrés, favoir, 6X-+4 & 8X-+4, les parties nu- 
mériques font 4 & 4, qui font des nombres quarrés ayant pour racines 
2 & 2 ; donc 2 & 2 doivent être les parties numériques de la demi-fom- 
me ic de la demi • différence des multiplicateurs dont les quarrés doivent 
être égalés à] 8* H- 4 & à 6x-f 4, afin que le nombre 4 étant retranché 
des deux membres de l’équation, puiffe laiffer une équation (impie pour . 
déterminer la valeur de * ; mais fi 2 efl la partie numérique de la moitié 
de la différence des multiplicateurs, le nombre 4 fera en ce cas la partie 
numérique de la différence totale, &doit être par conféquent un des 
multiplicateurs dans lesquels il falloit que la différence 2x fût décompo- 

fée ; & l’autre multiplicateur fera ^ ou ; donc la différence des mul- 
tiplicateurs fera 4 > & la demi-différence — 2, dont le quarré eft 
'Zï j;-H-4=(5x-i-4; réfolvez cette équation, & vous aurez x=ii2; 

donc n2efUa valeur dex, qui rendra <îx-(- 4 & 8 x-+ 4 deux nombres quar- 
rés : on s’en alTurera par le calcul , en conCdérant que fi x=ii2,6x-f4 
feront 676 quarré de 26 , & que 8x — f- 4 feront 900 quarré de 30. 

Mais quoique cette valeur dex réfolveTégalité doublée 6x-i- 4=0 & 
8x -+ 4 = □ , elle ne réfout point pour cela le problème , à canfe de quel- 
ques reftriétions qui s’y trouvent, & auxquelles il n’y a pas eu moyen d’a- 
voir égard dans l’égalité doublée telle qu’elle vient d’être réfolue. Comme 
par exemple, le dernier nombre étoit repréfênté par 2— x; mais fi x= 1 12, 
ce dernier nombre 2 — x fera négatif, ce qui eft contre l’intention du 
problème: outre cela, le nombre moyen étoit x— f-2; mais fix = ii2, 
*— 1-2 (ce nombre moyen) fera 114, au-lieu quele nombre moyen ÿt 
le dernier ne dévoient faire enfemble que 4. C’eft à caufc de cela que 
notre Auteur, qui avoit le talent de fe tirer des difficultés les plus em- 
barraffantcs, inventa une autre méthode deréfoudrecetteégalitédoubJée, 
& de fatisfaire aux limitations indiquées d-deffus. J’ai eu foin dans le 
dernier Article de préparer en quelque forte le Leâeurà comprendre plus 
aifément cette nouvelle méthode. , 

Obfervons d’abord que des deux quantités qui doivent être égalées 
des quanés, le nombre 8xH-4 furpaflè 6x-f 4 de 2x; & outre cela, 
que 6x H- 4 furpaffent la partie numérique 4 de 6x ; & que le nombre 2x 
eft le tiers de 6 x ; donc 8X-+-4, 6x-f4, & 4 font trois nombres tels, 
que l’excès du plus 'grand par deffus le moyen eft un tiers de l’excès du 

moyen 
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moyen par deflus le plus petit; fi donc nous pouvons trouver trois nom- 
bres- quarrcs , dont le plus petit foit 4, & dont l’excès du plus grand 
par deflus le moyen foit un tiers de l’excès du moyen par deflus le plus 
petit, ces .trois quarrés répondront aux nombres 8 *h- 4, <5x-f4 & 4; 
de -forte que fi l’on égale 6* -+4, qui eft le nombre moyen dans une 
fuite, au quarré moyen dans l’autre, la grandeur 8* H- 4 fera néceflai- 
rement égale au plus grand quarré, & ainfi, tant <Jx-h- 4 que 8.x -I- 4 
feront des nombres quarrés , comme nous l’avons démontré dans le der- 
nier Article : par conféquent notre premier foin doit être de trouver 
trois quarrés tels qu’ils viennent d’être décrits j dont le plus petit doit 
être égal à 4: puis donc que 4 eft un nombre quarré, que le côté du 
quarré moyen foit y-f v'40uy-f2,&lequarrémoyenferay*-f-4y_(.4, 
dont l’excès par delTus le plus petit quarré 4.', eft y^H-4y, excès dont le 

tiers eft ; ajoûtez cet excès au quarré moyen y*-f4y_f 4^ & le 

plus grand quarré fera -^y»-4- yy-f 4: grandeur qu’il faut rendre éga- 
le à un quairé: mais pour éviter les firaélions, multipliez le tout par 9, 
& le produit fera I2y*-^48y -+36: pour rendre cette dernière quanti- 
té plus fimple, divifez-en tous les termes par 'ij. , & le quotient fera 
3y»-l- i2y-4-9;donc fi l’on peut égaler ce quotient à un quarré, l’autre 
— y-f-4 feranécelTairement un quané aufli, à caufeque la pre-' 

miéne quantité étant multipliée par 4 & divifée par 9, qui font deux 
nombres quarrés , deviendra la même grandeur que la dernière. Ainfi nous 
devons trouver en fécond lieu un nombre quarré égal à 3y' — J-i2y-f 9; 
pour cet effet il faut obferver, que la partie numérique de cette quanti- 
té 3y* -f I2y -f 9 eft 9 , & par conféquent que le quarré auquel elle doit 
être égalée , doit aufli avoir 9 pour fa partie numérique, afin que l’équa- 
tion , à l’aide de laquelle la valeur de y eft déterminée , puifle être une 
équation fimple; mais fi le nombre 9 eft la partie numérique du quarré, 
il faut que le nombre 3 foit la partie numérique de la racine de ce quar- 
ré , donc toute la racine doit être 3 avec un certain nombre de y qu’il 
faudra en retrancher; mais il relie encore à déterminer quel eft ce nom- 
bre. Que Z foit "donc le coefficient de y dans la racine du la 

racine entière feras — zy,dontlequarréeftzy — 9=:^j^-^ï2y 
-f9 j réfolvez cette équation, & vous aurez y— — ' '' 

La valeur de y étant ainfi trouvée , revenons, fur nos pas , & nous ver- 
rons que le troifiéme nombre a été rçpréfenté par 2— x; ce qui prouve 
que s doit être plus petit que 2 , & par conféquent < 5 x h- 4 pitf petits 

* que 
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le nombre que 1 6 ; mais (SxH-+ doit être égalé dans la fuite au quarré moyen ; 
donc le quarré moyen doit être plus petit que i6,faracine y-f 2 moindre 
que 4. , & y moindre que 2 ; mais nous venons de trouver y égal à 

; donc la quantité efl: plus petite que 2 ,ou (ce qui re- 

gt J ’ * , »* — 3 

vient au même) le nombre 2 efl; plus grand que .multipliez les deux 

grandeurs par 22-3 & vous aurez le nombre 22 2-6 plus grand que 62-1- 1 2 , • 
& le nombre 222 plus grand que 62-Hi 8 , & 22 plus grand que 32-49 , & 2 z 
—32 plus grand que 9; ajoûtez le quirré du demi-coèfficient du fécond terme, 

fa voir & vous aurez la quantité 2 2— 32— f- Z plus grande que faites 

4 4 4 

donc 22— 32-4^=-^, &il viendra 2— 1=1, & 2 = 5; fubflituez 

préfentcment 5 à la place de 2 dans la racine du quarré auquel la quan* 
tité 3yy-+ i 2 y -4 9 doit être égalée, & la racine de ce quarré fera 
3 5y; ce qui nous donne l’équation fui vante , ajyy — 3oy-+9 = 3yy 

— 4i2y-f9; réfolvez cette équation, & vous aurez y = ^;îiinfiy— 42 

racine du quarré moyen^era , & le quarré moyen lui-même fera 

On pourroit découvrir de-même la valeur du plus grand quarré , mais la 
chofe n’efl pas néceflaire: car puifque c’étoit le quarré moyen auquel la 
quantité 62 -4 4 devoir être égalée , nous avons cette équation pour dé- 
terminer la valeur de 2, favoir, ( 52 -+ 4 =^,c’efl-à-dire,C 2 =^,& 

726' 

Ce point étant gagné , revenons à nos premières fuppofitions : le plus 
grand nombre cherché, qui étoit 72—42 fera préfentement & le 

nombre moyen, qui étoit 2 - 4 2, fera ^ , & le plus petit , qui étoit 

S— 2, fera Ces nombres- là fatisferont aux conditions du problème; 

mais fi l’on demandoit des nombres entiers , voici comment il faudroit 
s’y prendre: le nombre 726, dénominateur commun de toutes ces frac- 
tions , n’efl, pas un nombre quarré , mais plutôt le produit du nombre 
quarré 121 multiplié par 6; donc fi l’on divife tous les numérateurs & le 
commun dénominateur par 6 , les fraftions auront toutes pour dénomi- 
nateur un nombre quarré, & feront illi. 4 ^ ^ «si. Pour qu’il ii’v ait 
plus de fraéUons dans les numérateurs, multipliez tous les numérateurs, 
• & 
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& le commun dénominateur par 4 ; & comme le nombre 4 cft un quarré , 
ledénomlnateiir commun reliera un quarré , & les fraélions deviendront 

^ _S*_ fraftions'fatisferont aux conditions du problème 

tel que nous l'avons pofé d’abord .‘.mais fi nous voulions la folution en 
nombres entiers , nous devrions mettre à quartier le dénominateur com- 
mun , ce qui n’empècheroit pas que les numérateurs ne confervaflent 
toutes les propriétés requifes dans le problème , comme nous l’avons 
prouyé dans le pénultième Article: le premier nombre ell donc 7338 , le' 
feet nd 1878, & le troifiéme 58. En voici la preuve. 

I*. Le nombre 7338 '-‘i 878 ell à 1878—58 comme 5460 ell à.i8£0, 
c’ell-à-dire, comme 3 à i. 

2°. Le nombre 7338— 1-1878=9216 quarré de 96. 

3*. Le nombre 1878— h 58 = 1936 quarré de 44. 

Enfin, le nombre 58— h733S = 7396 quarré de 86. 



S c. H O L ‘l E. 



Bacbet dans fon Commentaire fur le quarante & cinquième problème 
du quatrième Livre de DiopAanfr, donne au fujet de cette égalité doublée 
la règle générale que voici : 

Qu'on demande ax— f-c=D, comme aujjl bx-f d = D ,fans qu'il 

faille s'embanaffer de quels Jignes les grandeurs a , b , c, d font affeblies ;(fque 
/a quantité ax -f C /oit plus grande bx-l d, ou du-moins que a fait pjus 
grand que b: faites = q » G* puis multipliant r excès de nx-+c par 



dejfus b X -+ d par « nombre q , £5* retranchant le produit b x -f d , nommez 
le rejle r : je dis cela étant , que fi x ou ' 3 :^ ejl un nombre quarré , la double 

égalité fera déterminable de cette fofon , fans cela point. 

Dans ces deux cas on trouvera deux quarrés tels , que f excès du plus grand 
par dejfus le plus petit devra être à f excès du plus petit par dejfus r comme i, 
e/làq;£j’bx-+d devra être égalé au plus petit quarré. Dans le premier cas, 
où r ejt un nombre quarré , y -+Vt doit devenir le coté du plus petit quarré ; 
mais dans le fécond cas , où £3* point r, ejl fuppofé un nombre quarré, yy re- 

préfentera le plus petit quarré. Cette matière fera entièrement éclaircie par 
les deux exemples fuivans. 

Premièrement donc , fuppofons qu’on veuille que 3*-f 13 & x-f 7. 
fbient des nombres quartes. Ici a=3, ^ ou f=—,& l’excès de 



Tome II. 
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3X-+13 par deflus *H-7ell2x-f6,Je*queli étant multipliés par oui, 

donnent r -f 3 , & cette dernière quantité fouilraite de x H- 7 laifle 4 pour 
r; donc en ce cas r eft un nombre quarré , âc la double égalité fera déter- 
minée en trouvant deux nombres quanéa tels , que l’excès du plus grand 
par deflus le plus petit foit à l’excès du plus petit par deflus 4 comme i 

iq, c’eft-à-dire , comme i à I, ou comme 2 à i. Nommez le côté du 

plus petit quarré y-;»- 2, & le quarré lui-même fera yy-+4yH-4, & fur- 
paflTera 4 de la quantité yy-t-4yi doublez cette quantité , & le nombre 
gy defignera l’excès du plus grand quarré par deflus le plus petit; 
donc ie’ plus grand quarré fera 3yy-+ i2y-+4, c’eft- à -dire, la quantité 
gyy i2y -)-4 doit êttc égalée à un quarré : que le nombre a — gyou 3y 
— 2 foit le côté de ce quarré, & nous aurons 3yy-+ i2y-f-4=9yy — i2y 
H-4;ainfiy=4,«S£y-t-2, côté du plus petit quarré , = 6 donc le quarré 
même fera 36 , & nous aurons x -j- 7 = 36 ; donc x = 29 , & l’égalité dou- 
blée e(l réfolue : car fi x = 29 , nous aurons « -f 7 = 36 , nombre quarré , 
&3X-H33IIOO, aufli nombre quarré. 

N. B. C’eft de cette façon que Diophante réfout le dernier problème. 
Nous avons promis un fécond exemple que voici : fuppofons qu’ on veuille 
queôx-f 25 &,2X-f 3 foient des nombres quarrés. Ici a=6, b— 2, & 

_I_^ou l’excès de 6X-425 par-dcATus 2X-f 3eft4x-^22, qui 

étant multipliés par ? ou I donnent 2x-f ii ; ce nombre retranché de 

2XH-3 laifle —8 pour r; donc en ce cas r n’eft pas un quarré , mais 

ni ou zi. ou — eft un quarré ; & par conféquent l’égalité doublée fera 
r — I 10 

déterminée en trouvant deux quartés tels , que l’excès du plus grand par- 
defliis le plus petit foit à l’excès du plus petit par-deflTus— 8 comme 2 à i. 
Que yy défignc donc le plus petit de ces deux quarrés , & fon excès par- 
deflus —8 fera yy-+8; doublez cette quantité, & 2yy-4-i6 fera l’excès 
^u plus grand quarré par-defllis le plus petit; donc le plus grand quarré 
fera 3yy-+ lô, c’eft-à-dire, la quantité 3yy-f 16 doit être égalée à un 
quarré: que la racine de ce quarré foit 3 y— 4, & nous aurons 3yyH - 16 
—9yj~ 247~+ airifi y=4& yy, qui eft le plus petit quarré , égalà 16; 
par conféquent 21 -f 3 = 16, & x=6j. -Ces valeurs réfolvent le problè- 
me; car fi X eft 6j, nous aurons ax— 1-3=16, qui eft un nombre quarré,. 
&6x.-f 23=64, qui eft aufli un nombre quarré; & l’excès de 64 par- 
delTus 16 eft à.l’excès de 16 par-defliis — 8 comme 48 à 24, c’eft-à-dire, 
comme 2 à i, s. - 

' . Pxo. 
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PROBLEME SERVANT DE LeMMB. 

251. Trouver deux nomtrei quarrés, dont la différence fait donnée, ü* teh 
que le plus petit foit plus grand qu'un nombre affigné. 

, SOIOTION. 

Soit d la différence donnée des quarrés cherchés que c foit le nombre 
que le plus petit des quarrés doit excéder; cela étant, H l’on décompofe la 

différence d en deux multipiicateurs z&l, h demi -différence de ces 

multiplicateurs, favoir fera le côté du plus petit quarré cherché 
par l’Art. 231 ; & par cela même le quarré de cette demi-différence fera 

_ J. a _ I J. 



plus grand que c, c’eft-à-dire. 



»« — 

4*a 



fera plus grand que c ; donc 



z*—2dz^ -;-d^ doit être plus grand que 4C2”; donç 2+— 4C2* — 2dz* 
-+ dd doit être plus grand que zéro ; faites ;z+— 4^2* — sï/z' égalàzéroou 
plus grand que zéro, & puis à plus forte raifon z+— 4^2’ — 2dz‘— 
fera plus grand que zéro,mais fi z*—qcz* — 2dz' efl égal à zéro ou plus 
grand que^zéro , il faut que z‘- 4c-2</ foit égal à zéro ou plus grand 
que zéro, & z* doit être égal à la quantité qc-+2d, ou plus grand que 
cette quantité ; par confèquent , Si F on prend quelque nombre quarré égal à la 
quantité 4CH- 2d, «/ plus grand que cette quantité, 6? qu'on faffe du côté do 
ce quarré un des deux multiplicateurs dans lesquels la différence d doit être dé- 
compojèe nous trouverons à F aide de ces deux multiplicateurs , non feulement 
deux quarrés dont la différence fera d, mais aufft tels que le plus petit de cet 
quarrés fe trouvera être plus grand que c. Par exemple, on demande deux 
nombres quarrés dont la différence foit 21 , & tels que le plus petit de* 
deux foit plus grand que 84. Ici donc ^=84, d= 2 i ,4c-+ 2</=378: un 
quarré plus^grand que ce nombre-là , quoique ce ne foit pas le quarré im. 
médiatement au-deffus , 0^441, dont la racine ell 21 ; ainG l’on peut 
faire de 21 1 un des multiplicateurs; & en^ ce cas ,■ puifque la différence 

cft 2 1 , 1 autre multiplicateur fera ^ = i ; & par confèquent les deux mul- 
tiplicateurs feront ar & i, dont la demi-différence ell 10: or comme le‘ 
quarré de 10 cil 100, les deux quarrés cherchés font 100 & 121, dont 
la différence ell 21 , & le plus petit quarré 100 ell plus grand que 84. 

N. on fait c égal à qd , comme dans le problème fuivant , nous 
aurons 4c -+ 2<f- 1 8d; donc en ce cas , G l’on prend quelque nombre quarré 

H 2 ■ ' ^gaj 
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égal à i8i< ou plut grand que cette quantité, le côté de ce quarré lêra 
un multiplicateur tel qu’il le faut. 

PK0BLEHEZ3. 

Qui ejl Je fécond du cinquième Livre de Diophante. 

252. Trouver trois nombres en proportion continue , fÿ tels que chacun 
d eux augmenté d un même nombre donné foit un quarré. * 

Solution. 



Deux nombres quarrés admettent toujours entre eux une moyenne 
proportionelle exprimable en nombres , cette moyenne proportionelle 
étant le produit de leurs côtés : ainfi aa &xx auront pour moyenne 
proportionelle entre eux ax, c’eft-à-dire, aa, ax &xx feront en propor- 
tion continue; car aa fera à at, comme ax elt à xx. 

Cet écIaircilTement étant donné, que b foit le nombre donné , qui étant 
ajoûté féparément aux trois nombres cherchés , doit en faire autant de 
quarrés ; & fuppofant déjà trouvés deux nombres quarrés, qui ayent pour 
différence b , que aa foit le plus petit de ces quarrés , il fuit de-là que H 
l’on fait aa un des trois nombres cherchés , une des conditions' du pro- 
blème fera remplie : car aa-f 6 eft un nombre, quarré par la conftnur 
tion : faites donc aa un des extrêmes , & xx l’autre , & vous aurez pour 
moyenne proportionelle ax , comme ci-deffus ; ainfl les noms des trois 
nombres cherchés feront aa, ar & xx; & comme ces trois nombres font 
en proportion continue , nous avons une fécondé condition de remplie. 
Mais il reffe encore deux autres conditions ; car fuivant le problème, 
tant ax -f A , que xx — A doivent être des nombres quarrés ; or la diffé- 
rence de ces deux nombres ax-i-b&xx—i-b ellxx— ax, puifqu’il n’im. 
porte pas quelle de ces deux grandeurs on fuppofe la plus petite; donc 
fi nous trouvons deux nombres quarrés dont la différence foit xx— ax, 
& que nous égalions ax-l- A au plus petit quarré , ou xx— t-A au plus 
grand , nous pourrons dans l*un & l’autre cas trouver le relie des trois 
nombres cherchés. Pour cet effet , réfolvez la différence xx—ax en deux’ 
multiplicateurs x & *— a, & la différence de ces multiplicateurs fera a. 



& la moitié de cette différence dont le quarré eft donc par l’Art. 
S31 9 ~ fem le plus petit des deux quarrés cherchés, & nous aurons ax 
— t-A aa; donc ax,- terme moyen entré les trois proportionelles que 



nous 
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nous cherchons, fera --aa—b. Ayant ainfi aa pour un des extrêmes, & 

A pour le moyen des trois nombres cherchés, l’autre extrême le 

trouvera aiféraent par la règle de-proportion , on difant , comme le nom- 
bre extrême connu efb au terme moyen , ainfi e(l ce terme moyen à l’au- 
tre extrême. Mais il faut obferver ici , que fi l’on veut que le terme 

moyen (qiii ell L foit affirmatif , il faut que «a foit plus grand 

que b, ou (ce qui revient au même) que aa Ibit plus grand que 4AJ ce 
qui nous donne la règle fuivante: 

Qui te nombre donné fuit b , lequel étant ajouté féparément aux trois nom- 
bres cherchés, doit faire de tous des quarrés-, enfuit e par le lemme précédent 
trouvez deux nombres quarrés dont la différence fût b , iÿ tels que le plus 
petit des deux fait plus grand que 4b ; nommez le plus petit de ces deux quar- 
rés a’; cela étant enfaifant de a* f un des extrêmes , fÿ tfe ^a* — b /e terme 
moyen des trois nombres cherchés , F autre terme fe trouvera par la règle de pro- 
portion. Par exemple, on demande trois nombres en proportion continue, 
& tels que chacun d’eux augmenté de 21 foit un quarré. lciA=2i,& 
4^=84; donc par le dernier article je trouve deux nombres quarrés qui 
ont pour différence 21, & tels que le plus petit des deux foit plus 
grand que 84; & entre une infinité^’autres je choifis loo & 121 , com- 
me étant des nombres entiers. Ici donc a', un des nombres extrêmes, 
eft 100, «St ia’ — A, terme moyen , cil 4 ; par conféquentTautre extrême 
doit être à caufe que le nombre 100 ell à 4 , camme le nombre 4 

ell à ; & ces nombres fatisferont aux conditions du problème: car 
100 

I*. Ils font en proportion continue par la conllruflion. 

2*. Si l'on ajoûte 21 à 100, la fomme fera 12 1 , quarré de ii. 

3*. Si l’on ajoûte 21 à 4, la Ibmme fera 25, quarré de 5. 

4*. Si l’on ajoûte 21 à la fomme fera quarré de 

L E M M X. ( Voyez Planche I. Fig. i.) 

253, 5 » ABC ejl un triangle-reêliligne , dont les côtés AB £5* BC for- 
ment enfemble un angle de 120 degrés, font donnés; je dis , que le quar- 
té du troifiéme côté AC fe trouve, en ajoûtant le rectangle ou produit des 
deux côtés A B £5" B C A Ar fomme de leurs quarrés. 

Mais Ji AD C ejl un triangle-reHiligne , dont les deux côtés AD £ÿ DC 
forment enfemble un angle de 60 degrés ; je dis , qu’en ce cas le quarré 

. II 3 du 
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du iroijiéme cké AC fs trouve en retranchant le rellangle ou produit des deu» 
cités AD fj* D C (fe la fomine de leurs quarris. 

Nous devons prouver, que AB^-+AB x B C-f BC* — AC* ,& que 
AD*-ADx DC-hDC‘=AC'. . 

Prolongez AB de B en D, de-forte que la ligne B D foit égale à 
B C,& menez CD. Puifque l’angle ABC eft un angle de cent & vingt 
degrés, l’autre angle CBD doit être de foixante degrés, à-caufe que 
les deux font enfcmble égaux à deux droits ; ainO dans le triangle BCD, 
les deux angles B CD & D doivent faire enfemble cent & vingt degrés; 
mais ces deux angles BCD & D font égaux', à caufe de l’égalité des 
côtés BC & BD-, donc le triangle B CD eft équiangle, & par conféquent 
équilatéral. Faites donc AB=a, BC on CD ou BD = b; & ayant 
mené la perpendiculaire C E , vous aurez B E={b,& B E*=ibb: mais 
par le théorème de Pytbagore EC* -i- E B' = B C* é c’eft-à dire , £C* 
-+sbb = bb i donc^E C* = ibb‘, mais.<^£ou AB—i-BE=a-i-\b,& 
AE‘ = aa-i-ab-+ibbi donc AC* ou AE*-+EC* = aa-i-ab-i-^bb 
— bb — aa~+ab-+bb — AB* — h A B x BC-+ B C*. C, Q. F. D. 

Pour démontrer la fécondé partie de la propofition ne faites point AB 
mais ADzza, & tout reliant comme ci delTus,nous aurons AE=a—{b, 
&. A E* —aa—ab -i-ibbi ce qui nous donnera AC* ou AE*-+-FC* 
=aa-ab-+bb=AD*-AD X DC-+DC*. C. Q. F. D. 

COROILAIREI. 

Si AB , BC&AC font les trois côtés d’un triangle , dont les côtés AB 
& BC forment un angle de cent & vingt degrés , & que la ligne DC foit 
prife égale à B C, & AD égale à A B-t-BD onA B~+BCi en ce cas 
AD, DC& AC feront les trois côtés d’un triangle, dont AD & DC 
formeront un angle de foixante degrés : ou bien ; Bi' a , b &? c font les 
trois cités d'un triangle, dont a b forment un angle de cent £5* vingt de- 
grés; en ce cas b, a — ;-b £ÿ c feront les trois cités d'un triangle dont les deux 
cités b £5* a— l-b contiendront un angle de foixante degrés; £5* par une raifm 
toute pareille, fl, a h (f c feront les trois cités d’un triangle, dont a £ÿ 
a— H b formeront un angle de foixante degrés; comme il paroît manifelle- 
ment fl l’on prolonge le côté CB jufqu’en F, de-forte que B £ foit égal 
à B/ 7 , & qu’on mène la ligne AF; Cdi alors les trois côtés du trian- 
gle A FC feront a, a-^b & c. 



Co. 
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Corollaires. 

5/ a,b £5" c repréfentfnt les trois côtés <f un triangle, dont a £5* b forment 
enfembk un angle de 120 degrés, £5* que ces trois côtés /oient multipliés on 
divijes par un nombre quelconque , comme d : je dis , qu’en ce cas , tant les 
produit s, que lesquotiens formeront un triangle femblable au premier ayant 
la même propriété-, favoir, que fi les produits font ad, bd& cd, nous 
aurons parce que = par 

l'hypothéfe. 

PROBLEME 24. 

Qui ejl le feptiéme du cinquième Livre de Diophante. 

254. Trouver en nombre entiers les trois côtés d" un triangle amblygone ,doii{ 
Tangle obtus foit de 120 degrés. 

S O L D-T I O N. 



Prenez quelque nombre connu comme b pour repréfenter un des deux 
côtéÿ qui forment l’angle dont il s’agit, «St nommez l’autre côté cela 
étant le quarré du troifiéme côté oppofé à l’angle obtus fera xx-^hx-ibb 
par le dernier article; que ce troifiéme côté foit défigné par a-*, dont 
le quarré cft aa~2ax-+xx, & nous aurons cette équation aa~2ax 

-+ xx=xx-i- bx-\-bb i ainfi x= > donc les côtés qui forment 

l’angle obtus feront ,&■ b, c’eft-à-dire , après avoir été réduits 

au même dénominateur, *= 2a -fi' 

aurons a-®, qui eftie troifiéme côté égal à 

par conféquent les trois côtés, fuivant cette manière de les défigner, 



font 1", 



iab—\-bb 



,& 3’, ; effacez le dé- 



sa—j-^ * aa— 
nominateur commun , ce qui eft la même chofe que fi on multiplioit les 
trois fraftions par ce même dénominateur ,& les numérateurs formeront 
un triangle femblable au premier par le fécond coroUaire de l’article pré- 
cèdent t & les côtés de ce nouveau triangle fe trouveront exprimes en 
nombres entiers, favoir, aa-bb, zab-+ bb & aa-i-ab-t-bb. 

Faites «-+ & nous aurons <1 a— 1- - 4-66 — rr, & 2ab~tbb 
=.ss — aa; de-pkis, comme aa-h 2067+66=11, nous aurons aaH-a6 
—+66=rf-^a6; ce qui nous donne la règle fuivante: 

Prenez deux nombres quelconques a 6f b, dmt zfoit le plus grand,a lont^ 
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h femme fait s; en ce cas ks deux cités qui forment l'angle oltus feront 
aa— bb ü’ss-raa, iS le troiftéme fera ss — ab. Par exemple, faites 
o=a, 5 =r,& par conféquent f=3,& vous aurei aa — 53=3, ss—aaz=s 
&ss — ab = 7i fl bien que les côtés font 3, 5 & 7« & répondent aux 
conditions du problème : car la fomme des quarrés de 3 & 5 efl: 34. , & 
le produit de leur multiplication 15 , & ces deux nombres ajoCités enfem* 
ble font 49 , quarré du troUiéme côté 7. 

Si nous ajoûtons enfemble les deux côtés 3 & 5, leur fomme eft g , 
& cette fomme, avec l’un ou l’autre des côtés qui forment l’angle ob- 
tus, & avec le troiliéme côté 7, formeront un triangle, tel que 3,8. 

• & 7, ou 5, g&7, dont l’angle oppofé au côté commun 7 fera de 60 
degrés, comme il a été démontré dans le premier Corollaire de l’Arti- 
cle précédent. 

PROBLEME 25. 

Oui efl le huitième du cinquième Livre de Diophante. 

255. Trouver en nombres entiers trois triangles - reèlangles, qui ayent tout 
la mime aire. 

N. B. Par l’aire-d’un triangle-reèlangle j’entends la moitié du produit 
des deux côtés.qui forment l’angle droit multipliés l’un par l’autre; ain- 
fi toutes les fois qu’on veut connoître l’^e d'un triangle- reèlangle, il 
fuffit que les côtés foient connus, fans qu’il foit néceflaire de détermi- 
ner la grandeur de l’hypothénufe. 

Réglé. 

Trouvez à Faide du pr.obUme précèdent trois nombres entiers a, b £5* c, rr- 
préfentant les trois côtés d'un triangle dans kquel le côté c réponde à un an- 
gle de 1 20 degrés ; après quoi à F aide de ces nombres trouvez trois trian- 
gles -reHangles , Javoir, le premier au moyen des nombres a £3* c, le fécond 

eu moyen des nombres b £3’ c , £3* le troiftéme au moyen des nombres 'a-i- b 
iÿ c: je dis que ces triangles - reélangles feront tels que le problème les deman- 
de , ayant tous trois Ut même aire. Car 

1'. Dans le triangle formé à l’aide des nombres a & c, un des côtés 
fera la différence des quarrés de ces nombres, favbir cc — aa, l’autre 

côté fera leur double produit, lavoir 2a c (Voyez Art. i«;) donc nous 
aurons pour aire de ce trianglecc — aaxae;mais parl’Art. 253,rc=ja 
_faj 5 -t- 55 ; par conféquent cc— aa=a 5 -j- 55 =aH- 5 x 5 ; donc faire 
du premier triangle eft a -t- 5 x ^ ttac=abcna-^b. 

2*. De- 
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a*. De-même,- l’aire du fécond triangle, formé à l’aide des nombres 
b&c, fe trouvera être cc — bbxbc; mais ccsaa-i-ai-t-Ji comme 
ci-defTus; & cc — a—^bxa\àonc l’aire du fécond trian- 
gle d\. a-+bxaxbc=-abc^a-+ b,\a. même que l'aire du premier triangle. 

3*. Le troifiéme triangle eft formé à l’aide des nombres & e, & 
par conféquent un de fes côtés fera la différence des quarrds de ces nom- 
bres, & l’autre fera «-fi x2c; mais a— h ê eft plus grand que r; car a, 
'b&c reprcfentent les trois côtes d’un triangle, & dans tout triangle deux 
côtés font plus grands qiie le troifiéme; ainfi la différence des quarrés 
de a-fi & de c eft aa-f 2ai-+ü — ccj fubftituez à la place de c e 
fa valeur aa-hab-{-bb, & vous aurez a a -+ 2ab-+bb — cf=ai;donc 
a b fera un des côtés du troifiéme triangle; & puisque l’autre côté eft 
a-H ix2c (comme nous l’avons obfervé ci-deffus) faire du troifiéme triail- ' 
. gle fera abxa—hbxc =a bcxa-t- bipai conféquent tous ces trois trian- 
gles ont la même aire, lavoir, abcxa-+b. C. Q. F, D. 

Exemple. 

Dans l’exemple du problème précédent, les nombres 3, 5 & 7 re- 
préfentoient trois côtés d’un triangle dont l’angle oppofé à 7 étoit de 
J 20 degrés : conftruifez donc trois triangles - reélangles , le premier à l’ai- 
de des nombres 3 & 7 , le fécond à l’aide des nombres 5 »St 7 , & le troi- 
fiéme à faide des nombres 8 & 7 (8 étant la fomme de 3 & 5 ;) & Je 
premier triangle conftruit au moyen des nombres 3 & 7 , aura les nom- 
bres 40 & 42 pour fes côtés, &’ par conféquent 840 pour fon aire; le 
fécond conftniit au moyen de 5 & de 7 , aura 24 & 70 pour fes cô- 
tés, & partant 840 pour fon aire; le troifiéme conftruit au moyen de 8 
& de 7 aura 15& 112 pour fe/ côtés, & par conféquent 840 pour fon aire. 

Je profiterai de cette occafion pour avertir le Letleur une fois pour 
toutes, que Fermât dans là nouvelle Méthode de rélbudre des égalités 
doublées, a pouffé ce problème, & beaucoup d'autres bien plus loin que 
je n’ai fait; mais les nombres étant excefliVfement grands, n’ont rien d’é- 
légant , furtout pour ceux qui préfèrent le plaifir d’être mis au fait de ces 
fortes de matières, à celui de les voir entièrement épuifées. 

PROBLEME 26. 

Qui ejl le neuvième du cinquième Livre de Diophante. 

25Ô. Trouver trois nombres tels , que fait que leur fomme foit ajoutée auquar- 
Tome IL I j-f 
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ri de chaque nombre particulier, ou retranchée de ce quarri, les nombrei qui 
en rcfulteront foknt tous des quarris. , 

SotüTION. 

J’ai dilmontré dans T Art. 228, que fi dans un triangle -reftangle on 
ajoûte le double produit des côtés au quatre de l’hypoSiénufe, ou qu’on 
le retranche de ce même quatre, tant la fomme que le refte liront des 
. nombres quarrés ; mais fi la moitié du produit des côtés eftl’aire du trian- 
gle, le double produit fera égal à quatre fois l’aire, de-forte que le lemme qui , 
vient d’être cité , pourroit aufli s’exprimer ainfi : Si dans un triangle-reclangle 
on ajoûte quatre fois l'aire au quarri de thy pothènufe , ou qu'on en retranche quatre 
% fois ce même quarri, tant la fomme que le rejle feront des nombres quarrés. 

Ceci étant admis, trouvez (jiu moyen du problème précédent) trois triangles- 
rcêtangles ayasit tous la même aire, Eÿ que kurs hypothénufes /oient a, b^c; 
nommez aujft d Faire commune prife quatre fois, & le lemrae précédent 
donnera c* :±d=Q: que tous ces quarrés. 

foieiit à-préfent multipliés par quelque quarré indéterminé, comme ’ 
nous aurons en cecasa’*’;^</i’=D,'i*x’^</i* = Q, = 

ceci eft généralement vrai , quelle que foit la' valeur de x ; mais fi 
nous fuppofons la valeur de x telle, que dx* foit égal à la fomme de 
tous les crois nombres ax, bx & ex, ces 'trois nombres auront la pro- 
priété , que foit que leur fomme Ibic ajoûtée au quarré de chaque nom- 
bre particulier , ou qu’elle en foie retranchée , les nombres qui en réful- 
teront feront tous des qûarrés: fuppofons donc dx^=ax-+ bx-\-cx, & 

nous aurons ou Ji nous faifons z-{-h-\-c{fonvne des trois 
hypothénufes) = s , nous aurons x = -d- ; donc ax , b x & ex ,les trois nom- 
bres cherchés , feront ^ ^ refpeêlivement. 

Il feroit facile de démontrer fynthétiquement que ces trois nombres 
font tels que le problème les demande: la fomme de tous les trois eft 

a-t-b-fc X 7 = -ÿ-, & le quarré du premier nombre cfl ; 
donc la fomme des .trois nombres étant ajoûtée au quarré du premier ou 
retranchée de ce quarré ,!donne-^^ * = a* z±dx~', maie 

O* eft un nombre quarré par l’hypothéfe; donc a'-y+dx — fera aufli 

un nombre quarré. Et Ton pourroit prouver de- même , que fi la.fomme 
, des trois nombres cfl ajoûtée au quarré du fécond nombre , ou retran- 
chée de ce quarré, la fomme & le refte feront des quarrés. Nous 

en 
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en difons autant du trolfieme nombre , fi la même opération 5^ cil 
appliquée. 

Exemple. 

Dans l’exemple du problème précédent nous avons "trouvé trois tijan* 
gles - reélangles ayant tous la même aire, fa voir ,*40, 42, & 58524,70, 
& 745 & 15, 112 & 113, faire commune étant 840. Ici donc «=58, 
i=74, c=ii3i J=245, &</=840 x 4=33 <So; donc 

par conféquent trois fraéüons telles 

que le problème les demande. 

PROBLEME 27. 

.Qui ejl un cas du trentième’ prohUme du cinquième Livre de Diophante. 

257. Trouver trois nomlres quarrès tels,<que la fotnme de ces nombres pris 
deux à deux fait un quarrè. 

.Solution. 

Mettez quelque quarrè connu comme Ai. pour un des trois quarrès cherchés, 
& pour les deux autres xxôc y y, après quoi les conditions du problème 
nous donneront ces trois égalités, favoir, »x=D, t-yy=D, 
& xx-fyy = D. Pour réioudre la première de ces égalités , favoir, 
dd— hxx = D, il faut trouver deux nombres quarrès ^jont la différence 
foit dd, & puis égaler xx au plus petit de ces quarrès, ce qui nous don. 
nera dd— i-xx = 05 c’eft-à-dire, par l’Art. 231 nous devons décompo- 
fer dd en deux multiplicateurs az& où a défigne quelque quanti- 
té déterminée en général, au-moins pour le préfent,jufqu’à ce que nous 
foyons "obligés d’en limiter davantage encore la lignification; &. alors 
il faudra faire le quarrè de la demi-différence de ces multiplicateun égal 
à XX ; mais la demi-différence des multiplicateurs (TsS.— cA—az — ^i 
& il n’importe guéres que cette quantité foit affirmative ou négative : 
car dans fun & l’autre cas nous avons ~aazz~-^dd-i--^z=xx. ' 

. 42 Û’Z 

Pareillement pour remplir la fécondé condition du problème, c’efl-à- 
dire, pour faire dd-l-yy = D, la grandeur dd doit être décompofee en 
deux multiplicateurs, i 2 & & le quarrè de la demi-différence de 

ces multiplicateurs doit être fait égal à yy,& nous aurons sbbzz — \da 

I 2 . -i- 
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ajoûtez enfemble ces deux valeurs de xx & de yj, & 
v«us aurez**— (-yy=i. aaz 2 -f —bbzz~dd-{--^.AË-: fai- 

4 4 aazz^* hètz 

tes aa -+ bb=cc, c’eft-à-dire, çuea& b /oient préfentemnt limitéf de 
façon à.dèfigner les detix cSsês de quelque triangle-redangle dont Fhypotbi- 

nw/e/u/f c, & nous aurons i.^azz -+ -5Sz2= -cfzz» nous aurons 

4 4 4 

r I I _ jsazz-+bitz ce 

aatx ibzz aaiàzxzz ~“aabizz aabbzx^ 



de plus 



■ ; ainCnous 



aurons . 



jd* _ {etd* 



—dj-b- mais par la dernière condition du problème,** H- y y 

doit être un nombre quarrè ifuppofons le tel , & que i s c 2 2 foit ce nom- 
bre quarré: cela étant, nous aurons —cczzzz — cczz—dd-b-ài^z 

4 4 zabbzx ’ 

retranchez — Cf22 dans les deux membres de l’équation , & tranrpofez 
—dd, & il viendra dd=-^^^^,&i = JS£^ & zz= • & 

*:= ,&az=^^ maisa2& 4 ^étoient les deux 

-premiers multiplicateurs dans lesquels la grandeur di/ a été décompofée* 
& par conféquent leur demi-difliirence fera * côté du fécond quarré; 

mais là demi-difierence de & de eft ; donc ~ — 

fera (s’il eft affirmatif) le côté du fécond quarré, & s’il eft négatif, il 
fuffira de changer le ligne. De plus, puifque 2 = -^ nous aurons 

& — : mais bzôi ^ étoient les deux autres multiplicateurs dans 



,, — — — ; donc à-préfcnt **— l-y Y= — cczz 

bbxz aabbzz ■'•'4 



bz' 



lesquels la grandeur dd avoit été décompofée , afin d’exprimer (par la 
moitié de leur différence) y côté du troilléme quarré ; donc le côté du 

troifiéme quarré fera ^ ; par conféquent les côtés des trois quar- 
tés cherchés feront^ d, Or -comme nous pou- 

vons affigner telle valeur qu’il nous plaît au premier quarré dâ, faifons 
(pour éviter les fraélions) d=qabc, &-nous aurons 

rrJCf, dcle-côté du fécond quarré (èra 4 a/; é— a ce =à ><4 /».é — ce .•de- 
même, le côté du troifiéme quarré fera b n qaa—cc donc à-préfint 

■ ks 
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les côtés des' trois quarrés feront tous e xprimé s en notnbres entiers de la ma- 
nière fuivante 4abc, ax+bb — cc, £j*bx4aa — ce; ce qui fait voir 
que ce problème peut fe rêfoudre à T aide d'un triangle-reèlangk quelconque, 
dont les 'côtés font des nombres entiers. 

Comme par exemple, les nombres 3,4 & 5 forment un triangle-rec- 
tangle, & s’il eftquellion de réfoudre le problème au moyen de ce trian- 
gle , nous aurons a=3> ^—5 t \ abc= 240 , a><4i'A — cc=ii7, 

ix4aa— cc=44; & ainfi les côtés des trois quarrés cherchés (il n’im- 
porte pas en quel ordre on les prenne) feront 44 , 117 & 240; & les 
quartés mêmes feront 1936, 13689 & 57600: la fomme du premier & 
du fécond efl 15625, quarré de 125 ; la fomme du fécond & du troifié- 
me ell 71289, quarré de 267 ; & la fomme du troificme «S: du premier eft 
5953<î> quarré de 244. 

P R O. B L E M E 28. 

Qui ejl le trente-deuxième du cinquième Livre de Dfophante. 

258- Trouver trois nombres quarrés tels, que la fomme de leurs quarrès foit 

otÆ un nomlre quarré. • . 

* Solution. 

Que a’, b* & *’ défignent trois nombres quarrés tels que le problème 
les demande, & la fomme de leurs quarrés fera a*-f b*-+ x*: cette fom- 
me dÔk être Un nombre quarré ; que ce foit donc le quarré de c—x', 
ou plutôt dp c‘—x‘, afin que les dipienfions foient les mêmes, & nous 
aurons a*-l-b*-i-x*=c*—zccxx-i-x''; réfolvez cette équation , & elle 

vous donnera xx—^^ ^^ doncfia,fc&cfbnt tels qu'e — - — 

2(C 

eft un nombre quarré , le problème pourra être réfoki , fans cela point. 

Soit aa-i-bb=cc, c’eft-à-dire , que a & 6 foient les côtes de quelque 
triangle-reftangle dont l’hypothénufe eft c;&puifque f’=a’-èi',’nous 
aurons za'h'-^b*, & c*-b\-a^ = za‘b‘,&.^l—~^oaxx 

- qui eft un nombre quarré : doncyî a, b & c font (es 

itc • 

(rois côtés dun triangle-reSangle dont Thypotkémtfe efle, les quantités ia, 

kIj feront des quarrés tels que le problème les demande. 

ce . 

Comme par exemple , les nombres 3 , 4 & 5 ferment un triangle- 

rcftangle , où aa=9, bb=^i 6 , & 9 » 

I 3 • 



?o 
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des quarrds tels que le problème les demande ; car la ibnSme de leurs 
quarrts eft 8i -+ 256 -+ ~ ' ^02 s ~ * racine quarrèe eft —, 

PROBLEME 29. 

Qtii ejl k trente-troifiéme àt cinquième Livre de Diophante. 

. 259. Ce problème, tel qu’il fe trouve dans Diophante ,e(l exprimé par 
une Epigramme Grecque de la façon de cet ancien Analyfte , ou de quelque 
autre : quoi qu’il en foit , Bachet nous en a donné la traduélion fuivante. 

Drachmarum quinqtte , £3* drachmarum mifeuit oBo 
Quîs choeaSy famulis vina bibenda Juif. 

Pro cunBis pretium munerum preebens tetragonum , 

Qui prafinitas Jufiipiens monadas 

Diverfujn dat quadralum ; Jed fwnwa eboarum 
lllius exaqudt conjîituitque lotus. 

Die âgé quot chetas drachmarum comparut oBo; 

Drachmarum choeas y die âge y quinque y puer. 

Voici le fens dece»vers àla différence de l’argent & de la mefurepiès: 

Quelqu'un achette deux fortes de vins , le meilleur à raifon de huit livres 
Jler'ing la pièce , ^ le moins bon à raifon- de cinq livres ; le prix du tout 
monte à un nombre quarré de livres , lequel augmenté de fàixante forme un au- • 
tre nombre quarré y dont la racine exprime la fomme des pièces de Tune iÿ de 
I autre forte ajoutées enfemble, fe demande combien il y a eu de pièces <f ache- 
tées y tant de l une que de F autre forte , £3’ ce qui en a été payé. 

Solution. 

Que X défigne le nombre des pièces des deux fortes, & xx — 60 défi* 
gnera , fuivant le problème , le nombre entier des livres fterling em- 
ployées à l’achat. Le problème exige que ce nombre foit un quarré ; mais 
avant que nous puifîions trouvermn quarré propre auquel le fiombre xx 
.— 60 iüit égal , quelques conliderations préliminaires Ibnt abfolument né- 
céffiires. 

Si la fomme entière — 60 avoir été employée à Tâchât d’une féule 
forte de vin , par exemple du moins bon , le nombre des pièces achetées 
auruit été — car fi l’on donne cinq livres pour une pièce, xx — 60 

fera le payement de ; & en ce cas, le nombre des pièces que nous 

• fop- 
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fuppofons avoir été achecéas , auxoit excédé x , nombre des pièces achetées 
réellement , quelques-unes de ces pièces ayant été payées chacune à rai- 
fon de huit livres; donc cft plus grand que *, & xx — Co plus 

grand que 5x;parun raifonnement tout pareil**— 60 doit être plus petit 
que 8*' , & par conféquent doit fe trouver entre 5* & 8*. Or fi * * - 60 
efi plus grand que 5*, nous aurons ** plus grand que 5*-+ 60, &**— 
plus granJ que 60 ; complétez le quarré en ajoûtant de part & d’autre 

, quarré de la moitié du coefficient du fécond terme , vous aurez 
4 . ■ 

XX—SX-+ î^plus grand que 60— h c’ell-à-dire , plus grand quei^: 
fuppofons ** — 5* plus grand que & cela étant nos fuppofi- 
tions feront fulEfamment mifes à couvert de toute abfurdîté de ce côté- 
là car fi * * - 5* -4- -îi efl: plus grand que ~ plus grand que 
1 ? , & * plus grand que ou ik De plus.puifque **-7 6oefl; plus petit 

que S* > nous aurons ** — 8* plus petit que 60 , & ** — 8* -1- 1 6 plus petit 
que 76: fuppofons ** — 8*”+iô plus petit que 64 , & nos fuppofitions 
feront auffi mifes à couvert de ce côté- là nous aurons *-4 plus petit 

que 8, & * plus petit que 12 > donc la quantité * doit être limitée de fa- 
çon à être plus grande que 1 1 , & plus petite que 1 2 : nous aurions pu à- 
la-vérité, par une extraélion plus précife de la racine quarrée , avoir eu 
des limites moins fcflerréfs , & avoir prouvé que le nombre » peut le 

trouver entre 10 & 12^; mais les limites , indiquées ci deffus , font 

déterminées afilz exaftement pouf le cas en queftion. 

• Ces éclairciflemens étant donnes , revenons à-préfent d’où ncais fem- 
mes partis, «Sc tâchons de faire de ** — ôo un nombre quarré. Or à quel- 
que quarré que *.t — tSo foit égalé, pour que nous ayons une équation 
fimple , il eft certain que * doit être une partie de là racine de ce qiiar- 
ré; mais il refte à déterminer quelle doit être l’autre partie, de -forte 
que * fe trouve entre fes propres limites. 'Que y foit donc l’autre par- 
tie, c’eft-à-dire, que **_6o foit égalé à un quarré qui ait pour racine 

x—y, & nous aurons **— 60=**— 2*y— l-yy, & * = —'^ -— : mais * 
a été 'trouvé plus grand que ii & plus petit que 1 2 ; dpnc la valeur de y 
doit être telle que foi: plus grand que 11 & plus petit que 12. 

Pre- 
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Premicrcmcnt donc, puisque plu» grand que li, nous aurons 

3'_>H-6o plus grand que 25 y,& y y plus grand que 2îy — (So,&y y— 22jf 
plus grand que — 6o , & yy — 22y— t-i2i plur grand que 6i : que 
yy— 22y-M2i foie plus grand que 64. , & nous aurons y — 1 1 plus g^^nd 

que 8 , & y plus grand que 19. De plus , puisque eft plus petic 

que 12, nous aurons yy-K 5 o plus petit que 24y, & yy— 24^ plus pe- 
tit que —< 5 o, & yy-24y-f 144 plus petit que 84-'foit yy—24y—H 144 
plus petit que 8t , & nous aurons y — 12 plus petit que 9 , & y plus pe- 
tit que 21 ; donc y doit être plus grand que 19 & plus périt que 21. Si 
nous avions déterminé ci-deflus plus ctafiement les limites de x, nous 
aurions par cçla meme à-préfent de plus exaftos limites dey.favoir, 

i8tt d’un côté, & 22— de l’autretmais les limites trouvées ici,favoir, 

10 lO^ 

19 & 21 fuffifent. Puis donc que y doit être plus grand que 19 & plus 
petit que 21 , faifons y= 20, & égalons le nombre a:* — do à un. quarré 
dont le côté foit *— 2o,& nous aurons 4 tï— 6 o=** — 40*H-4Co;ain- 
fi ï = 1 1 i , & fe trouve dans l'enceinte de fes limites ; donc la quantité 
totale de vin acheté étoit ii pièces & demie, ou vingt & trois demi- 
pièces : mais le quarré de ~ eft - 5 ^- ; & fi l’on fouftrait de ce nombre 

go ou ^,lereftefera-î^ , qui cil un nombre quarré comme le pro- 
blême le demande, & qui dtfigne le nombre des livres fterling employées à 
l’achat du vin; mais .^=72-^, & par conféquent-le vin a coûté en 

tout 72j livres fierling. 

Pour trouver à-préfent le nombre des pièces de chaque forte, dél\- 
gnez par 2 le nombre des pièces de la moindre forte ; & puisque le nom- 
bre total des pièces étoit tij, il faut que le nombre des pièces de la 
meilleure forte ait été 114 — z; mais fi une pièce de la moindre forte'a * 

coûté 5 livres fterling, .2 coûtera en livres fterling 52; pareillement, . . 

1 1 ; — 2 , quantité du vin de la meilleure forte , coûtera 92 - 82 en livres 
fterling; donc la fomme totale mife en vin étoit 52—^92 — 80, c’eft-à- 
dire, 92 — 32 en livres fterling; mais nous avons trouvé ci-deflbs què 
cette fomme étoit de 724 livres; donc 724=92 — 32; donc 32= 194, 

&_2=6,'j: donc fi noiui fuppofons que chaque pièce contient 60, laquan- 
tité du vin de la 'moindre forte étoit 6 pièces 35 gallons; retranchez ce 
nombre de la quantité' totale, favoir, i r pièces 30 gallons ,& il reftera 
4 pièces 55 gallons de la meilleure forte, ou 44'. 

•ê Pour 
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Pour s’aflurer davantage de la juftefle de ce calcul , on n’a qu’à mul- 
tiplier 6-j^j quantité du vin de la moindre forte, par 5, & le prix en 

fera 32-^ livres fterling, c’eft-à-dire 32/. i8r. o^d: multipliez auffi 
4!!, quantité du vin de la meilleure forte, par 8, & le prix en fe- 
ra 39— ou 39-^ livres , c’eft-à-dire , 39/. 06s. o8ij ajoûtez enlemble ces 
deux foraraes, favoir, 32/. i8x. 041/ & 39/. o6x. o8i, & la fomme tota- 
le fera 72/. ojx. ood, comme la folution le demande. 

. S c B O L I B. 

Pour mettre dans un nouveau jour la folution précédente, il faut 
confidérer que nous y avons eu deux limitations de la valeur de y, 
favoir, que yy — 22yH-i2r devojf être plus grand que tfi, & que 
yy — î+y— 1-144 devoir être plus petit que 84. Or fi yy — 22y— H2i 
eft plus grand que 61, fuivant l’Art. 232, y— ii doit être plus grand 
que -l-v'di ou moindre que — >^6i; le premier de ces cas a été 
examiné dans la folution précédente; mais pas le dernier, favoir, que 
y — Il fut plus petit que— 61: faifonsy— ii plus petit que —7 A, 

& par cela même plus petit que— V 61, à caufe que eft tant 
foit peu plus grand que y 61: cela étant, fi y — ii eft plus petit que 
—7^, y doit être plus petit que 3^. De plus, fi yy—24y -1-144 eft 

plus petit que 84, y— 12 doit être plus petit que H- y 84 & plus grand 
que— 1^84; c’eft ce dernier cas qu’il faut examiner ici: faifons donc 

y — 12 plus grand que —9.^, puisque 9^ eft tant foit peu plus petit 
que 1^84, & nous aurons y plus grand que 2-^ ou 3— ^.Nousavon» 

donc ici une autre valeur de y différente de celle dont nous avons fait 
ufage dans la Iblution précédente ; car nous y apprenons qu’on peut fiip- 
pofer y égal à quelque nombre plus grand que 3 — & plus petit que 

3— l-y,: faifons donc y = 3, c’eft-à-dire, quex* — 60 foit égalé à un 
quarré dont le côté foit x = 3 , & nous aurons x = 1 1 J , comme auparavant. 

Si nous avions reculé les limites de x autant que cela fepouvoit, c’eft-à- 
dirc,fi nous avions placé cenombreentreiOîi,éit laAloslimitesdey au- 
roienteté pareillement reculées depuis 2^ jusqu’à 3 -^; ainfi la plus pe- 
tite valeur de y peut être fuppolée égale à quelque nombre entre 
Tome IL K 2^ 
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&laplusgrande valeur à quelque nombre entre 18-^ & 42j^ 

Si l’on prend y hors de ces limites , il en réfaltera, que x doit aulTi ft 
trouver en-deçà ou au-delà de fcs limites, & que la quantité du vin de 
l’une ou de l’autre forte fera négative , ce ^i ell abfurde. 

PROBLEME 30. 

Qu’on propofe ici ûniquement , à caufe qu’il s’y agit de réfoudre une 
£>rte d’égalité doublée, dont il n’a pas encore été fait mention. 

260. Trouver un nombre, qui étant féparément multiplié par S & par 18 , 
& le nombre de 9 étant ajouté au premier produit ÿ foujlrût du dernier , tant 
la fomme que le rejle filent det nombre: quarrés. 

Solution. 

Mettez X pour le nombre chercHë , & nous aurons cette égalité dou- 
blée 8*-+9 =Di & i8x — 9 = D, laquelle eft différente de toutes cel- 
les dont il a été queffion jufqu’ici , & peut uniquement fe réfoudre par 
cette confidération , favoir, que 8 & 18, les deux coëfficiens de x , font 
l’un à l'égard de l’autre comme les deux nombres quarrés 4^9: or puis- 
que 8 eft à 18 comme 4 à 9, 8x9, produit des extrêmes, fera égal à 
18x4, produit des termes moyens ; & par conféquent (i le premier quar- 
ré 8x— 1-9 eft multiplié par 9, & que le fécond quarré i8v— 9 foit mul- 
tiplié par 4, les produits 72X— t- 81 & 72X — 36, continueront à être dea 
nombres quarrés, les multiplicateurs 9 & 4 étant des quarrés ; & les 
coefficiens de x dans les deux nombres feront le même, favoir, 72; & 
l’égalité doublée dans le premier cas fe trouvera préfentement réduite 
àcelle-ci, favoir, de faire 72X-1- 81 =□, & 72X— 3ô=0. La diffé- 
rence entre ces deux quantités eft 117: donc 11 nous trouvons deux quar- 
rés dont la différence foit 117, & que nous égalions 72x — 36 au plus 
petit de ces quarrés, le nombre 72X— 1-81 devra être égal au plus grand 
quarré, & ainfi nous aurons 72X — 36 = D,& 72x-i-8i = D. Pour trou- 
ver maintenant deux quarrés dont la différence foit 117, je m’y prends 
comme dans l'Art. 231, & décompofe 117 dans les deut multiplicateurs 
39 & 3, dont la différence eft 36, & la demi -différence 18; & com- 
me le quarré de 18 eft 324, j’ai cette équation, 72X— 315=324; donc 
*=5, qui eft un nombre tel que le problème le demande: car fi l’on 
multiplie féparément x par 8 & par 18 , les produits feront 40 & 90; & 
fl l’on ajoûte le nombre de 9 au premier produit, & qu’on retranche ce 
nombre du dernier, la fomme fqa 49 & le refte 81, qui font l'un 
l’autre des nombres quarrés. ' 

ELE- 
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LIVRE VIL 

DE LA PROPORTION. 




Dt la niceJJUé de rifoudre quelques difficultés qui femblent accompagner la doc- 
trine de là Proportion telle quelle fe trouve dans les Elément Î'iîuclidc. 



Art. 261. I A Ans le ijime & igéme article de ce Traité, j’ai ex. 

JL/ pofé aufli clairement , & cependant auffi fuccinfte- 
ment qu’il m’étoitpoflîble,la doftrine de la proportion rélativement aux 
nombres & aux quantités commenfurables, dont chacune peut être con- 
fidérée comme multiple , partie ou parties d'une autre quantité du mê- 
me genre , & ce que j’ai dit fur cette matière a fuffi pour le but que je 
me fuis propofé jufqu’ici: Mais comme dans le Livre fuivant je dois 
appliquer l’Algèbre à la Géométrie, & par cela même confidérer la pro- 
portion relativement aux grandeurs en général commenfurables ou in- 
commcnfurablcs , je pécherois contre l’exaélkude Géométrique, fi je 
ne reprenois pas ce fujet pour l’envifager dans toute fon étendue , c’eft- 
à-dire, tel qu’il eft dans le cinquième Livre des Elémens de la Géomé- 
trie. A la rigueur pourtant , j’aurois pu me difpcnfer de cette partie 
de ma tâche ( & je m’en ferois difpenfé avec plaifir ) en renvoyant le 
Lefteur aux Elémens mêmes fans m’en embarrafler davantage; mais 
quelques raifons tirées de l’expérience m’ont déterminé à préférer l’uti- 
lité de mes Leélenrs à mon intérêt particulier. 

J’ai obfervé plus d’une fois que la plupart de ceux qui fe mettent à 
lire Eiiclide, quand ils font parvenus au cinquième Livre, qui traite delà 
proportion, ou paflent ce Livre comme contenant quelque chofe de trop 
fubtil pour pouvoir être compris par des apprentifî Géomètres , ou bien 
s’y attachent fi légèrement, qu’ils n’en deviennent guéres plus habiles; 
ainfi la doftrine de la proportion (qui forme la partie la plus étendue & 
par conféquent la plus utile des Mathématiques) eft ou admife par eux 
fans preuve , ou très-imparfaitement comprife. Les figures , dont on y 
fait ufage , font fi fimples qu’elles n’affeètent pas l’imagination autant 
qu’il eft néceflaire pour fixer l’attention. 

Les propofitions i , 2 ,3 , j & 6 font, auffi-bien que quelques autres, 

K a éviden- 
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évidentes par elles-méraes J & impatientent davantage un Leâear cu- 
rieux d'apprendre, que fi‘ elles avoient été plus obfcures; à caufe que 
les vérités dont ces propofuions font déduites, ne font pas auflidiflinâes 
des propodtions même que dans plufieurs autres cas. Mais il efl: bon de 
fe fouvenir, que la perfeftion de tous les Arts & de toutes les Sciences 
en général , & de la Géométrie en particulier , efl d’exiger auffi peu de 
principes ou d’axiômes qu’il efl pofïible; & par conféquent toutes les 
fois qu'une propofition , quelque évidente qu’elle puifTe paroître en elle- 
même, peut fe déduire de quelque propofition déjà démontrée, la chofe 
doit fe faire abfolument , afin de ne pas introduire un nouveau premier 
principe fans néceflité. 

Le deffein d’une démonflration Géométrique n’efl pas tant d’éclaircir 
la propofition à laquelle elle efl annexée, ou de la rendre plus claire 
qu’elle n’auroit été fans cela , ( quoique ce dernier article doive être ob- 
fervé aufli fouvent que la nature de la chofe pourra le permettre) que 
de faire voir la connexion néceflaire qu’a la propofition , qu’il s’agit de 
démontrer, avec quelque vérité déjà admifc ou prouvée, de-forte qu’el- 
les doivent fe foutenir ou tomber enfemble, foit que ces vérités préli- 
minaires ayent plus ou moins d’évidence que la' propofition qu’on veut 
démôntrer: je dis, plus ou moins d’évidence; car on rencontre dans les 
Elémens d'Euclide plufieurs propofitions prouvées par d’autres moins évi- 
dentes qu’elles-mêraes. Par exemple, Euclide démontre dans la ving- 
tième propofition du premier Livre, que dans tout triangle deux càtét pris 
tnfemble font plut grands que le troifiime: or il efl certain que cette pro- 
pofition efl plus évidente que celle-ci , favoir , que l’angle externe d’un 
triangle efl plus grand qu’aucun des angles internes & oppofés ; & ce- 
pendant cette dernière propofition efl prouvée par l’autre, à l'aide de 
la tpénie. Mais on peut alléguer encore une autre raifon pourquoi l'on 
doit démontrer des propofitions évidentes dans plufieurs cas , & parti- 
culiérement dans le cinquième Livre des Elémens. Une propofition peut 
quelquefois nous pajoître évidente par elle-même fuivant les conceptions 
que nous avons des chofes, qui ne fera plus telle à nos ^’eux, lorsque 
nous ferons devenus un peu plus habiles. Ces propofitions, par exem- 
ple , que d'égales quantités ont la même raifon à une troifiéme , que de deux 
quantités inégales la plus grande a une plut grande raifon i une troifiéme que 
la plus petite , & quelques autres du même genre dans le cinquième Li- 
vre, paroîtront évidentes à la plupart des gens, & l’on ne fauroit nier 
qu’elles ne foient telles fuivant l’idée commune qu’on fe forme de la pro- 
portionalité ; mais quand on vient à les examiner conformément à l’idée 

plus 
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plus jufte, & plus étendue qa’EucHde en a donnée, ou s’appercevra, fi 
je ne me trompe, que ces propofitions,& particuliérement la dernière, 
ont befoin de démonftration. 

Dans un fyftéme de Géométrie Elémentaire parfait & régulier,, tel 
qu’on peut fuppofer avec raifon qu’eft celui d’Euclide, ou du- moins qu’il 
a été, certaines propriétés très-fimples, rélatives aux lignes, aux angles 
& aux figures , doivent être pofées comme définitions ; & c’tll de ces 
• définitions confidérées en elles-mêmes, & comparées l’une à faute, que 
tout le refie doit fe déduire avec la préciflon la plus rigoureufe , fans que 
le moindre appel au fens-commun foit permis. A l’exception des pre- 
miers principes le fens-commun n’efl pas juge des Vérités Géométri- 
ques: fa fonétion conCfle proprement à juger û une propoCtion efl dé- 
montrée fuivant les règles déjà prefcrites, c’efl-à-dire , fila connexion 
Béceffaire qu’elle a avec quelque vérité établie auparavant efl manifes- 
te ; dès que cela efl ainfi , il ne refie plus d’autre parti à prendre que 
celui de l’acquiefcement. Pendant que la Science fe trouve fagement 
renfermée entre ces limites, on ne fauroit guéres lui reprocher de pafier 
fes bornes naturelles } au-lieu que fans cela ces mêmes bornes font très- 
difficiles , & peut-être impolîibles à afligner. 

En voilà affez touchant la nature d’une démonflration Géométrique, 
pour que les commençons ne s’y méprennent point en étudiant les Elé- 
mcns de la Géométrie. 

Mais par rapport à la matière dont il efl ici queflion , il y a encore à 
lever une autre difficulté , qui fouvent décourage ceux qui abordent la 
doêlrine de la proportion , plus qu’aucune de celles que nous avons in- 
diquées jufqu’ici , & qui efl cellé de bien comprendre le fens de la défi- 
nition qu’Euclide a donnée des quantités proportionnelles pour mettre 
dans tout fon jour un article aufli important ; j’inférerai ici une courte 
Differtation , qui efl proprement un extrait de plufieurs confidérations 
que j’ai couchées par écrit fur ce fujet : ainfi le Leéleur ne doit pas être 
furpris s’il trouve ici répétées quelques-unes des chofes qu’il a déjà vues 
dans un autre endroit de ce Livre. 

Défen/e de la cinquième définition du cinquième Livre d’Euclide. 

262. N. B. Pour faciliter l’intelligence de ce qui va fuivre , il faut 
obferver, que par une partie, dans le fens çu’Euclide attache à ce terme 
dans le cinquième Livre de fes Elèmens , il faux entendre une partie aliquote , 
6f pas une partie aliquante. Ainfi le nombre de 3 efl uqe partie de r 2 dans 
le fens d'Euclide, comas étant précifément contenu quatre fois dans 12: 

& 
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& quoique le nombre 9 foit une partie de 1 2 dans le même fens qu’onc par^ 
lieeftdillinguée du tout, ce nombre cependant dans le fens d’£uc/Me n’eft 
point une partie , mais des parties de 12 , comme en étant les trois quant. 

* I?. St deux quant \tis A éf B./onf commenfitrables , A doit être nécejpû' 
Tentent quelque multiple, ou une partie, ou des parties de B. Car fi ^ & B 
font coromenfurables , il faut que B mefure J, ou que À mefure B, oa 
bien qu'ils foient mefurés l’un & l’autre par quelque troifiérae quantité; 
C B mefure A un certain nombre de fois , fuppofons 3 fois , A fera en 
ce cas un tiers de B, & par cela même une partie de B: û A & B ne 
fe mefurent pas l’un l’autre, que C les mefure tous deux, & que C foit 
contenu exaûement dans A trois fois & danrB quatre fois ; en ce cas 
un tiers de A fera égal i un quart de B , cotnme étant tous deux égaitx 
à Ci multipliez les deux membres de l’équation par 3, & vous aurez jde 
A, ou A—i de B; c’eft pourquoi en ce cas le nombre A ell des par- 
tics de B. 

2°. Si deux quantités A £5* B font incommenfurahles , A ne /aurait être 
ni multiple , ni partie , ni parties de B. Car fi ^ étoit quelque multiple 
de B, B fe mefureroit lui .même & A , ce qui répugne à l’hypothéfe 
de leur incommcnfurabilité : pareillement , Ci A étoit une partie de 
J, il fe mefurcroit lui -même & B: enfin je dis , que A ne fauroit 
être des parties de B ; car fi , par exemple , il étoit idc B, i de B mé- 
fureroit A & B, contre l’hypothéfe: à-la-vérité A peut être plus grand 
ou plus petit que quelque partie ou parties de B, mais jamais égal à 
quelqu’une ou à plufieurs d’elles prifes enfemble , tant eft déliée la com- 
pofition de la quantité continue. Par exemple, nous avons démontré 
,^ans l’Art. 201 , quc le côté & la diagonale d’un quarré font incom- 
menfurables l’un à l’autre; que la quantité A foit donc la diagonale d'un 
quarré dont le côté eft B, & le quarré de A fera au quarré de B com- 
me 2 à i ; mais là racine quarrée de 2 eft i .414 &c. c’eft-à-dire , , 

ou plus cxaélcment ou plus exaûement encore : d’où il fuit, 

que fi le côté d’un quarré eft divifé en 10 parties égales , la diagonale 
contiendra au-delà de 14 de ces parties, mais pas julqu’à 15; û le côté 
eft divifé en 100 parties égales, la diagonale contiendra plus de 141 de 
ces parties, mais pas 142 ; fi le côté eft divifé en 1000 parties égales, 
la diagonale contiendra plus de 1414 de ces parties, mais pas 1415, & 
. ainfi à l’infini; donc la diagonale d’un quarré ne fauroit jamais exafte- 
mentêtredéfignée par les partiesducôté,aufli peu que le côté peut l’être 
par les parties de la diagonale. Le côté à-la-vérité peut être appliqué 'à 
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la diagonale, & confidéré à cet égard comme en étant partie; mais il 
«e peut jamais être exprimé par un certain nombre de parties aliquotea 
% de la diagonale, quelle que Ibit la petitelle de ces parties. II n’y a point 
d’exaftitude parfaite à efpérer à cet égard , mais on peut en approcher 
autant qu’on voudra. Les mêmes approximations ont lieu Ji l’égard de 
rexpredion d’un grand nombre d’autres quantités' incommenfurables. 

3 ". Il paroît par ce qui vient d’être prouve , que Ji deux quantités A 

B font inctmmenfurabkt , aucun multiple de F une ne fattroit jamais être i- 
gal d un multiple de F autre. Car fi , par exemple pouvoient être égaux 
à $3, en divifant les deux grandeurs par 4 , A le trouvcroii être 1 3 , con; 
ire ce qui a été démontré ci-delTus. • > ' 

• ' 4 *. Si quatre quantités A , B , C D font telles , que A foit la même par- 

tie ou parties de h que C efi de D , ces quatre quantités s’appelleront en ce cas 
proportionelles ,ou, ce qui revient au même , en dira que A âà B la même rai- 
fon que Ca à D. Ainfi en cas que A foie le quart de B , & Cle quart de 
D, A fera la même partie de 3 que C elt de D , & les quatre quantités 

feront proportionelles. Ainfi encore , fi A^~Bfic C=-^ D , ou fi A~ — ÿ 

444 

ou aB, & C— — D ou aû, ou fi = — £ &C= — D, dans toutes ces 

fuppofitions (en comprenant les multiples fous la notion générale de parw 
lies) A peut fe dire être les mêmes parties de B que C de D ; & parcon* 
féquent , fuivant cette définition , A a In même raifon à B que C à Z) ; ce 
qui efl très vrai , & la marque que nous venons de donner de la propor- 
tionalité eft infaillible, quoiqu’elle ne remplilTe pas toute l’idée que nous 
avons de la proportion : car toutes les fois que la proportion fe trouve 
entre des quantités iiKommenfurables , on ne l’y appercevra Jamais à l’aide 
de la marque en queftion. Perfonne, à ce que je m’imagine, n’a jamais 
révoqué en doute, que le côté d’un quarré n’ait la même raifon à fa dia- 
gonale, que le côté d’&ji autre quarré a à fa diagonale ;& par conféquent 
A peut être à B comme C kD: cependant qui dira dans ce cas, que yf eft 
h même partie ou parties de B que C eft de D , puifqu’il a été prouvé que 
A n’eft ni partie ni parties de B, non plus que Cde D? Donc cette ma- 
nière de définir des quantités proportionelles par une égalité de raifoa 
entre quelques parties, ne fauroit (en ayant égard à la précifion géomé- 
trique) fervir de fondement à toutes les autres propriétés des quantités 
proportionelles ; car comme ces propriétés doivent être appliquées aux 
commenfurablcs & aux incom'mcnfurabléis également , il faut qu’on puilTe 
les déduire d’une propriété fondamentale , qui ait le même rapport aux 
unes & aux autres. 

5 *. Pour 
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5*. Pour établir donc ce caraftére général. Je poferai comme indubi- 
uble le principe fuivant, qui embrafle également les grandeurs commea- 
furables & incommenfurables , & que tout homme qui a une Julie idée ^ 
de la proportionalité , de quelque £açon qu’il Juge à propos de l’expri- 
mer, ou bien , foit qu’il l’exprime ou non , fera obligé de m’accorder, 
qui cfl , que fi quatre quantités A , B , C Êÿ D font proportionelles , c’ejl-à- 
jire, fl A a la même raifon À B que C à D, il fera impoffible que A foit piut 
grand qu'une ou que pkfieurs parties de B , fans que C foit aujfi plus grand 
qu’une ou que plufieurs femblables parties de D; ou que A foit égal à une ou à 
phifieurs parties de B , fans que C foit auffi égal à une ou à plufieurs parties 
femblables de D-, ou que A foit plus petit qu’une ou plufieurs parties de Bj 
fans que C foit aujfi plus petit qu’une ou plufieurs parties femblables de D. 

Cela étant, fi J a la même raifon à B que C à D, il fera impoffible que 
.^foit plus grand que, égal à, ou plus petit que ^de B, fans queCfoit 

auffi plus grand que, égal à, ou plus petit que ^ de D. Je dis que ce 

principe ell fi manifelle , qu’il feroit inutile d’y ajoûter un feul mot, par 
voye d'explication ou de demonfixation: & fi à l’aide de ce principe. Je 
puis démontrer l’inverfe , nous aurons un indice général de la proportio- 
nalité auffi étendu que la proportionalité même. Voici quelle eft cette in- 
verfe de la propofition précédente : S’il y a quatre quantités A, B , Cfj* D, 
que la nature de ces quantités foit telle que A ne puijfe point être plus grand 
que , égal à, ou moindre qu’une ou plufieurs parties de B , qu’en même tems C 
ne foit nécejfairement plus grand que , égal à , ou moindre qu’une ou plufieurs 
parties femblables de !>, que le nombre ou la dénomination de ces parties foit 
ce qu’on voudra , je dis qu’en ce cas A doit nécejfairement avoir la même rai- 
fon à B que CaàD. Si on le nie , que quelque autre quantité E ait la 
même raifon à Z) que a à B, c’eft-à-dire, que J, B, E &D foient 
quatre quantités proportionelles; puis imaginant la quantité D diviféeen 
certain nombre départies égales, par exemple lo, que £ foit plus grand 
que 14 de ces parties, & plus petit que 15, c’eft-à-dire, que £ foit plus 

grand que — & plus petit que ^ de D ; ainfi ui doit néceflairement être 
plus grand que ü & plus petit que de B: c’eft ce qui a déjà été ac- 
cordé , puifqu’on fuppofe que a à B la même raifon que £ à D. Mais 
fi ^ eft plus grand que il , & plus petit que ^ de B , C doit être plus 

grand que — & plus petit que de D par l’hypothéfe; le rapport en- 

tre 



Digitized by Google 



E L E M E N s D’A L G E B R E, Br 

tre J B C &D étant fuppofé tel , que ^ ne fauroit être plus grand 
ou plu’s petit -qu’une ou plufieurs parties de B, que C ne foit auffi plui 
grand oiTplus^tit qu’une ou plufieurs femblables parties de D. Nous 

voici donc avancés jufqu’au point, que fi E fe ttouve entre jA & ^de 
D) Cdoit (e trouver néceflairement entre les inemes limites: or la difiFc- 
rence de^A & 11- de D eft de D ; donc la différence de C & de £, 
qui fe trouve entre ces deux limites , doit néceffairement être plus petite 
que — de D. Tout ceci eft fondé fur la fuppofition que la quantité D 

a été divifée d’abord en lo parties égales ; mais fi on l’avoit divifée en 
TOO en looo, ou en loooo parties égales (fuppofitions qui n’auroient 
apporté aucun changement aux quantités C & E) la conclufion auroit été 
pn ce cas que la différence de C & de £ auroit été moindre qu une cen- 
déme qu’une millième , ou qu’une dix-nülliéme partiede D , Scainfi à l’in- 
fini • donc la différence de C «St de £ doit être plus petite qu une partie 
ir-onniie de D OU , ce qui revient au même , eft nulle ; par confequent 

il s’enfuit que eft à B comme C eft à D. C. Q. F. D. 

Nous avons donc ici une marque caraaériftique qui accompagne tou- 
iouVs la proportionalité , «St qui , d’un autre côté , ne fe trouve jamais fans 
elle favoir . que quatre quantités font appellées proporuonel les . la pre- 
5;èîla fêcinde comme la troifiéme à la quatrième, quand la première 
;Te?urok être plusgrande que , égale à , ou plus peute qu une ou plufieurs 
parties de la fécondé, fans que la troifiéme foitplus grande que, égalé à, 
ITZ petite qu’une ou plufieurs parties femblables de la quaméme: ou 
bien oLrr «,lt/rér peuvent im appellées propmimelles , qmnd la premrè. 
„ nc&roit être contefme entre deux Imites exprimées par quelques parties de 
la feernde, quelque petite que puijfe être la difiance qui fipare ces Imites Jans 
qj la troifiéme foit néceffairement contenue entre les limites exprimées par de 

iimblables parties de la quatrième. _ n ■ 

" 6°. Si EucHde s’étoit arrêté ici fans rafiner davantage fur le carafte- 

re diftinftif de la proportionalité que nous venons de donner (car j ofe 
affûter que ce caraLre diftinaif lui étoit bien connu) je fuis perftsJe 
f’U auroit donné une plus grande fatisfaftion à la plupart de fes difci- 
pks principalement à ceux qui n’ont pas le goût trop fin, qu il n a fait 
en amenant, dans le cinquième Livre de fes Elémens, un autre caraaere 
diftiSf à la proportionalité : cependant on peut voir aifement , qu en 
démontrant plufieurs autres propriétés des quantités 
Tome IL ^ 
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faide de* principes que nous venons d'établir , on auroit été alors obligé 
de prendre telles & telles parties de grandeurs , au-lieu qu'EucliJ* fubfli- 
tue à leur place l’ufage des multiples ; car bien-loin d’avoir enfeigné dan* 
quelqu’une des propoCtions qui précédent fa définition de la proportio- 
nalité, la méthode de faire des divifions femblables à celles que nous 
avons indiquées, il paroît avoir évité avec foin d’en parler, & cela avec 
beaucoup de raifon ; car l’ufage des nombres entiers doit dans tous les 
cas être eflimé plus naturel & plus élégant que celui des fraélions , & la 
multiplication des quantités a toujours été regardée comme plus facile à 
concevoir , que la réfolution de ces mêmes quantités en leurs parties ali- 
quotes. Voilà pourquoi Euclide ne montre en aucun endroit comment il 
, faut multiplier une ligne ou quelque autre quantité , fuppofant que la pra- 
tique de cette opération ell une efpéce de pojlulatum , au-lieu que dans la 
neuvième propofition du fixiéme Livre de fes Elémens il'enfeigne com» 
ment il faut retrancher une partie aliquote d’une ligne donnée quelcon- 
que. Ces confidérations & autres du même genre ont déterminé EucMt 
à rafiner encore fur la marque caraftériftique de la proportionalité , en 
fubAituant les multiples aux parties aliquotes de la manière que nous al- 
lons décrire ; & nous démontrerons en même tems la juftefle de fa défi- 
nition à l’aide de ce qui a déjà été prouvé dans le N”. 6. Voici quelle 
efl la propofition qu’il s’agit de démontrer: S' il y a quatre quantités A, B, 
C £3* D , Q* E A E C foient des équimultiples de la première de Ut 
troifiéme , £ÿ F B G* F D tf autres équimultiples de la fécondé iÿ de la quo' 
triéme; fÿ de-plus, Ji ces quantités font de telle nature, que EA ne fauroit 
être plus grand que, égal à, ou plus petit que F B, fins qu’en même temsEC 
fit plus grand que , égal à, ou plus petit que F D , quand on les compare ref- 
peclhement, que les multiplicateurs E F foient ce qu’ils voudront; je dis 
cela étant , que A doit nécejfairement avoir la même raifon à B que C à D. 
Or on ne fauroit révoquer en doute, que quatre quantités ne puilTent fe 
trouver dans des circonilances pareilles à celles que nous venons de dé- 
crire : car fuppofons que /d foit le diamètre & B la circonférence de quel- 
que cercle , & que C foit le diamètre & D la circonférence de quelque 
autre cercle , qui niera que vingt & deux fois le diamètre d’un cercle ne 
foit plus grand que, égal à , ou plus pçtit que fept fois la circonférence, 
précifément comme vingt & deux fois le diamètre de l’autre cercle eft 
plus grand que, égal à, ou plus petit que (ept fois la circonférence de ce 
cercle. Pafiôns préfenteraent à la démonilration de la propofition. 

Si l’on nie que yd foit à B comme C ’z-D , que A foit à B com. 
me G k D; & puis fuppofant D divifé en dix. parties égales , que G foit 

plus 
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plus grand que 14 de ces parties, & plus petit que 15 : cela étant .com- 
me par la fuppofition ^ eft à B comme C à Z), nous aurons dé plus 
grand que & plus petit que de B; donc loA feront plus grands 
que 14B, & plus petits que 15B ; mais pari’hypothéfe, aucun multiple 
de A ne fauroit être plus grand ou plus petit qu’aucun multiple de B,’ 
lans que le même multiple de C foit plus grand ou plus petit qu’un pa- 
reil multiple de Z) J donc loC font plus grands que 14O, & plus petits 

que 15Z) ; donc C eft plus grand que ^ & plus petit que ^ de Z) ; donc 

fi G eft une quantité entre ^ ^ ^ ^ une quanti- 

té renfermée entre les mêmes limites ; donc la différence entre C & G 
doit êae plus petite que de D. Cet argument fuppofe que Z) a été 
divifé ên dix parties égales; mais C«S£ G feront les mêmes, quel que foif 
]e nombre des parties dans lesquelles D eft divifé ; c’eft pourquoi , dans 
la fuppofition que Z) eft divifé en 100, en 1000, ou en roooo partie# 
égales, &fc. la différence entre C & G fe trouvera être plus petite qu’u-' 
ne centième, qu’une millième, ou qu’une dix millième partie de Z) , & 
ainfi à l’infini; donc les grandeurs C & G font égales , comme il a été 
prouvé au N». 5. de cet Article. Puis donc que A ne fauroit être plus 
grand que, égal à, ou plus petit qu’une ou plufieurs parties de B, fans 
que G Ibit plus grand que, égal à, on plus petit qu’une ou plufieurs par- 
ties femblables de D , parce que yé eft à B comme G k Z) ; & puisque G 
ne fauroit être plus grand , égal à, ou plus petit qu’ime ou plufieurs par- 
ties de D, fans que C foit plus grand, égal à, ou plus petit qu’une ou 
plufieurs parties femblables de Z), à caufe que 0& C font des quantités 
égales; il s’enfuit, par égalité de raifon, que A ne fauroit être plus grand , 
égal à , ou plus petit qu’une ou plufieurs parties de B , fans que C foit 
plus grand, égal k, on plus petit qu’une ou plufieurs parties femblables. 
de D ; & par conféquent que vZ eft à B comme C eft à Z), fuivant la 
marque caraftériftique de la proportionalité donnée ci-deffus. C.Q.F,Dj 
Q uatre quantités peuvent donc être appellées proportionelles , la première à 
la fécondé comme la troifiémekla quatrième , quand iln’ejt patpojftbkdepren». 
dt e des èquimultiples de b première de la troiftème, qui ne /oient tous deux 
plus grands que, tous deux égaux à, ou tous deux pbs petits que d'autres èqui^ 
multiples quelconques qu’on pourra prendre de la fécondé de la quatrième , fi 
on les compare refpeêtivcment. ■ < 1 

• 7®. Comme tout nombre eft une quantité diferéte ; & point cont^ 

DUC, il y a un minimum en fait de nombre, mais pas en fait d’étendue; 

La d’où 
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. d’où il fuit, que les parties des nombres doivent néceflairement être {Jus 
dillindes,& par cela même plus adignables que celles de l’étendue. De- 
plus, comme tous les nombres font commenfurables à l’unité , chaque 
nombre peut être confidéré comme un multiple, comme une partie , ou 
comme plufieurs parties de tout autre nombre. C’ell ce qui a fait qu’£». 
cüde, en définilTant les nombres proportionaux, employé la définition 
donnée dans cet Article N*. 4. ; tant il craignoit de s’éloigner de la 
notion commune attachée aux quantités proportionelles, toutes les fois 
que le fujet qu’il traitoit pouvoit le permettre. 

De la feptiém définition du cinquième Livre (TEucIidc. 

263. Si l’on admet comme une marque caraflérillique fuififante de la 
proportionalité de quatre quantités , quand elles ont par leur nature entre 
elles ce rapport qu’on ne fauroit prendre des équimultiples de la premiè- 
re & de la troifiéme , qui ne foient en même tems tous deux plus grands 
que, ou tous deux égaux à, ou tous deux plus petits que d’autres équi- 
multiples qu’on pourroit prendre de la fécondé & de la quatrième ; en ce 
cas, des que la chofe ell , ou pourroit être autrement, il ne fauroit y avoir 
de proportionalité, par exemple: Si en comparant les équimultiples de la pre- 
mière quantité ij" de la troifiéme avec d'autres équimultiples de la fécondé iÿ de 
la quatrième , il y a quelques sas où le premier multiple fiât plus grand que le 
fécond, fÿ que cependant le troifiéme ne foit pas plus grand que le quatrième { 
ou dans lesquels le premier multiple foit plus petit que le fécond, fÿ le troilième 
pas plus petit que le quatrième; alors la première quantité n’aura pas la même 
raifon à la fécondé, que la troifiéme a à la quatrième, mais une raifon plus 
grande que dans le premier cas , £5’ plus petite que dans le fécond. J’ajoOte de- 
plus, que fi de quatre quantités, la première a une plus grande raifon à la 
fécondé que la troifiéme na à la quatrième , il doit y avoir des cas ,foit que ces 
cas puiffint être affignés ou non , dans lesquels des équimultiples de la première 
^ de la troifiéme , fÿ des autres équimultiples de la fécondé iÿ de la quatriè- 
me , 1 e premier multiple fera plus grand que le fécond, iS que cependant le trot- 
Jiènu ne fera pas plus grand que le quatrième: Çar fi de pareils cas n’étoient 
point polTibles , la première quantité devroit avoir ou la même railbn à 
la fécondé que la troifiéme a à la quatrième, ou une raifon plus petite; 
ce qui efl également contre l’hypothéfe. Il paroît par ce que nous ve- 
nons de dire , que la cinquième définition & la feptiéme du cinquième 
Livre des Elémens s’accordent parfaitement enfemble. 
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Quejlion au fujet de t Article précédent. 

264.. C’ell-là tout ce qu’il importe d’obferver concernant k-s définitions 
précédentes; mais fi, ayant quatre quantités A,B,C & D, dont A ait 
une plus grande raifon à B que C n’a à D, quelqu’un vouloir favoir com- 
ment il doit s’y prendre pour trouver de tels équimultiples de & de C, 

& de tels autres équimultiples de A & de D, que le multiple de A fe 
trouve plus grand que celui de A , & que dans ce même tems le multi- 
ple de C ne fe trouve pas plus grand que celui de D , voici la méthode 
qu’il doit fuivre. Si les quantitésy^,B,C&Dfontcommenrurables,que 
leurs raifons foient exprimées par des nombres : comme, par exemple, 
que A foit à B comme 7 à 5 , & que C foità D comme 4. à 3 ; en ce cas 
4 & 3 , exprelüons numériques de la plus petite raifon , feront les multiplica- 
teurs requis, fi des deux termes & B, le plus grand terme ^eft multiplié 
par le plus petit multiplicateur 3 , & le plus petit terme B par le plus grand 
multiplicateur 4; car en ce cas 3^(21) feront plus grands que 4B (20), & 
cependant 30(12) ne ferontpasplusgrandsque 4^(12), lesdeux derniers 
multiples étant égaux. Que fi l’on demande de tels multiples , que lepremier 
multiple foit plus grand que lefecond , & qu’en même tems le troifiéme mul- 
tiple foit plus petit que le quatrième , en ce cas il faut prendre quelque frac- 
tion intermédiaire entre J & | & les termes d’une pareille fraflion Ibront les 
multiplicateurs requis. Par exemple , changeant les fraftions extrêmes en 
décimales, nous avons ^=i .4, & 5= i .34— ; donc fi l’on prend quelque 
fraétion décimale entre i .4 & i .34, une pareille fraélion exprimée en 
nombres entiers donnera les multiplicateurs requis. Prenons i .375, 

c’eft-à-dire , ^ » en ce cas le nombre 8 A (56) fera plus grand 

que iiB (55)* & dans ce même tems le nombre 8C (32) fera plus pe- 
tit que iiD (33). 

Si la quantité A ell incommenfurable à fl, ou C à Z), ou l’un & l’au- 
tre à l’un & l’autre, trouvez cependant, au moyen du fécond feholie de 
l’Art. 179, des nombres qui expriment ces raifens avec autant de préci- 
fion qu’ü fera néceflaire. Par exemple, que la raifon du nombre £ au 
nombre F foit à peu près la même que celle de A à B , & que la raifon 
du nombre G au nombre J/ foità peu prés la même que celle de C à D; 
cela étant , fi l’une ou l’autre de ces raifons, favoir , la raifon de £ à F, 
ou la raifon de G à //, le trouve entre les raifons de y/ à fl & de C’a û, 
les termes de la raifon intermédiaire feront des multiplicateurs tels qu’il 
faut; mais fi aucun de ces cas n’a lieu, quelque fraction intermédiaire 

£ G ^ 

doit être prife entre les deux fraftions -p&jf- - 

L 3 Après . 
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Après avoir facilicé ainfi aux commençans l’intelligence de la doftri- 
nc à'EucUde au fujet de h proportion , d’un côté en redreflant leurs idées 
fur cette matière, & de l’autre en écartant divers obftaclesquipourroient 
les arrêter, j’efpére qu’ils rencontreront moins de difficultés dans les pro- 
pofitions fuivantes, que dans un nombre égal de propodtions, en quel» 
que autre endroit des Elémens : & néanmoins tout le fervicequcjeleurai 
Tendu en ceci , confille à avoir mitigé autant que je l’ai cru néceflaire la 
précifion rigoureufe d’Euclide, en mettant fes démonftrations plus à la 
portée de l'imagination , que cet admirable Auteur ne paroît s’être fou- 
dé de faire ; j’ai pourtant tâché de conferver toute leur force aux dé- 
monftrations , & j’ofe me flatter de ne leur avoir rien ôté de leur élégan- 
ce. Je ne me fuis point fervi de calculs Algébriques en démontrant ces 
propofitions , à moins qu’ils ne fulTent fondés fur des propolltions précé- 
dentes; comme fachant très -bien, que des principes de Géométrie ne 
dépendent point des opérations Arithmétiques ; mais que ce font plutôt 
les opérations Arithmétiques qui dépendent des principes de Géométrie. 
Cependant , pour la commodité du Leêleiir, j’ai fait ufage de quelques 
Agnes Algébraïques très-fimples. Ainfi yf, B,C,D fignifient des grandeurs 
de quelque genre que ce foit; £,f, G,//défignent toujours des nom* 
bres entiers, à moins que le contraire ne foit marqué; A-\-B exprime 
la fomme de deux grandeurs homogènes quelconques A & B; A— B 
leur différence, ou l’excès de A par deffus B\EA & F B fignifient deux 
multiples de A & de B ^ les multiplicateurs étant E& F, &c. J’ai quel- 
quefois aufli employé avec fuccés le figne A— B augmenté de B, pour 
exprimer un axiome général, dont le fens eft, que fi l’on ajoûte à quel- 
que quantité ce dont elle eft furpalTée par une plus grande quantité , la 
•/omme fera la plus grande des deux quantités. 

LE CINQUIEME LIVRE DES ELEMENS D’£t7CZ,/DE. 

Définitions. 

265. I. Une grandeur eji dite partie d'une autre grandeur , la plus petite 
de la plus grande lorsque la plus petite mefure la plus grande. 

2. Une grandeur efl dite multiple d" une autre plus petite, lorsque la plus gran- 
de ejl me/urte par la plus petite. 

N. B. Notre langage manque de délicateffe pour rendre ces deux dé- 
finitions telles qu’elles font en Grec & en Latin. , 

Obfervons de-plus, qu’en vertu de ces deux définitions, on ne fauroit 
confidérer aucune quantité fimple comme étant une partie ou un multi- 
ple d’elle -même; car dans le fens d'Euclide, toute partie eft plus petite 

que 
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que ce dont elle ell partie, & tout multiple eft plus grand que ce donc 
il eft multiple. 

3. Raifoncjl un rapport mutuel de deux grandeurs homogènes comparées Pu- 
ne à Pautre félon leur quantité, Ainfi l’excès de 2 par deflus i eft égal à 
l’excès de 4 par deflus 3 , & pourtant la raifon de 2 à i eft plus grande 
que la raifon de 4 à 3 ;c’eft-à dire,le nombre 2 a plus de grandeur étant 
comparé avec i , que le nombre 4 n’en a étant comparé avec 3 ; puisque 
le nombre 2 eft double de i , & que le nombre 4 n’eft pas double de 3 ; 
mais d’un autre côté , le nombre 3 a une plus grande raifon à 4 , que le 
nombre i n’en a à 2 , à caufe qu’il a plus de grandeur en comparaifon 
de 4 que i n’en a en comparaifon de 2 ; car le nombre 3 eft- plus que la 
moitié de 4, au>lieu que i eft tout jufte la moitié de 2. 

4. Les grandeurs font dites avoir raifon P une à P autre, lorfpt elles peuvent 
tire tellement multipliées qu'elles s'excédent P une Pautre. 

N. B. Par cette définition, la propriété d’avoir raifon l’une à l’autre 
ne fauroit convenir 1°, A. toutes les quantités hétérogènes, parce que 
ces fortes de quantités font telles , que leurs multiples font aufli peu fuft 
ceptibles de comparaifon rélativement à l’excès ou au défaut que les quan> 
tités mêmes: une aune ne fauroit jamais être multipliée jufqu’à devenir 
plus grande qu’une heure, &c. 2°. La même remarque eft applicable à tou- 
tes les quantités infiniment petites comparées aux quantités finies, les pre- 
mières ne pouvant jamais être aflez multipliées pour e.xcéder les dernières. 

5. Des grandeurs font dites avoir entre elles la même raifon , la première 
à la fécondé comme la troijième à*la quatrième , lorfquon ne fauroit prendre des 
éqnimiiltiples de la première iÿ de la troifiéme, qui ne foient ou tous deux plus 
grands que , ou tous deux égaux à , ou tous deux moindres que <P autres équimul- 
tiples quelconques qu'on peut prendre de la fécondé £5* de la quatrième. 

N. B. Cette définition & la feptiéme ont été expliquées ci-defliis. 

6. Les grandeurs qui ont entre elles la meme raifon , font appelkes pro- 
fortionelles. 

7. S'il y a quatre quantités , & qu’ après avoir pris des équimu 'tiples de la 
première £ÿ de la troifiéme, fÿ d'autres équinuiltiples de la fécondé de ta 
quatrième , il puijfe arriver que le multiple de la première foit plus grand que le 
multiple de la fécondé , fam que le multiple de la troifiéme foit plus gr ind que 
le multiple de la quatrième ;en ce cas Ja première de ces quantités ejt dite avoir 
plus grande raifon à la fécondé que la troifiéme n'a à la quatrième. 

8. La proportion conjijle dans une égalité de raifons. 

9. La proportion ne peut être exprimée en moins de termes que trois; 
comme quand nous difons que dt ed èi B comme B i C. 

• 10. Tou- 
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10. Toutes les fois que trois quantités font en proportion continue, la pre- 
miire ejl dite asoir à la troifième une raifon doublée de celle que la première 
a à la fécondé: 6? d'un autre côté, la première ejl dite avoir à la fécondé une 
raifon fous-doublée de celle que la première a à la troifième. 

11. Si quatre quantités font en proportion continue , la première ejl dite avoir 

à la quatrième une raifon triplée de celle quelle a à la fécondé ainfi de fuite. 

12. Les antécèdens de toutes les proportion} s'appellent termes homologues , 

£? le même mot s'applique aitjftaux conféquens : mais les antècédens iÿ lescon- 
J'èquens confidèrés enfmble ne s'appellent jamais termes homologues , mais hé- 
térologues. 

N. B. C^s trois dernières définitions, quoique placées ici, ne font d’au- 
cun ufage dans le cinquième Livre, mais bien dans le Cxième. 

13. La raifon alterne ejl , lorfque quatre quantités étant proport'wnelles , la 
première à la fécondé comme la troifième à la quatrième, on conchtd que la 
première ejl à la troifième comme la fécondé à la quatrième ; la jujlejfe de cette 
eonclufion, aujfi bien que de tout le rcjîe qui va fuivre,fera fuffifamment prou- 
vée dans les propofitions fuivantes. 

14. La raijon inverfe ejl , lorsque quatre quantités étant proportioneUes, la 
première à la fécondé comme la troifième à la quatrième, on conclud que la 
fécondé ejl à la première comme la quatrième à la troifième. 

15. On appel’e compofition de raifon, quand quatre quantités étant propor- 
ticnelles , la premure à la fécondé comme la troijiéme à la quatrième, on con- 
clud que la fommc de la première de la fécondé ejl à la fécondé comme la 
fomme de la troifième £5* de la quatrième ejt^ la quatrième. 

16. On appelle divifton de raifon lorfque quatre quantités étant proportion- 
nelles, la première à la fécondé comme la troifième à la quatrième , on conclud 
que l'excès de la première par dejfus la fécondé ejl à la Jeconde comme f excès 
de la troifième par dejfus la quatrième cjl à la quatriè-me. 

17. On appelle converfion de raifon, lorsque quatre quantités étant propor- 
tionnelles , /j première à la Jeconde comme la troifième i la quatrième , on con- ^ 
clud que la première ejl à l'excès de la première par dqffus la Jeconde , comsne 

la troifième ejl à d excès de la troifième par dejfus la quatrième. 

18. Si don compare les quantités cdunefiûte avec les quantités J" une autre Juite 
également nombreufe ; £ÿ que de toutes les raifons dô une fuite égales à toutes 
celles de d autre, fait que ces raifons foiqpt rangées dans le même ordre ou non, 
on conclud que les extrêmes d une des fuites font en même raifon que celles de 
d autre, cette proportionalité des extrêmes s' infère par égalité de raifons. 

19., Si toutes les raifims dans une fuite font égales à toutes les raifons dans 
d autre, cette proportion s'appelle ordonnée, la proportionalité des extrêmes 

• s'in- 
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s'infiri en ce cas par igalité de raifm ordonnée , ou bien fimphment par 
igalité de- raiforts. 

20. Si toutes les roifons dans une fuite font égales à toutes les raifons dans 
r autre, mais pas dans le même ordre, cette proportion s’appelle troublée; 
la proportionalité des extrêmes s’infére par égalisé de raifons troublée. 

Ainfi , fl l’on compare A, B & C dans une ftrie avec D,E& F dam 
nne autre , & fi eft à B comme D à £ , & fl à C comme £ à £, cela 
s’appelle une proportion ordonnée , ôc A eft dit être à C comme D k F 
par égalité ordonnée, ou fimplement par égalité : mais Çt A B coih- 
me£à£&flàC comme D à £, cela s’appelle une proportion mal or- 
donnée, & eft dit être à C comme D à £, par égalité troublée. 

Proposition i. 

266. S'il y a autant de quantités homogènes qu’on voudra A , B , C , dont 
EA, EB, EC'foient les équimultiples refpedfs; je dis e n ce cas , que la 
fomme ËA -+ EB H- EC fera le même multiple de lafomme A-tb-tC que 
EA ejl de A, ou Ebde B, &c. 

Car les multiples EA, EB & EC peuvent être confidérés comme au- 
tant de parcelles diftinftes, dont un certain nombre de forment la gran- 

deur EA, le même nombre de Bs la grandeur £B, & le même nombre de Cs 
la grandeur EC: du même nombre de Cs: or comme le nombre des As 
dans EA eft le même que le nombre des Bs dans EB, ou des Cs dans EC, 
il s’enfuit, qu’auffi fouvent que A peut être pris dans EA,onBdansEB, 
ou C dans EC, précifémçnt autant de fois la fomme totale A-i-B-¥C 
' peut être prife dans la fomme totale £.<<-ê £fl— h£C; donc la fomme 
£j-i-EB-+ EC eft le même multiple de la fomme A-+ B-v C que EA 
eft de A, ou EB de fl, &c. C. 4 P- 

* î 

Proposition 2. 

267. St E A £5* E B/ont équim^tiples de deux quantités quelconques A gÿ 
B, £3* que FA £3* FBfoient pareillement les équimultiples des mêmes quanti- 
tés-, je dis que lafomme EA-l-FA fera le même multiple de A que laforrh 

rwEB-t-FB eJldeB. , • . » a. 

Car puisque le nombre des As dznsEA eft le meme que celui des flr dans 
£ fl ; & qu’outre cela le nombre des A s dans FA eft le même que ce- 
lui des fl s dans F B , ajoûtez chofes égales à chofes égales , & le nom- 
bre des As dans ËéPTFjiien le même que celui des fl x dans EB-i-FB, 

Tome II. M 
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c’éft-â-dirâ la fomme E A—^ i^'A foxi le même Ulultiple de A quelalbm* 
inc EB-i-FB eft de B. C. Q. F. D. 

Proposïtiok 3. 

258 - Si E A Ê? E B font Us équimuhipks de deux quantités iptekonques 
A B , fÿ 3E A £?* 3E B foirt des équimultipUs de E A dtEB; je dis , 
que 3E A G* 3EB feront aujji équimultipUs de A £? de B. 

•C’eft ce qui fuie manifcllement de la dernière propodeion; car puis- 
que EA ôt,EB font des équimulciples de ^ & de B ; & que EA & EB 
font encore d’autres équimultiplei de ^ & de B , il fuit de cette propo- 
iition , que la fomme 2£ A eft le même multiple de A que la fomme 
2EB eft de B: de-plüs, puisque iEA StiEB font des équimultiples 
de ^ & de B , & que EA & EB font d'autres équimultiples des mê- 
mes quantités , la fomme ^E A eft le même multiple de À que la fom« 
me 3£ B eft de B , & ainfi à l’infini. C. Q. F. D. 

Proposition 4. 

269. Si quatre quantités A,B»C G* lü font proport ionellet, A à B ram* 
ne C i D, G* î«a ÊA Î^ECfoient des équimultiples quelconques de la pre- 
mière G de la troifiéqte, G FB , G F D d'autres équimultiples de la fécondé 
G de la quatrième; je dis que ces multiples feront auJJi proportionels , pourvu 
qu'ils foient pris dans le même ordre que les quantités proportionelUs -dont ils font 
iet multiples; c'ejl-à-dire, que E A fera d FB comme EC i FD. 

Que %EA &iEC foient les équimultiples quelconques de £ /# & de 
£C, & 2F B & 2FD d’autres équimultiples quelconques de FB & de 
F D ; puisque ^EA 6 c ^EC font équimultiples de £ /d & de £ C , & que 
EA 6 c EC font équimultiples de /d & de C, il fuit de la dernière pro- 
pofition que zFA, 6 c ^EC font équimultiples de /d & C; & par la 
même raifon 2F B 6 c 2FD font aufli équimultiples de B & Z). Puis donc 
que par l’hypothéfe , A eiti B comme CkD; 6 c puisque ^EASesEC 
font équimultiples de yd&de Ç, 6 c que 2FB 6 c 2FD font d’autres cquL- 
multiples de B & de Z), il s’enfuit par la cinquième définition , que s£ 
ne fauroient être plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2FB, 
que 3 £ C ne foient aulTi plus grands que , égaux à , ou plus petits que 2FD. 
De-plus, puisque nous avons quatre quantités EA, £B,-£C,FD, dont 
^EA 6 c ^EC repréfentent des équimultiples quelconques de la première 
6 c de la troifiéme, & 2FB 6 c 2FD d’autres équimultiples quelconques 
de la fécondé & de la quatrième} & puisque zEA ne fauroient être plus 

grands 
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grands que, égaux à, pu plus petits que 2F £, que 3EC ne fôicnt pa- 
reillement plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2FD, il fpit de 
la cinquième définition, que ces quatre quantités E^,FB, F.C, FD 
font proportionelles ; c’eft-à-dire, que EA F B comme £C à F D. 

C. Qj F. D. ' • -• 

S C H O L I Z. 

.1 

C’eft à cet endroit qu’on rapporte ordinairement l’inverfion de raifon 
{ fans que je puiffe dire pourquoi c’eft plutôt à cet endroit qu’à aucun 
autre; ) c’eft-à-dire, que fî quatre quantités font proportionnelles, com- 
me^ A B coamt C ejl àD, 4 n ceoas B fera à A comme D i C;car 
que EA & EC foient les équimultipk» quelconques de ^ & de C; !& 
que F B & FD foient d’autres équimultiples quelconques de B & de D ; 

& premièrement fuppofons F B plus grand que EA-, en ce cas EA fera 
j>lus petit que F B : & puifque ^ eft à B comme Ci D, EC fera aulli 
plus petit que FD par la cinquième définition; & par confèquent FD 
fera plus grand que EC: il pwoît donc par-là que fi F B eft plus grand 
que EA,FD fera auffi plus grand que EC. Oa prouvera de-même, que 
fl F B eft égal à, ou plus petit que E A, FD fera pareillement égal à, ou 
plus petit que E C. Puis donc que nous avons quatre quantités B, A, D, C, 
dont la première & la troifiéme ont pour équimultiples F B & FD , & 
dont la fécondé & la quatrième ont d’autres équimultiples EA & ECÿ 
& que la quantité F B ne fauroitêtre plus grande que , égale à, ou [jus 
petite que E A, fans que la quantité FD foit plus grande que, égale à, 
ou plus petite que £C,il fuit de la cinquième définition , que ces quatre ' 
grandeurs B , A, D,C doivent être proportionnelles j c’eft-à-dire , que B 
doit être à A comme D iC. C. Q. F. D. 

Proposition 5. 

270. Si A if B font deux quantités homogènes quelconques, dont A ejl la 
plus grande dont E Aif EB foient les équimultiples refpeclifs ;je dis, que 
la différence Ë A— £B fera le même multiple de la différence A— B que E A 
ejl de A, ou EB de B, 

Si on le nie, que G foit le même multiple de A~B que EA eft de A, 
ou EB d« Bj cela étant nous aurons deux quantités j/— B & B dont 
la fomme eH A, & dont -G & JS B font les équimultiples relpeêlifs; donc 
par la première propofition la fomme G-i-EB fera le même multiple de 
la fomme A que EB eft de B: mais E A eA aufiâ le même multiple de ^ 
que EB eft de B; par epuféquent £B eft le même multiple de A 

M Z que 
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que £v/ eft de Ai donc G-+EB doit être égal à £ ^ ; retranchez EB 
des deux côtés , & G fera égal à EA — Èîi ; mais G étoit le même mul- 
tiple de que EA l’étoit de ou EB de B; donc EA — EB 
feralemême multiple deÂ—BqueEA rellde^,ou£BdeB.C.Q-F.D. 

Proposition 6 . 

271. Si de E A Ê5* E B, é(piimultiples de deux quantités quelconques A Êÿ B, 
on retranche FA 6? F B , autres équimuhiples quelconques des mêmes quanti- 
tés; les rejles EA—t A & ÉT 5 — TB feront égaux aux quantités A Ü* B 
fe/peS 'tvement , ou ils en feront les équimuhiples. 

^ C A s I. 

% - 

Premièrement, que le relie Eyd-£/dfoit égal à A; je dis qu’en ce 

cas l’autre relie EB — FB fera aufli égal à B ; car puisque FA ell le mê- 
me multiple de yd que £B ell de B , il fuit de la nature des multiples, 

que FA-^A ell le même multiple de que £B-|-B ell de B: mais A 
efl égal à EA-'FA; & fi l’on ajoûte FA des deux côtés, nous aurons 
FÂTÂ=EAi donc au-licu de dire comme auparavant, cqueFA-i-A 
ell le même multiple de A que FB-i-B ell de B, nous pouvons 
dire à-préfent que £ .d ell le même multiple de A que FB-+B elldeB: 
mais EA ell le même multiple de /I que £B ell de B ; donc EB elllemê- 

me multiple de fl que £B-fB ell de B; donc £ B ell égal à £B-hBî 
retranchez F B des deux côtés, «S: vous aurez EB-FB = B. C.Q.F.D, 

Cas 2. 

Suppofons préfentement que le relie EA-FÂ foit quelque multiple 
'de car C ^ mefure tant EA que FA, il faut qu’il mefure EA-FA; 
& par conféquent E^^.doit être quelque multiple de & par la 
'.même raifon, l’autre relie £B_£fldoit êtrelemême multiple deflquc 
que EA-FA eft de A. Si on le nie, que G foit le même multiple de B 

que EA—FA ell de A; cela étant , puifque EA-FA&G font équimul- 
tiples de A & B, & puis FA & F B font d’autres équiraultiples des 
mêmes grandeurs, il fuit de la fécondé propofition , que la Ibmme 

EA 
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£ yf— Ta fera le même multiple de ^ que G H- F B efl d e B : ma is 
eA-F A ^FA = EA-j donc efl le même multiple de que G f A 

ell de S: mais eft le même multiple de que £ B eft de B ; donc 
£ B eft le même multiple de B que G -f £B eft de B^ par conféquent 
£ B eft égal à G-+£B; donc EB-FB eft égal à G : mais G ét oit le mê- 
me multiple de B que£/i-£^eft de A par l’hypothéfe; donc EB-FB 
eft le même multiple de B que EA—FA eft de A. C. Q. F. D. 

S c B 0 L I E. 



Comme dans la fécondé définition nous avons eu foin de marquer qu’au- 
cune quantité fimple ne poiwoit être confidérce comme multiple d’elle- 
même, ainfi il paroît par cette propofition que deux quantités fimples 
ne fauroient être envifagées comme équimultiples d elles-mêmes ; ce qu^ 
à dire le vrai, n’eft qu’qne conféquence de cette définition, & la rai- 
fon qui fait que la propofition renferme deux cas différens. 

Pour que le Lefteur comprenne mieux & retienne plus facilement la 
conftruÆondes fix propofitions précédentes, il fera bien d’obferver, 
' que les deux dernières propofitions ne font autre chofe que les deux pre- 
mières avec des fignes contraires. Dans la première propofition il a été 
démontré que la fomme EA-+EB eft le même multiple de la fomme 
'Â^~B q\ie EAtüàc A, oaEBde B: dans la cinquième propofition 
il a été démontré que la différence £.^-£B eft le même multiple de la 
différence nae E A eSt de A , ou £ B de B. O utre cela d ans la 
fécondé propofition il a été démontré , que la fomme ËTTFÂ eft le 
même multiple de A que la fomme eI-fTb eft de B ; & dans la fixié- 
me il a été démontré que le refte EA-FA eft le même multiple de A 
que EB-FB eft de B. 



Propositio 



27Î. Si ton compare deux quantités égales A(f B a-jec utie troijîéme C, 
je dis , A 6 f B auront la même raifon A C ; £3* réciproquement que C au- 
ra la même raifon aux deux quantités égales A B* B. 

Car prenant des équimultiplès quelconques de A & de B, luppolons 
Z A 61 38, & quelque autre multiple de C, fuppofons 5C, il eft mani- 
fefte que ^A doivent être égaux A étant égal à B; mais B ^A 
■ M 3 
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font cgsnx à 3 B , il fera impoffible que 3 d foient plus grands que , ^gaux 
à, ou plus petits que 5C, fans que 3B foient plus grands que, égaux à, 
on plus petits que les mêmes 5C; donc nous avons quatre quantités A, 
& C , dont la première & la troifiéme ont pour équimultiples ^A 
& 3 B, & dont la fécondé & la quatrième ont d’autres équimultiples 5C 
& 5C;& puifque le premier multiple 3/# ne fauroit être plus grand que, 
égal à, ou plus petit que le fécond 5C, fans que Je troiCème multiple 
3B foit plus grand que, égal à , ou plus petit que le quatrième 5C, il 
fuit de la cinquième définition , que ces quatre quantités A,C,B & C, 
font proportionnelles , Ai C comme B k C. C. Q. F. D. 

De-plus, puisque ^d ell égal’à 3B, il dl impoffible que 5C foit plus 
grand que , égal à , ou plus petit que 3 //, fans que le même 5 C foit auffi plus 
grand que, égal à, ou plus petit que 3B; donc nous avons quatre quan* 
titésC,.(^,C&B,dont 5C.& 5C repréfentent quelques équimultiples du 
premier & du troifiéme, & ^d & 3 B d’autres équimultiples du fécond 
& du quatrième; & puifque le premier multiple 5C ne fauroit être plus 
grand que , égal à, ou plus petit que le fécond ^d fans que le troifiéme 
multiple jC foit auffi plus grand que, égal à, ou plus petit que le qua- 
trième 3B, il fuit de la cinquième définition que ces quatre quantités C, 
A, C & B doivent être proportionnelles, C à /f comme Cà B. C. Q. F. D. 

Propositions. 

273. Si deux quantités inégales A 6? B, dont A ejl la plus grande , font 
comparées avec une troifiéme comme C , je dis cela étant , que A aura une 
plus grande raifim à C, que B n a, à C; mais que iun autre cité, C aura 
une plus grande raifon à B qu'il n'a à A. 

Car puifque par l’hypodiéfe, J efl plus grand que B, /t—B fera l’ex- 
cès de A par-delTus B ; & par la cinquième propofition , fi £ B eft un 

multiple de B; EÀ-EB fer a le m ême multiple multipliez 

donc ces deux quantités B &A—B par le même multiplicateur, jufqu’à 
ce que le plus petit des équimultiples qui en naîtront foit plus grand 
que C; en ce cas l’autre fera plus grand encore; que ces équimultiples 
foient 3B & 3/7—38, chacun d’eux étant plus grand que C: enfin mul- 
• tipliez C jufqu’à ce que vous en ayez un multiple qui foit au-deflus deC, 
& le plus petit de tous ceux de fon ordre auquel cette propriété con- 
vienne: que ce multiple foit 5C; cela étant il eft clair que 38 ne fau- 
roient être plus petits que 4C; car C cela étoit, 4C, & pas 5C feroient 
le multiple de C immédiatement au-delTus de 3B, contre la fuppofition. 

Puis 
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Puis donc que 3fl ne fauroient être plus petits que 4C, il s’enfuit, que 
fi l’onajoûte à 3ZI une plus grande quantité, & à 4 Cunepfuspetite quan- 
tité, la première fomme fera plus grande que li dernière: mais 
font plus grands que C par la conRrutlion; ajoûtez donc 
à 3B & C à 4C, & vous aurez 3.^ plus grands que 5C: mais 3B font 
plus petits que 5C par la conaruftion; donc nous avons quatre quanti- 
vis A,C, B&C, dcMit la première & la troifiéme ont pour équimulti- 
ples 3/f & 3B, & dont la fécondé & la quatrième ont d’autres èquimul. 
liples sC & sC-, & puisque le premier multiple s/f efi: plus grand que 
le fécond 5C, & qu’en même tems le troifiéme multiple sBn’eftpasplus 
grand que le quatrième 5C; mais plus petit, il fuit de la feptiéme défi- 
nition , que des quatre quantités C, B & C, ^ &une plus grande 
raifon à C que B k C. C. F, D. 

De-plus, puisque nous avons quatre quantités C, B, C & J, dont 
5C & 5C font équimultiples de la première & de la troifiéme , «St 3B & 

font les autres équimultiples de la fécondé & de la quatrième ;<& puis- 
que le premier multiple 5C eft plus grand que le fécond 3B, & qu’en mê- 
me tems le troifiéme multiple 5C n’eft pas plus grand que le quatrième 
3//, mais plus petit, if fuit de la feptiéme définition, que des quatre 
quantités C, B, C & A, Ca une plus grande raifon à B que C n’a 
kA. C.H.F.D. 

Proposition 9. 

Si deux quantités A & B m la même raifon à une troifiéme comme C, ou 
fi Cala même raifon aux quantités A G* B ; dans Tun £f ê autre de ces cas ' 
A 6? B doivent être égaux entre eux. 

Car fi l’un d’eux étoit plus grand que l’autre, par exemple, fi >/étoit 
plus grand que B , en ce cas par la dernière propofition , A doit avoir 
une plus grande raifon à C que B n’a à C, contre la première fuppofition; 
«St C doit avoir une plus grande raifon à B qu’il n’a à A, contre la fécon- 
dé fuppofition ; donc A & B doivent être égaux entre eux. C. Q. F. D. 

Proposition 10. 

275. Si de trois^quarâités A , B & C , A « une plus grande raifon à C que 
B n’â à C, ou fi C a une pluf grande raifon à B qu'il n’a à A, dans F un G* 
F autre de ces cas A doit être plus grand que B. 

Car fi A étoit. égal à B ou plus petit, il faudroit que A eût la même 
raifon à C que B a à C par la feptiéme propofition , ou une plus petite 
railbn, par la huitième,- ce qui répugne également à la première fup- 
pofition ; & de-plus, fi A étoit égal à B , où plus petit , il faudroit que 

C 
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C eût la même raifon à A qu’il a à B, par la feptiéme propofition, ou 
une plus grande raifon , par la huitième, ce qui répugne également à la 
fécondé fuppoûtion; donc A doit être plus grand que B. C. Q. F. D. 

Proposition ii. 

276. Si deux raifons font les mêmes qu'une troijiéme, il faut qu elles foient 
les mêmes entre elles; comme fi la raifon de K à i.fS la raifon de C à c font 
les mêmes que la raifon de B à h, en ce cas la raifon de A à 3. fera la même 
que. celle de C à c: ou bien ainfi ;Si A ejl à 3 comme B d b, 6f B i b comme 
Càc; je dis que A fera à a comme C à c. 

Car prenant des équimultiples quelconques des antécédens , fuppofoni 
^A, 3B, 3C; & d’autres équimultiples des conféquens , fuppofons ja, 
2b, 2c, que 2 A foient plus grands que 2a; cela étant, puisque parla 
fuppofition A tVt '3 a comme B à i, & que 3.^1 font plus grands que 2a, 
3B doivent être plus grands que 2b par la cinquième définition; de-plus, 
puisque B eft à d comme C à c, & que 3B font plus grands que 2b, 3C 
doivent être plus grands que 2c: cet argument prouve donc que fi 3^ 
font plus grands que 2a, 3C doivent néceifairement être plus grands 
que 2c; & l’on peut démontrer de-même que fi 3,4 font égaux à 2a, 
ou plus petits, 3C feront égaux à 2C, ou plus petits. Puis donc que 
nous avons quatre quantités A, a, C & f , dont la première & la troi- 
fiéme ont pour équimultiples 3/# & 3C,&dontla fécondé & la quatriè- 
me ont d’autres équimultiples 2a & ic, & puisque 3/? ne fauroient être 
plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2a, fans que 3C foient 
plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2<r, il fuit de la cinquiè- 
me définition que ces quatre quantités A;a , C & c font proportioncl- 
les , /I à a comme C à f . C. O. F. D. 

Proposition 12. 

277. Si autant de quantités qu'on voudra A,B,C dans Une férié font pro- 
fortioncUes à autant Vautres quantités 3, h, c dans une autre, c'efl-àdire, 
A i a comme Bd b comme C à c; je dis, que comme un des antécédens ejl à 
fon conféquent', ainfi^ la fomme de tous les antécédens fera à la fomme de tous 
les conféquens, c'ejl-à’ dire, comme A ejl à 3 ainfi la fomme~K-+^-^C 
fera à lafomme a-(- b— hc; ou', fi nous fuppofons A-f- B— r-C‘=S, 

— »-c=s , je dis que A ejl à 3 comme S à s. 

Car prenant des équimultiples quelconques des antécédens , fuppofons 
3<4, 3B, 3C, & d’autres équimultiples quelconques des conféquens, fup- 
pofons 2a, 2b, ic, que foient plus grands que 2a; cela étant, puis- 
que 
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que yÿ e(l à a comme B k b, & que font plus grands que la , 3B doi- 
vent être plus grands que 2b par la cinquième définition : de-plus , puis- , ' 
que B eü. k b cpmme Ç k c, & que 3 B font plus grands que aê, 3C 
doivent être plus grands quear; donc fi font plus grands que 2a, 
nqn feulement 3B feront plus grands que 2b, mais auffi 3C feront ' 

plus grands que 2c ; & par confèquent la fomme totale 3/i-l- 30-1- 3C 
fera plus grande que la fomme totale 2a~ l-2i— t-2r; mais en ver- 
tu de la première propofition , la fomme 3/-/-+ 3B-+-3C e(l le mê- 
me multiple de la fomme y:/— h —h c' ou 5 que la grandeur 3// eil dey^; 
donc 3/^H-3B-+^=:3S;&par1e même argument 2a -+- ai -f 2c=z2s; 
ainfi l’on peut dire, que li 3// font plus grands que aa, 35 feront plus 
grands que ar; .& l'on démontrera ide- même , que fi 3y^ font égaux à, 
ou plus petits que aa, 3<S feront égaux à, ou plus petits que ar. Fuis 
donc que nous avons qpatre quantités A, a,S & t, dont la première & 
la troifiéme ont pour équimultiples ^A & 35, & dont la fécondé & la 
quatrième ont d’autres équimultiples quelconques 2a & ar^ & puisque 
3y^ ne fauroient être plus grands que , égaux à , ou plus petits que aa , 
fans que 3S fpient pareillement plus grands que , égaux à, ou plus petits 
que ar, il fuit de la cinquième définition que ces quatre quantités A, a, 

S & s font proportionelles, A ka comme S k s. C. 2 - E. û. 

Proposition 13. 

278. Si A a la même raifon à 2 qtie B à h , mais que B ait une plus gran- 
«fe raifon àh que C à c; je dis que A a une plus grande raifon â a que C à c. 

Car puisque par l’hyporiiéfe la raifon de B à b ell plus grande que cel- 
le de _C à c , il fuit de la feptiéme définition , qu’il y a des équimultiples 
de B & de C,& d’autres équimultiples de i & de c de telle nature , que 
le multiple Br fera plus grand que celui de fans que le multiple C s 
foit plus grand que celui de c: cela étant, que 3B Ibient plus grands que 
2i, «St que 3C ne foient pas plus grands que 2c ; puis donc que y# ell à 
a comme B kb, & que 3B font plus grands que 2b, fd doivent' nécef- 
fairement être plus grands que 2a par la cinquième définition ; ainfi nous 
avons quatre quantités /l,a,C ik c,dont la première & la troifiéme ont 
pour équimultiples 3 V & 3C, & dont la fécondé «St la quatrième ont d’au- 
tres é .mimultiples ?a& 2c ; & puisque 3 a font plus grands que 2a dans 
le tems que 3c ne font pas plus grands que 2C, il fuit de la feptiéme dé- 
finition que de ces quatre quantités //, a, C«Sc c. Ai une plus gran. 
de raifon à a que Car. C. O. F. D. . 

Tme II. N Pro- 
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Proposition 14. 



27<J. Si quatre quantités homogènes font proportionnelles , la première à la fé- 
condé cogime la troijiémc ‘à la quatrième je dis que- la fécondé fera plus gran- 
de que, égale à, ou plus petite que la quatrième, fuhant que la première efl 
plus grande quef égale à, eu plus petite que la troifiéme; comme fi h efl à- ü 
comme C ejl à D ;je dis qu’en ce cas la quantité B fera plus grande que , éga- 
le à, ou plus petite que D, fuivant que la quantité A fer» plus grande que y 
égale à y ou plus petite que C. 



Cas I. 

Que /d foit plus grand que C; je dis cela étant que B fera plus grand 
que D. Car puisque cil plus ^and que C, /l aura une plus grande rai- 
fon à B que C n’a à B par la huitiéçne propofition : de-plus , puisque Ç 
e(l à û comme A h B, & que A a une plus grande raifon ù B que C n’a 
à B, il fuit de la dernière propofition que Cii. D une plus grande raifon 
que C n’a à B ; donc par la dixiéme propofition S eft plus grand que D. 

C. 2 a P- ' ' 

C A s 2. 

Que A foit plus petit que C; je dis cela étant que B fera plus petit 
que D. Car Ci A eü. plus petit que C, Cfêra plus grand que Ai puis 
donc que C ell à D comme A à. B par l’hypothéfe , & que C ell.plus 
grand que A, il fuit du dernier cas que D fera plus grand que B; & par 
conféquent B fera plus petit que Z). C. Q. F. D. 



C A s 3. 

Enfin , que A foit égal à C: je dis que B fera égal à D. Car puisque 
A efl égal h C, A fera à B comme C à B par la feptiéme propofition; mais 
C efl à comme ^ à B par l’hypothéfe; donc C efl à Z) comme C efl 
à B par la onzième propofition; donc les quantités B Sc D font égales 
par la neuvième. C. Q: E. D. 



Proposition 15. 

280. Les parties font en même raifon que leurs équimultiples refpeBifs. Si 
A a font deux quantités homogènes quelconques , dont 3 A 3a foient les équi- 
multiples rejpectifs ; je dis cela étant , que A fera à a comme 3 A à 3a. 

Car faifant les grandeurs B & C toiites deux égales à A, & de-méme 
les grandeurs h & c toutes deux égales à a; par la feptiéme propefition 
nous aurons A à a comme B à h comme Car; donc par la douzième 
propofition nous aurons A à a comme w— i-B— l-t à a-f-é-h c: mais 
en ce cas A~i-B-hC = 3A, & a-tb-i-c='^ai par conféquent Adi 
i s comme 3^ à 3a. C. O. F. D. 

P R 0- 
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Proposition i( 5 . 

S8i. Si qutttre quantitét bomogénes font proportionelles , la première à la 
Jtconde comme la troifiéme à la quatrième; je die qu’elles feront aujji proporm 
tionelles en raifon alterne, c’ejl-à-dire, que la première fera à Ê troifiéme cm- 
'me -la fécondé à la quatrième : par exemple, fi A efl à B comme C àD, je d'ts 
que A fera à C comme B à D. 

Car prenant des équimulciples de ^ & de B, fuppofons & 3B, âi 
d’autres équimoltiples de C & de D, fuppofons 2C & 2D; puisque 3/^ 
font à 3ZJ comme ^ à B par la propofition précédente, & que ^ elt à 
L comme C à D par l’hypothéfè , «St que C eft à /) comme 2C à uD par 
la propofition que nous venons de citer, iJ fuit de la onzième propofition, 
que 3// font à 3S comme 2C à 2D; donc par la quatorzième propofition, 

3/7 ne fauroicnt être plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2C, 

(kns que 3B foient plus grands qtie, égaux à, ou plus petits que 2O. 

Puis donc que nous avons quatre quantités /^,C,B & D, dont la pre- 
mière & la troifiéme ont pour équimultiples 3-^ & 3B, & dont la fécon- 
dé & la quatrième ont d’autres équimultiples 2C & zD; & puisque 3^ 
ne fauroicnt être plus grands, égaux à, ou plus petits que 2C, fans que 
3 B foient plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2D, il fuit de 
la cinquième définition, que ces quatre quantités A,C,B &. D font pro- • • 
portionclles, ei 2 C comme B kD, C. Q. Fi D. 

K. B. La raifoû alterne ne peut avoir lieu , à moins que toutes les 
quantités ne foient de même nature : car fi & B étoient d’un genre, & 

C & D d’un autre, comment feroit-il pofllble que les quantités /J & C 
ou B & D euflent quelque raifon l’une à l’autre, _& bien moins encore 
la même raifon ? 

Proposition 17. 

% 

.282. Si qiatre quantités A , B,’C fj* D ,dont A eft plus grande queB,^ 

Ç plus grande que D, font proportionelles, A à B comme C 4 D; je dis que 

A — B fera à B comme C— D é D, ce qui s’appelle divifion de raifon. 

Car prenant 3<if, 3B, 3C & 3Û pour équimultiples de A,B,C & Z); 

3/7— 3B d^3C— 3Û feront des équimultiples pareils de W — B & de C- — D. 
De-plus, que 2B & 2D foient d’autres équimultiples de B & de D, «S: 
que 3/7— 3B foient pl’us grands que 2B; cela étant, fi l’on ajoûte 3B 
des deux côtés, nous aurons 3/7 plus grands que 5B; & puisque A eft 
à B comme C k D, nous aurons par la cinquième définition, 3C plus 
grands que 5D; retranchez 3D des deux côtés, & vous aurez 3C— 3T5 

plus grands quezD} donc 11 3/7—3B font plus grands que 2B, 3C— 3D 

N 2 tlol* 
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doivent être plus grands que 2D : on démontrera par la même fa gond’ar- 

Eumcnter,que fi 3^-38 font égaux à, ou plus petits que iB, 3C-3Û 
feront égaux ^ ou plus petits que 2Û. Puis donc que nous avons qtm- 

tre quantités, B, C^, & D . dont la première & la troifié, 

meontpouréquunultiplci ^ la f écondé & la 

quatrième ont d’autres équimukiples 2B ôtzD; & puifque 3/1—38 ne 
fauroient être plus grands que, égaux à, ou plus petits que 28, fans 
que «e— mO fûicnt plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2D, 
il fuit de la cinquième définition que ce s quatre quantités fontproportio- 
neUes, c eft-à-dirc, A-Bi B comme C-ü iiD. C. O. F. D. 

Proposition 18. 



■ 283. Si quatre quantités A, B, C £5* D font pr oportionelles A à B, comme 
C à D i je dis que fiia à B comme C-\- D à D , ce qui s'appelle corn- 

pofition de raifon. • • „ . „ - 

Si l’on nie c\\ic.A-\-B foit à B comme C-H- O eft; à D, on rie fauroit 
difeonvenir cependant que A-^■Bae foit à B comme C-+ D a quelque 
quantité plus grande ou plus petite que D: fuppofons la plus grande , & 
nommons la E. Puis donc que par l’hypothefe la quantité £eft plus gran- 
de que D, fl l’on ajoûte C-£ des deux côtés, nous aurons la quantité 

C plus grande que CH-i>--£T Ceci étant jwfé & reprenant le fil de 
notre raifonnement , fuppofons quéA-i-B eft a comme ; 

cela étant nous aurons {ditiidendo) c’eft-à-dire , par la pro pofition pre ce- 

-dente , .i-f B-B à B comme Ç -+Ü-E à E ; mais A-+B- B dt 
égal à A; donc A cft'A B comme v-^ü-E eft à £; mais A eft à B 
comme C à D par la fuppofition ; donc C eft à D Comme C - +/>-£ eft 

à£; mais de ces quatre proportionelles C,D, 

été prouvé que la première eft plus grande que la troifieme, c eft-a-dire, 

que la quantité C eft plusgrandeque C-^ü-"ï;donc par 1 » quatorzié- 
me, la fécondé doit être plus grande que la quatrième, ceft-a-dire, la 
quantité D doit être plus grande que £; donc la quantité £ eft plus pe- • 
tite que D ; donc fi A-^ 8 eft à 8 comme C-+ û eft à quelque quan- 
ûté plus grande que D, cette quantité fera en même tems plus petite 
que û , ce qui eft impoflible ; par conféquent il eft impolTible que A^B 

foit à 8 comme C-i-û eft à quelque quantité plus grande que D: & par 
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an argument touc.femblable on démontrera, qiTil tfl impoflîblc quo 

-t+B foie à B comme C— r O à quelque quantité plus petite queD; 
donc jB cil à R comme C— (-D à D, C. Q. F. D. . 

Proposition 19. 

2S4.. Si de deux quantités A G" B, qui »nt entre elles certaine raifon, on 
retranche deux autres quantités C D , qui ayent entre elles la meme raifon ; 
je dis , que les rejles A — C fÿ B— D continueront à être en même raifon, 
c'ejl-à-dire , A— C fera <1 B — D comme A i B 0» comme C <i D. 

Car puifque par l’hy{)othéfe /leftà. B comme C à D, nous aurons (al- 
ternando ~) A k C comme B h D , & ( dividende ) A~C à C comme B — D 
à D^& derechef ( alternando ) A—C à. B — D comme C 3 D-, mais A cîii. 

B comme C à Djdonc A—Cc& à B—D comme,A kB. C. Q. F. D. . 

S c II o L I E. 

Dans la Copie manuferite du Dr. Gregory (è trouve un corollaire defti- 
né à démontrer ce qu’on appelle la converfion de raifon ; mais comme il 
eft difficile de faifir le fens de ce corollaire, j’aime mieux inférer ici la 
démonflration que ce Dofteur donne de la propofition môme, & que voici. 

Si quatre quantités A, B, C £5* D font proportionelles , A i B comme C à 
D; je dis que A ejl' à A — B comme C d C— D, cc qui s'appelle converfion 
de raifon. Car puifque par la fuppofition A efl à B comme C à D,nous 
aurons (dividendo) A—BkB comme C— D à D ; & (invertendo) B à A— B • 
comme D à C—Û-, & (componendo) B-+A—B à A— B comme D—hC—û 
kC~D, c’efl-à-dire , A k A— B comme C k C — D. é. Q. F. D. 

J'obferverai de-plus concernant la dix-neuviéme propofition , que com- 
me on a démontré dans cette propofition à l’aide de la divifion de rai,-' 
fon, que fl de deux quantités A ik B, qui font l’une à l'autre en raifon • 

quelconque, on retranche deux autres quantités qui aÿent entre elles la 
même raifon^ les refies A—C & B—D feront l’un- à l’autre comme A à 
B, de-même on peut démontrer par compofition de raifon, que fi à 
deux quantités A & B, qui font l’une à l’autre en raifon quelconque, 
on ajoûte deux autres quantités C & D qui ayent entre elles la même 
raifon , les fommes A-i-C & B-^D feront l’une à l’autre comme Ak B; 
mais ceci, comme n’étant qu’un cas particulier de la douzième propofi- 
tion , a déjà été démontré. 

Proposition 20. 

285. S’il y a trois quantités A,B C dans, une férié, (S trois autres 
D,E F dans une autre, £5“ que les rafons dans une frie foknt les mêmes 

N 3 que 
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'que celles dans F autre, par exemple que A fois à B comme D i E, (S que B 
foit à C comme E 4 F; je dis qu’en ce cas A ne fauroit être plus grand que, 
égal à , ou plus petit que C, que D ne foit aujji plus grand que , égal à , ou 
plus petit que F dans Foutre. 

Car fuppofons J plus grand que C, en ce cas par la huitième propofition 
/doit avoir une plus grande raifon à BqueCn'a à B;mais /efl à B com- 
me Z) à £ par la fuppofition, & C ell à B comme F à £, à caufe que par la 
fuppofition B e(l à C comme £ ell à £; donc D a une plus grande propor- 
tion à £ que Fk £•, donc D eft plus grand que F par la dixième propo- 
fition ;donc fi //eft plus grand que C, D doit auffi être plus grand que£: 
& l’on peut démontrer de-même que fi / eft égal à , ou moindre que 
t , D par confèquent doit ê.tre égal à , ou moindre que Jj ; donc A ne 
• peut être ni plus grand que, ni égal à, ni moindre que C, que D ne 
foit plus grand que, égal à, ou moindre que F. C. Q. F D. 

Eropositon 21. 

28(5. S'il y a trois quantités A, B C dans une prie, £ 5 * trois autres 
D , E F dans une autre , Fÿ fi les proportions dans F une des fériés font 
égales aux proportions (Wns F autre , mais dans un ordre différent, c'efl-à-dire , 
fi A ejl à B comme E ejî à V , if fi B efl à C comme D ejl à E;ye dis que 
A ne peut pas être plus grand que , égal à , ou moindre que C , fans que D fit 
être plus grand que , égal à , ou moindre que F. 

Car fiippofons A plus grand que C ; en ce cas par la huitième propo- 
fition // doit avoh une plus grande raifon à B que C n’a à B ; mais A eft 
à B comme £ à £ par l’hypoihéfe, & C eft à B comme Ek D, k caufe 
que par la liippofition B eft à C comme D k E; donc £ a une plus 
grande raifyn à F qu’il n’a à Z) ; donc D eft plus grand que F par la 
dixième propofition; donc fi A eft plus grand que C, D doit aufli être 
plus grand que F: «Sc par la même façon d’argumenter, fi / eft égal à, 
ou plus petit que C,D fera pareillement égal, ou plus petit que Z'; donc 
A ne fauroit être plus grand que, égal à, ou plus petit que C, fans que 
D foit plus grand que, égal à, ou plus petit que F. C. Q. F. D. • 

Proposition 22. 

287. S'il y a trois quantités A, B if C dans une férié, if trois autres 
D,E if F dans une autre , iÿ que les raifons dans une férié foient /« mêmes 
que celles dans Fautre , pourvu qu'on Us prenne dans le même ordre', je dis, 
qu'en ce cas les quantités extrêmes dans une férié feront en même raifon que les 

extrê- 
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extrêmes dans T autre: par exemple, fi A ejl à B comme D i E, 6? B i C 
comme E à F ; je dis que A fera à C comme D à F. 

N. ÿ. On défigne cette proportion par les mots de proportion / égalû. 
té ordonnée. Voyez la définition dix-huitiéme & la dix-neuviéme. 

Trenez des équimultipics quelconques de de Û, par exeipple i^A 
& qD, & d’autres équimultiples de £ & de £,par exemple 3 B & 3E, 
& enfin d’autres équimultiples de C & de F, comme aC & a’F; celfi 
étant , puilque par la fuppofition /J ed i B comme Z) à £ j il fuit de 
la quatrième propofition , que 4.A feront à 3B comme 4Z) à ^E: de-plus 
puifque par la fuppofition Beftà C comme £ à £,il fuit de la quatrième 
propofition que 3B feront à aC comme a£ à a£: de-forte que nous 
avons trois quantités , favoir 4^,3B,2Cdims une férié trois autres, 
favoir^ & zÊdans une autre ;& il a été prouvé que les raifons 

dans une férié font les mêmes que celles dans l’autre , pourvu qu’on les 
prenne dans le même ordre, c’eft-à-dire,4/if à 3S comme aD à 3E', & 
38 à'aCcommê 3£ à-aF; donc par la vingtième propofition, -4'^ ne 
fauroient être plus grands que, égaux à, ou plus petits que a ,fimi que 
4Û foient plus grands que, égaux à, ou plus petits que a£. Puis donc 
que nous avons quatre quantités A,C, D&. F, dont la première & la 
troifiérae ont pour équimultiples 4y^& 4Z),& dont la fécondé & la qua- 
trième ont d’autres équimultiples aC & a£; & puifque 4/f ne fauroient 
être plus grands que , égaux à, ou plus petits que aC, fans que 4D foient 
plus grands que, égaux à, ou plus petits que a£, il fuit de la cinquiè- 
me définition que ces quatre quantités A, C, D <k F font proportionel- 
les. Ai C comme D à F. C. F. D. 

Corollaire. 

Pareillement s'il y a autant de quantités qu'on voudra. A, B, C, G,&c. 
dans une Jérie , le même nombre D , E , F , H , &c. dans une autre , ÿ* que 
A/oit à B comme D d E, fÿ B d C comme E à F, S* C d G comme F 
à H &c. la conféquence rélativement aux extrêmes fera toujours la même, 
cejî-à-dire, A fera à G comme D d H; car il a déjà été prouvé qne A 
e(l à C comme Z) à F; & par la fuppofition C eft à G comme F à //; 
donc par égalité de raifons A fera à G comme D À H. 

PRPOSITION23. ■ 

a88. S'il y a trois quantités A , B 6? C dans une férié , fc? trois autres D , 
, E 6? F dans une autre , que les raifons dans une férié foient les mêmes que 
celles dans 1 autre, mais point rangées dans le même ordre; je dis que les quan. 

tités 




/ 
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titès extrême! dam une férié feront toujoun en même xnifon ({ue le! quantité! 
extrême! dam F autre: par exemple. Si A ejl à B comme E àF, B à C 
comme D'à E; je dii que A ne laijfera pm d'être à C comme D à 
N. B. On nomme cette proportion une proportion d' égalité troublée. 
Prenez des cquimulciples quelconques àt A, B ÔL D, par exetpple, 
3./,3B & 3D, & d’autres cquimultiplesde C^E & F, pat exemple, 2C, 
2-E & zF, puis dites: 3/? font à comme A eftkB par la quinziéme, 
& A eft à B comme £ à F par la fuppofition , & £ ell à F comme z£ 
font à zFpar la quinziéme; donc font à comme z£ à zF par 
la onzième: de-plus, F eft à f comme D k E par l'hypothéfe; donc 3B 
feront à zC comme 3/) à z£ par la quatrième: puis donc que nous a- 
vons trois quantités, favoir‘3//, 3B & zC dans une férié, & trois autres 
quantités, favoir 3Z) , a£ & zF dans une autre férié, & puifjue les 
raifons font les mêmes dans les deux fériés , mais point rangées dans le 
même ordre, c’eft-à-dire, puifque 3zf font à 3S comme z£ à zF, & 
que 3B font à zC comme .3Z) à z£, il fuit de la vingt & unième ’pro- 
pofition, que 3// ne fauroient être plus grands que, égaux à, ou plus 
petits que zC, fans que 3Ü foient plus grands que, égaux à, du plus 
petits que zF: de-plus, puifque nous avons quatrequantités/f,Cj D &F, 
dont la première & la troifiéme ont pour équimultiples ^A & 3/), & 
dont la fécondé & la quatrième ont d’autres équimultiples zC & zF, & 
puifque ^A ne fauroient être plus grands que, égaux à, ou plus petits 
que zC, que 3Z) ne foient pareillement plus grands que, égaux à, ou 
plus petits que zF,il fuijt de la cinquième définition queccs quatre quan* 
titès A,CfD&F font proportionelles ,AkC comme Dk F. C. (^. K. D. 

Proposition 24. 

289. S'il y a ftx quantité! A,B,C,D,E,F,(/o/if A fait à B comme C 
ê D , E à B comme F à D ;je dii que A-^-E fera àB comme C -+ F i D. 

Car puifque par Phypothéfe £ eft à B comme 'F k D, nous aurons 
( invertenh ) B k E comme D k F. Puis donc que A eB. k B comme C 
à D par l'hypothéfe , & que B eft à £ comme ü à F, il fuit par égali- 
té de raifons, que // eft à £ comme C à F; { componendo'j A-^E 
fera' h £ comme C-f F eft à F: de-plus , puifque // h- £ eft à £ comme 
C-i-F eft à F, & que £ eft à B comme F k D, par l’hypothéie, il 
fuit dércchefpar égalité de raifons, que zf—p£ eft à B comme C-\-F 
k D. C. Q. F. D. 

Lxm. 
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290. Si quatre quantités A , B , C £ÿ D font proportionelles , A 4 B com- 
me Ç à D', je dis qu'en ce cas A ne Jaurvit être plus grand que , égal à, ou 
plus petit que B , fans que C fait pareillement plus grand que , égal à, ou 
plus petit que D. 

Perfonne ne niera que ce lemme ne foit manifeflement vrai , confi- 
déré fuivant la notion commune de la proportionalité , ou même dans 
fon rapport avec la cinquième définition , pourvu qu’on puifle envifager 
des quantités fimples comme équimultiples d'cllcs-mémes ; mais c’eft ce 
que les termes de multiple & d’équimuliiple ne permettent abfolument 
point, comme j'ai déjà eu foin de le marquer dans mes obfervations (Ur 
la fecçnde définition, & à la fin de la fixiéme propofition: ainfi la doc- 
trine de la proportion telle que nous la donnons ici , exige que ce lem- 
me foit démontré; & Eucjide, en- le fuppofànt vrai dans la démonftra- 
tion de la propofition fuivante , où il auroit pu s’en palTer , doit fûre- 
ment l’aveir déjà démontré dans quelque autre endroit du cinquième 
Livre, qui ne iubfifle plus. Commandin, au moyen de la quatorzième 
propofition de ce Livre, a démontré un cas particulier de cette propo- 
fition, c’eft-à-dire, le cas où les quantités / 1 ,B, C & D font toutçs de 
même efpéce ; mais cette propofition n’ell pas moins vraie quand les 
quantités A &, B font d’une clpéce C & D d’une autre. C’efl; ce que 
Clavius a très-bien obfervé , & ce qui l’a engagé à tâcher de démontrer 
cette propofition, dans le fens plus étendu que nous venons d’exprimer: 
(Voyez le feholie qu’il a annexé à la quatorzième propofition du cin- 
quième Livre;) mais je m’en rapporte à tout Lecteur Géomètre, s’il 
lait autre chofe que prouver idem per idem. Voici comment la vérité 
dont il s’agit peut fe démontrer. 

Je dois prouver que fi eft à B comme C à D, A ne fauroit être 
plus grand que, égal à, ou plus petit que B, fans que C foit pareille- 
ment plus grand que, égal à, ou plus petit que D. 

Cas I. 

Que A foit plus grand que,B; je dis cela étant que C fera nécefiaire- 
ment plus grand que D. Car puifque A ell plus grand que B , multipliez 
la différence B par un multiple plus grand que B,&que ce multiple 
foit •gA-^B-, cela étant puifque 3^^— 3B font plus grands que B, fi 
l’on ajoûte 3B des deux côtés, nous aurons plus grands que 4B; de- 
plus, puifque zl eff à B comme Ci D, & que 2 A font plus grands que 

Tome II. O 4B, 
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4B, nous aurons par la cinquième dèlînicion 3C plus grands que 4O; 
donc 3C font plus grands que 3D, & C' plus-grand que D. C. Q. ^ D. 

C A s 2. ■ 

Que /! fait plus petit que B ; je dis cela étant que C fera plus petit 
que D. Car pulfque ^ell à 5 comme C k D, (invertenJo) B cil à ^ 
comme Dà C; mais B eft plus grand que y/ par la fuppofitlon ; don: D 
doit être plus grand que C par le cas précédent ; ou , ce qui revient au 
même, C doit être plus petit que D. C. Q. F. D. 

C A s 3. 

Enfin que A foit égal à B ; je dis cela étant que C fera égal à D. Car 
pulfque C cil à D comme Ak B, Ci C étolt plus grand ou plus petit que 
D, A feroit plus grand ou plus petit que B par les deux cas précédons; 
mais A n’efl ni plus grand ni plus petit que B par la fuppofition ; donc 
C n’eft ni plus grand ni plus petit que D ; donc C eft égal à D. C. Q. F. D. 

Propos ï-TioN 25. 

2pi. Si quatre quantités A, B, C Ê3* D font proportionelles , A à B com- 
me C à D; je dis cela étant que la fomme du plus grand terme du plus 
petit ajoutés cnfemble, fera plus grande que la fomme des deux autres termes. 

Que le terme A foit le plus grand de tous : puisque A d\.k B comme 
C à D, & que B efl plus petit que A, D fera plus petit que C par le 
lemme: de- plus, 'puisque ^ ell à B comme CkD, & que C c(l plus 
petit que A, D fera plus petit que B par la quatorzième ; donc fi A efl: 
le plus grand de tous , D, qui efl; plus petit que A,B oa C, fera le plus 
petit de tous, & ainfi la fomme du plus grand terme & du plus petit 
terme ajoûtés enfemble fera A-i- D ; donc la fomme des deux autres ter- 
mes fera B — C. Il me refie donc à prouver que la fomme A-+Dc(l 
plus grande que la fomme B -1- C, ce que je fais ainfi : ôn a démontré 
dans la dix-neuviéme propofuion, que fi de deux quantités A ôc B, qui 
ont entre elles une raifon quelconque , on retranche deux autres quanti- 
tés C & D qui ayent l’une à l’autre la même raifon, le refte A—C fera 
au refte B — D comme A k B', mais A eft plus grand que B par la fup- 
pofition ; donc A~C doit être plus grand que B — D par le lemme ; 
ajoûtez C-+ D des deux côtés , & vous aurez A-i- D plus grand que 
B-+C. C. Q. F. D. • 

Corollaire. 

Si trois quantités A, B C font en proportion continue A d B comme B 
i C, je dis que la fomme des extrêmes fera plus grande que le terme moyen 
' pris deux fois, c’ejl-à dire, que A-+C fera plus grand que B H- B oh 2 B. 

DE 
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,DE LA COMPOSiTION ET DE LA RESOLUTION 
DES RAISONS. 

N. B. Comme les nombres (bnt des quantités dam nous avons des Idées 
plus diflinftes que d’aucune autre, & que toutes les raifons doivent être 
réduites à celles que les nombres ont entre eux , avant qu’on puifle faire 
quelque ufage confldérable de leur réfolution en calculant le tems, l’efpa- 
ce, la vitefle, le mouvement, la force &c. je m’attacherai principale- 
ment à cette forte de raifons dans les Arücles fuivans. * 

Définition r. 

. 292. En comparant entre ellts des raifons ,uneraifoneJlditeplus grande que, 
égale à y ou plus petite qu une autre jquandfon antécédent a un rapport plus grand, 
égal, ou plus petit à fin conféquent , que l'autre antécédent n'a au Jien. -, 

Ainfi la raifon de (5 à 3 efî dite plus grande , & la raifon de 4 à 3 plus 
petite que la raifon de 5 à 3 : ainfi encore, la raifon de 6 à 3 eft dite 
plus grande, & la raifon de 6 à ^ plus petite quela raifon de 6 à 4 , &c. 
Par conféquent toutes les fois qu'il s’agit de comparer des raifons, dont les an- 
técédensôÿ les confiquens font tous dijférens, il fera bon de les réduire aumêmean- 
técédent ou au même confiqiient avant que tf entreprendre la comparaifen. Comme, 
par exemple, fuppofons qu’on veuille favoir quelle de ces raifons efl la plus 
grande , favoir la raifon de 7 à 5, ou la raifon do 4 à 3 : pour cet effet, il fuffit de 
laiffcr-là un des conféquens , par exemple 5 (exprelîion par laquelle je n’en- 
tens autre chofe , fi ccji’eft de trouver un nombre auquel 7 ait la même raifon 

que 4 à 3) & de dire, comme 4 eft à 3 ainfi 7 eft à^ou : la raifon de 4 33 eft 

donc la même que celle de 7 à ; de-forte que la queftion'revient propre- 
ment à ceci , quelle de ces deux raiibns eft la plus grande , celle de 7 à 5 , ou 
celle de 7 à 5i ? & la rüponfe eft aifée à trouver , favoir , que la raifon de 7 à 5 
pft la plus grande des deux , par la huitième propofition du cinquième 
Livre des Eiémens ; donc la raifon de 7 à 5 eft plus grande que celle 
de 4 à 3. De-plus, fuppofons que je veuille comparer la raifon de 
334 avec celle de 5 à 7 ; pour cet effet j’ôterai 7 , & je dirai , com- 
me 3 eft à 4 ainfi 5 eft à ^ ou 7 — ; ce qui fait voir que la raifon de 

• 3 à 4 eft la même que celle de 5 i 7— j; mais la raifon de 5 à 7—1 eft 

plus grande que celle de 5 à 7 , non feulement par la huitième propofi- 
tion du cinquième Livre d’Euclide, mais aufli par la nature même des 
raifons, le nombre 5 ayant plus de grandeur relativement 37—4 que ré- 
lativement à 7: donc la raifon de 3 34 éft plus grande que celle de 5 à 7. 

Il y a une autre méthode de comparer les raifons, qui eft de changer 
• 4 O 2 leurs 
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leurs termes en fraftions , dont les antdcédens dbient les numérateurs , & 
les conféquens les dénominateurs. Ainfi la raifonde..^ à B ell plus gran- 
de que, égale à, ou plus petite que la raifon de Cà D, fuivant que la 
fraftion ~ cfl plus grande que, égale à, ou plus petite que la fraflion 

£ : car la raifon de ^ à i eft plus grande que, égale à, ou plus petite 
que la raifon de ^ à i , fuivant que la fraftion ~ efl; plus grande que, éga- 
le à, ou plus petite que la fraéüon ^ ;c’eft ce qui paroîtraanifeftement 
par ce qui a été dit ci-deflus ; mais la raifon de .J à i, ell la même que 

celle Ak B, & la raifon de ^ à i efl la même que celle de C à Z); 
donc la raifon de ..4 à S efl plus grande que, égale à, ou plus petite que 
.celle de C à D, fuivant quelafraélion j efl plus grande que, égale à, ou 

plus petite que la fraêlion^. Rfais cette méthode de repréfenter les rai- 

fons par des fraélions , quoique propre à faire connoître quelle de deux 
fraêlions qu’on compare efl la plus grande ou lapluspetite,nedoic néan- 
moins pas être admife généralement , à caufe que ces lignes repréfenta- 
tifs ne font point entre eux comme les raifonsqu’ils veulent repréfenter: 
ainfi la fraélion * efl double de la fraêlion \ ; mais il n’en faut pas inférer 
que la raifon de 6 à 2 foit double de celle de 3 à 2 ;car nous verrons dans la fui- 
te que la raifon de 934 efl double delà railbn dc3à2. Quant à moi, je n’ai 
jamais aimé à défigner les raifons par des fraêlions, comme BurrMiMS: d’au- 
tres ont fait; non feulement à caufe de ce qui vient d'être dit, mais aulli 
parce que cette manière de repréfenter efl capable de donner aux com- 
men$ans defaulTes idées de la compofition & delaréfolutiondesraifonsi 

Définition 2. 

293. Dans me firie de quantités de quelque efpéce que ce fait croisante ou 
decroijjante depuis la première jufqu’à la dernière, la raifon des extrêmes efi 
dite empofée de toutes les raifons ûaermédiaires. Si A ,B ,C, D repréfentenc 
des grandeurs rangéesen férié, la raifon de A à Z) efl dite 
compoféede, ou pouvoir fe réfoudre en ces raifons, fa- A, B, C-, D. 
voir la raifon à.Q A h. B, la raifbn de B à C, & la raifon 48,40,30,15. 
de Ch D ; ou bien ainfi : Si A £3* D font deux quantités 
quelconques, Ü* que B , C (^c. repréfentent un nombre quelconque de quantités 
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intermédiaires y prifes à difcritîon iS rangées entre A D, la raifon de A 
àD ejl dite par cette interpojition pouvoir Je réfoudre en raifans de k à de 
deCàG. 

Ce n’cft point -là une propoficion qui doive être prouvée, mais une 
dcGnicioii de ce que les Mathématiciens entendent communément par 
compofition «Sc réfplution de raifons ; termes dont le fens dl le même que 
celui qu’ils attachent à ceux de compofition & de réfolution de toute au- 
tre grandeur continue quelconque. Par exemple; fuppofons que les let- 
tres À y B y Cy Dy au " üeu de repréfenter des quantités, défignent autant 
de points diftinéls placés en ligne droite l’un après l’autre à des diftan- 
ces égales ou Inégales ; qui fe feroit en ce cas le moindre fcrupule de di- 
re, que tout l’intervalle JD compofé des intervalles JB, BC,CD, 
comme de fes parties? Ou fi les points yl ôc D font les extrémités d'une 
ligne, fur laquelle on marque à diferétion les points B, C, &c. ; qui 
ne dira point que la ligne JD k trouve par ces points réfolue ou difiin- 
■‘guée en parties yf B, BC, CD, &c. ? C’eft- là le cas de la compofition 
& de la réfolution des lignes; & il en eft; précifément de - même en fait 
de compofition & de réfolution de raifons, excepté que dans la première 
fuppofition le tout & toutes fes parties font des lignes , & que dans la 
fécondé le tout & toutes les parties font des raifons. 

Si y^, B, C, Dy fÿf. défignent des quantités, la raifon de J k B 
commence k J & fe termine en B ; la raifon de B à C commence k B & 
fe termine en C; & la raifon de C à D commence à C & fe termine en 
D: pourquoi donc ces raifons continues ne pourroient- elles pa» être en- 
vifagées comme des parties conllituant la raifon entière de J k D? Nous 
avons déjà vu que les raifons peuvent être comparées rélativement à ce 
que l’une ell plus grande ou plus petite que l’autre, & qu’une raifon peut 
être plus grande que, égale à, ou plus petite qu’une autre raifon; & 
cela étant , pourquoi les raifons ne feroient-elles pas reconnues pour des 
grandeurs aufii bien que toutes les autres chofes qui font fufceptibles d’u- 
ne pare'iUe comparaifon? Mais, fi les raifons font des grandeurs, il faut 
qu’elles ayant des parties, & ces parties doivent être de même nature 
que le tout, à caufe que les raifons ne peuvent être comparé«s à aucu- 
ne autre chofe qu’à des raifons : il me paroît donc que l’idée que je viens 
de donner de la compofition & de la réfolution des raifons eil aufii jufie 
& aulfi intelligible, que s’il étoit queftion de la compofition & delarcfo- 
lution d'une autre quantité quelconque. 

Ceci pofé, que J, B, C, D foient des points rangés en ligne droite 
comme ci-delTus,- que la ligne JB foit égale à une ligne Rr, que B C 

O 3 foit 
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fait égale à une ligne S s, & CD à une ligne Tf, en ce cas, on Tert 
en tlruit de dire non feulement que la ligne ÀD efi égale aux trois lignes 
yJB, BC, CD, u^ais aulTi que la même ligne JD eft égale aux trois 
lignes Rr ,Ss &Tt ajoutées enfemble , & la même confidéraiion eft tou- 
jours applicable aux raifons ; car fuppofant dérechef que J, B, C , D, 
défignent des quantités, de-même que R, S, T, r,s,f, que J foit à B 
comme R k r, que B foit à C comme S k s, &L que C foit à D comme 
T kt ; cela étant il cil d’ufage parmi les Mathématiciens non feulement 
de conlidérer la raifon de J à D comme compofée des raifons de J à B , 
de B à C, & de C à D, mais aufli comme compofée des raifons de R à 
r, de S à s, & de T à t. Tout ceci fera facile à comprendre pour peu 
qu’on fafle attention à la férié décrite ci-deflus ; car la raifon de 48 à 15 
y étoit compofée de la raifon de 48 à 40, de celle de 40 à 30, & de celle 
de 30 à 15 ; mais 48 eft à 40 comme 6 à 5 , & 40 à 30 comme 433, 
& 30 à 15 comme 2 à i; donc il eft aulTi jufte de confidérer la rai- 
fon de 48 à 15 comme compofée des raifons de 6 à 5 , de 4 à 3 , & de 
î à I , que de la confidérer comme compofée des raifons de 48 à 40 , 
de 40 à 30 , & de 30 à 15. 

Définition 3. 

294. De -même que par la divijion d'une ligne en un voinhie quclconîue de 
parties égales, toute la ligne ejl dite un multiple inné de fes parties , tel qu'il 
ejl exprimé par le nombre ^es parties dans lesquelles toute la ligne ejl fiippofée 
divifée ; pareillement dans une férié de quantités en proportion continue , où les 
raifiis intermédiaires font toutes égales lune à l’autre, iÿ par confequent S 
qtielqM raifon commune qui les repréfente toutes indifféremment , la raifon des 
extrêmes ejl dite un multiple de cette raifon commune, tel que P exprime le nom- 
bre des raifons ù compter depmis un extrême jusqu'à l'autre. Ainfi 9 , <5 & 4 
font en proportion continue, & ont pour raifon commune celle de 3 A 2 ; 
car 9 cfi: à 6 comme 322, & 6eflà4 comme 3 à 2 ; donc en ce cas , 
la raifon de p à 4 cil appeliée double de 3 à 2 ; & d’un autre côté la rai- 
fon Je 3 5 2 eft appeliée la moitié de la raifon de 9 à 4; mais l’expres- 
fiun ordinaire eft, que 9 eft à 4 en raifon doublée de3à2,&3à2 
en raifon fous-doublée de 9 à 4. Pareillement 27, 18, 12 & 8 font en 
proportion continue, & ont pour raifon commune celle de 3 à 2 ; donc 
27 eft à 3 en raifon triplée de 3 à 2, & 3 eft à 2 en raifon (ous-triplée 
de 27 à 8. Enfin 81 , 54» 3<î, 24, ét 16 font en proportion continue, 
& ont pour raifon commune celle de 3 à 2 ; donc 8r eft à 16 en raifon 
quadrupiée de 332, & 3 à2cn raifon fous-qu.druplée de 81 à 16. 

On 
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On voit par ces exemples, qu’une raifon peut non feulement être plus gran- 
de qu'une autre, mais auflTi un multiple ou uqe partie aliquote d’une au- 
tre: ainfi la raifon de 8i à i (5 fe trouve être à celle de 27 à 8, comme 
4 ù 3 , à' caufe que la première raifon contient la raifon de 3 à 2 qua- 
tre fois, & que la dernière ne contient cette même raifon que trois 
fois*: par exemple encore, la raifon de 27 à 8 efo à la raifon de 9 à '4 
comme 3 à 2, à caufe que la première contient la raifon de 3 à 2 trois 
fois , & que la dernière contient deux fois cette même raifon ; d'où 
il fuit que la raifon a lieu entre les raifons mêmes , autfi bien qu’entre 
toutes les autres quantités continues. Mais quoique toutes les raifons 
fuient en certaine raifon l’une à l’autre , cette raifon néanmoins n’cll pas 
toujours exprimable j je veux dire, quand les quantités des raifons font 
incoramenfurables Pune à l’autre; car les raifons peuvent être incom- 
mcnfurables, aulli bien que toute autre quantité continue de quelque ef' 
pèce que ce foit : c’eft ainli que la raifon de 4 à 3 efl: incommenforablè 
à celle de 3 à 2 ; ce qui efl le cas de la plupart des raifons. Si toutes les' 
raifons étoient commenfurables l’une à l’autre, leurs logarithmes aflroient 
la même propriété , & par une confèquence -nécefTaire les logarithmes 
de tous les nombres naturels pourroient être ^gnés exaclement , ce qui 
ell impoflible, comme nous le verrons quand nous ferons parvenus à la 
matière des Logarithmes. 

N. B. Je ne connois pas de meilleure méthode de repréfenter les quan- 
tités des raifons qu’en traçant une ligne, fur laquelle tous les nombres 
naturels qu’on pourra y marquer doivent être difpofés , non à d’égales 
dillanccs l’un de l’autre, mais à des dillances proportionelles aux raifons 
où CCS nombres font entre eux. Par exemple , la didance entre i & 2 efl 
égale à la dillance entre 2 & 4, parce que la raifon dé i à 2 efl égale 
à la raifon de 2 34: de -même la diflance entre 4 & 9 efl double de 
la didance entre 2 & 3 , à caufe que la raifon de 4 à 9 ed double de la rai- ‘ 
fon de 2 à 3 , & ainfi du rede. 

De r /Iddition des Raifons. 

295. De ce que toutes les raifons font des quantités , comme il a été 
prouvé dans les trois derniers Articles, il fuit que, ni plus ni moins que 
toutes les autres quantités, elles font fufccptibles d'addition , de foudrac- 
tion , de multiplication & de divifion : pour traiter ces opérations pa,r 
ordre, je commencerai par l’addition. 

Si les raifons qui doheiit être ajoùtces font des raifons ccntimies ,c'ef-à-dii e , 
f elles forment une frie dans laquelle F antécédent de chaque raifon fdféqnente 
efl le mci/ie que U co’nf'queiit de la raifon qui précédé immédiatement , leur ad- 
dition 
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dit ion fe fait en rejettant tous les termes intermédiaires. Par exemple, les raî- 
fons de J il B, de B à C, de C à Z) étant ajoûtées cnfemble, forment 
la raifon de ..Z à Û, comme il a été prouvé dans l’Art. 293. 

C'eft pourquoi fi les raifons qui doivent être ajoûtées ne font point conti- 
nues , il convient de les rendre telles au moyen de quelque antécédent donné , 
par exemple l’unité, pour pouvoir fairel’additionrque la raifonde./ZàB, la 
raifon de Cà D , & la raifon de £ à Efoient propofées à ajoûteren une fom- 
me:orla raifon de à Bell toujours la même que celle de i à^,à caufeque 
^ cil à B comme l'z B A-, la raifon fuivante, favoir de C à D, eft la 
même que celle de ^ i — ; & la dernière raifon , qui eft celle de £ à £, 

eft la même que celle de donc les raifons de A àB, de 

CiD & dé Ehf étant ajoûtées enferable, forment la raifon de i à 
qui eft la même que celle de C £ à B Z) £; ce qui nous donne la 
formule fuivante: 

Mttitipliez premièrement F un par F autre les antécedens Je toutes les raifons 
proprfes, &f multipliez de--mîme enfuite les conféquens, la raifon des pro- 
duits qui naîtront de cette multiplication , fera la fomme des raifons propofées. 

Pour fe mieux afiurer encore , que les raifons de /Z à B, de C à Z>, & 
de £ i £, ajoûtées cnfemble, conftituent la raifon de yf C£ à BD F, il 
fera bon d’examiner quel intervalle chacune de ces raifons remplit : la rai. 
fon de Az B remplit l’intervalle qui fépare ACE de BC£; la raifon de 
C à D remplit l’intervalle qui fépare B C£ de B DE-, & enfin, la raifon 
de £ à £ remplit l’intervalle qui fépare B DE de B DF; par conféqueht 
toutes ces raifoqs ajoûtées enfembleconftituent la raifon de /fC£ à B DF. 
Un exemple en nombres achèvera de mettre ce fujet dans tout fon jour: 
fuppofons qu’il faille ajoûter enfemble ces quatre raifons, favoir, la rai- 
fon de 2 à 3 , la raifon de 4 i 5 , la raifon de 6 à 7 , & la raifon de 8 i 9. 
Ici le produit des antécedens eft 2x4x6x8 = 384, & le produit des con- 
féquens eft 3>'5’‘7’‘9 = 945;par conféquent la fomme de toutes les raifons 
propofées , eft la raifon de 384 à945 ; & la preuve en eft aifée : car la raifon 
de 2 i 3 s’étend depuis 384 jusqu’à 576 j la raifon de 46 5 s’étend depuis 576 
jusqu’à 720; la raifon de 6 à 7 s’étend depuis 720 jusqu’à 840 ;& la rai- 
fon de 8 à 9 s’étend depuis 840 jusqu’à 945; donc les raifons de 2 à 3 , 
dc4à5, de6à7, &de8à9 s’étendent depujf 384 jusqu’à 945. 

De ce qui vient d’être dit concernant l’addition des raifons, on peut 
inférer le fens qu’il faut attacher à une exprelîion fort en ufage parmi 
les Mathématiciens: on trouve en plus d’un endroit de leurs écrits que 

A 
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e(t à B en raifon conipofée de la raifon de C à û, & de la raifon de 
£ à F; ce qui ne veut dire autre chofe.finon que la raifon deA à, B ttt 
dgale à la fomme des raiibns de C à D & de £ à F, ou bien que A eft 

à B comme CE i DF. • , 

Suivant les Géomètres , chaque raifon eft, ou me raifon d’inégalité ma- 
jeure, ou une raifon d’inégalité mineure, ou une raifm dégoûté; ce qui 
comprend toutes les fortes de raifons: car par une raifon dinégalité ma- 
jeure ils entendent la raifon qu’une quotité plus grande a à une pl^ pe- 
tite^ par une raifon dinégalité mineure ils entendent le contraire , c eft-â- 
dire la raifon 'qu’a une plus petite quantité à une plus grande ;& confô- 
quemment par une raifon d égalité ils entendent la railbn (fi 1 on peut dire! 
m'nfi) qu’une quantité a à fon égale. Si nous diftinguons les raifons fui- 
vant les effets qu’elles produifent dans la compofition des raifons, cha- 
que raifon dinégalité majeure devra être confidérée comme affirmative, 
^ce que de pareilles raifons augmentent toujours la fomme de celles 
auxquelles elles font ajoûtées; d’un autre côté , les raifons dinégaM mi-' 
tieure doivent être confidérées comme négatives, pwce qu’elles diminuent 
toujours la fomme des raifons auxquelles on les ajoûtej donc la raifon 
dégaiité doit être confidérée comme n’ayant aucune grandeur du tout, 
parce que de pareilles raifons ne produifent aucun effet dans la compo- 
fitibn des raifons. Par exemple, û à la raifon de 5 à 3 on ajoûte la rai- 
fon de 3 à 2, la fotnme fera la raifon de 5 à a comme ci-deffus; mais 
la raifon de 5 à 2 eft plus grande que celle de 5 à 3 ; donc la raifon de 
3 à a doit être envifagée comme affirmative, parce qu’elle augmente la 
raifon à laquelle elle eft ajoûtée: d’un autre côté, fi à la raifon de 5 à 3 
on ajoûte la raifon de 3 à 4, la fomme fera la raifon de 5 à 4, tjui eft 
plus petite que la raifon de 5 à 3 , & par même la raifon dc3à4 
eft négative: enfin, fi à la raifon de 5 à 3 on ajoûte la raifon de 3 à 3, 
la fomme reftera toujours la raifon de 5 ^ 3 » de 3 à 3 

n’eft rien du tout. • , 

Toutes les fois qu’une raifon doit être décompofee en deux autres par 
l'interpofition d'un terme intermédiaire quelconque, on pouiroit s’ima- 
giner peut-être que ce terme doit être quelque grandeur intermédiaire 
entre les termes de la raifon qu’il s’agit de décompofer; & nous avons 
paru adopter cette fuppofition dans l’Article 293*"*: mais nous nen 
avons agi ainfi qu’afin de prévenir des objeéüons hors de faifon , qui auj 
roient pu naître à cette occafion ; car il n’y a pas la mom^e nec^ité 
que le terme intermédiaire foit une grandeur intermédiaire fi 1 on admet 
des raifons négatives} car la raifon de 5 à 4 (par exemple) peut être 

Tome IL P 
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décompofée ai deux'raifon», ravoir,»celle de 5 à 3 & celle de 3'à 4, 
quoique le terme intermédiaire 3 ne fe trouve pas entre 5 .& 4. 
eft bien clair; car quoique la raifon de 5 4 3 , qui efl une des parties, 
foit plus grande que la raifon de 5 à 4 , cependant la raifon de 3 à 4 , 
qui ell l’autre partie, eft négative, & qualifie l’autre dans la cpmpofi- 
tion, de façon à en faire la raifon de 5 à 4; c’eft ainli qu’on peut con- 
fidérerpcomme étant une partie de 7, pourvu que l’autre partie foit — a. 

Corollaire. 

S’il y a une Jirie de quantités A , B , C , D , dont A ejl à B comme R d r, 
dont B ejl à C comme S d s, dont C efi à D comme T t, je dis 
qu'en ce cas A fera à D comme RST produit de tous les antécédens, à ist 
produit de tous les conféquens. Car par l’article 293 la raifon deJ'zD 
efl; compofée des raifons de A à r, de S à r, & de T à f: or ces rai- 
fons, ajoutées enfemble en une fomme, conflituent la raifon dt RST 
krsf, donc J tîHiD comme RST à rst. 

De la Soujlraction des Raifons. 

2ç 6. Il ejl facile de foujîraire une raifon d’une autre raifon, quand elles ont 
toutes, deux le même antécédent, ou toutes deux le même conjequent. Par exem- 
ple , la raifon de A à B fouftraite de la raijon de A à C, laijfe pour rejle la 
raifon de Bà la raifon de B àC foujlraite de la raifôn de A à C, laijfe 
pour rejle la raifon de A à B: je dis que cette opération eft facile; & le 
principe, fur lequel elle efl fondée, eft très-fimple auffi :car (fuivant l’art. 
293.) la raifon de A kC contient les raifons de .,^4 B & de B à C; d’où 
il fuit que fi l’on retranche une de ces parties, l’autre doit refter. 

, Mais files deux raifons, dont l’une doit être fouftraite de l’autre; 
n’ont ni le même antécédent , ni le même conféquent, il faut les rédui- 
re au même antécédent , en laiflant-là la raifon qui doit être fouftrai- 
te de l’antécédent de l’autre, de la manière fuivante: on demande de 
fouftraite la raifon de Cà D de la raifon de à B; fa raifon de Cà D 
eft la même que celle deJk^i donc fouftraire la raifon de C à D 
de la raifon de à B eft la même chofe, que fouftraire la raifon de à 

dR. de la raifon de ^ à B; mais la raifon de à ^ étant fouftraite 

C . ^ . 

de la raifon de k B, laquelle a le même antécédent que l’autre , laifle 

pour refte la raifon de k B , aa de AD k BC pvc conféquent la 

raifon de C à Z) retranchée de la railbn deAkB, laiflê pour refte la rai- 
fon de à B C. Voici la formule. _ 

• lAflm 
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Toute: 1 er fois qu'me mfm doit être ntrmbée èêvtne aUtro , changez U 
Jigne de la raifm qu'il s'agit de foujlraire en remierfant . Fordre des termes ; 
kela étant i la fomme que formera cette nouvelle ràifon ajoutée à l’autre , fera 
îa même qiantiti que le rejle de là foujlraêtm propofée. Aibfi fouflraire la 
raifon de C à D de la railbn de ^ à B-, eft précifémeht la mêmE cholè 
qu’ajoûtcr la raifon de i) à C à la raifon de à B; maïs la raifon de 
i) à C ajoûtée à la raifon àe J h B donne la raifon éa AB 'a. B C par le 
dernier article ; donc la ràifon de C à D retranchée de là raifon de ^ à B, 
laifle pour relie la raifon de AD à BC. . Pour s’en convaincre mieux 
encore, on n’a qu’à fe rappeller, qu’en toute fouftraftion , le relie & 
la quantité foullraite forment la grandeur d’où là foullraélion devoir fc 
faire , mais dans le cas propofé le relie étoit la raifon de AD à B C, St 
la quantité foullraite étoit la ràifon de C i £>, & ces deux raifons ajoû* 
tées cnfemble formoient la raifon de A CD à B CD, onde A k B, qui 
ell la raifon d’où la Ibullraélion devoit fe faire; donc le relie eii ce cas 
a été bien alTigné; t ' . i 

. Pour donner un exemple en nombres , foit la railbn de 4^ à 5 à ilbullrai* 
re de la raifon de 2 à 3. La raifon de 5 à 4 ajoûtée à la raifon de i à j 
donne la raifon de 10 à 12, ou dé 5 à 6, par le dernier article; dont la 
raifon de 4 à j retranchée de la raifon de 2 à 3 lailTe pour relie la raifon 
de 5 à 6, ce qui ell bien clair: car la raifon de 2 à 3 ell la même que la 
raifon de 4 à 6, qui contient les raifons de4à5&de5à6; donc û la 
raifon de 4 à 5 ell ôtée , il reliera l’autre partie , qui eft la raifon de5 à d: 

Avant de terminer cet article, je dois avertir qu’il y a une autre ma- 
nière de concevoir la foullraêlion des raifons, dont l’ufage ell trop grand, 
tant en Phyfique qu’en Méchanique , pour la palier fous filence. Cette 
manière d’envifagerla choie revient proprement à ceci:la raifon deCàO 
ajoûtée à la raifon deAkB, forme la raifon àeACk BD} donc par la 
raifon des contraires , la raifon de C àû retranchée de la raifon deAkB 

doit laifler pour relie la raifon de ^ à à caufe que la multiplication «S: 
la divifion font aufli oppofées l’une à l’autre que le font l’addition & la 
foullraélion; mais cetiè raifon de ^ à g» réduite à des nombres entiers^ 

ell la même que la railbn de A'D kB C rrouvée’anpàravant. ' : 

N. B. Quand oh dit que la raifm de A à B ejl compofée de la raifm direSe 
de C à D , de la raifon inverfe ou réciproque de R àF , le fens de cètte est- 
prejfton ejl que la raifon de A àBeJl égale à F excès de la raifon de CàD par- 

dejfus la raifon de EàF', euèien queAeJlàB comme comme CFi 

DE. ' « t • r. - 

P s De 
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- ' De k Muliiplication (S de k Divifion des Rai/onf. 

ap7. Si la raifon de ^ i B eft ajoûtée i elle-même, c’ell-à-dire, à la 
raifon de y/ à S, la fommefera la raifon de A’ à B* par le pénultième ar- 
ticle ; & fi l’on ajoûte encore une fois à cette fomme la raifon de AkBf 
on aura la raifon de à B’, & ainfi de fuite; donc la raifon de A' à B* 
eft doublée , & la raifon de à B’ triplée de la raifon de A k B. Et 
univerfcUeracnt,/ij raifon de A“ à B* e{l un multiple de k raifon de A à R, 
tel que Fexprime k nombre n. Ainfi la raifon de A* k B* eSi quatre fois la 
raifon de à B, ce que je prouve ainfi: la raifon de ^ à B s’étend pre- 
mièrement depuis A* jufqu’à B’ B, fecondementd^uis B’BJufqu’à. 4 * B', 
troifiémement depuis A' B‘ jufqu’à AB\& enfin depuis B* jufqu’à B*. 

- Bourdonner un exemple en nombres, je dis que cinq fois la raifon de 
3 à 3 ell la raifon de la cinquième puififance de 2 à la cinquième puifian- 
ce de 3, c’ell-à-dire, la raifon de 32 à 243 ; car la raifon de 2 à 3 s’é» 
tend I". depuis 32 jufqu’à 48 , 2°. depuis 48 jufqu’à 72, 3*. depuis 73 
jufqu’à 108, 4*. depuis 108 jufqu’à 162, & 5°. depuis 162 jufqu’à 243. 
En voilà affez fur la multiplication. 

La divifion efl le contraire de la multiplication ; par conjîquent comme 

chaque raifon efl doublée, ou triplée, ou quadruplée, en élevant les termes de cette 
raifon à k fécondé , ou à k troijiéme , ou à la quatrième puiffance, de- même 
chaque raifon efl partagée en deux, ou en trois, ou en quatre, fi fan tire k 
racine quarrée de fes termes, ou k racine cubique fj’c. Ainfi la moitié de la 
raifon de 2 à 3 ell la raifon de la racine quarrée de 2 à la radnc quarrée 
de 3 , c’ell-i-dire (fuivant le premier fcholie de l’art. 179) à peu près la 
raifon de 40 à 49 ; ce qui fe prouve encore de cette manière: la raifon 
de 40 à 49 ell la moitié de la raifon de 1600 à 2401 , par ce qui a été 
dit dans le commencement de cet article ; mais 1600 ell à 2400 comme 
3 à 3; donc la raifon de 1 600 à 2401 ell la même que celle de 2 à 3 à peu près. ^ 

Mais pour la divifion d’une raifon il n’ell pas nèccflaire d’employer une 
double extraftion de racine , pourvu que la raifon propofée foit réduite 
à une autre raifon égale dont l’antécédent (bit funité. Ainfi 2 ell à 3 
tomme i à | , & par qpnféquent la' moitié de la raifon de 2 à 3 ell k 
raifon de i à , ou k raifon de i à - 5 - 

• Jlparctt par ce que nous venons de dire, qu'une raifon peut être commenfit- 
tttbk à une autre, que cependant les termes de fune font incommenfurables 
ms termes de Foutre: par exemple , k raifon de 2 à 3 ell certainement 
commenfurable à la raifon de la racine quarrée de 2 à la racine quarrée 
de 3 , k première étant double de la dernière, & cependant 2 & 3 , ter- 

■ mes 
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oies de la première raifon, font incommenfurablcs.à v'e & à t/3 > termes 
de la dernière. 

N. B. Quand on dit que A ejl à B tn raifon fous-doublée de C à le feni 

de cette exprejjion ejl, que la raifon de A à B efl égale à I de la raifon de 
CàDi donc en ce cas, le double de la raifon de J à B fera égal au triple 
de la raifon de C à D; mais le double de la raifon de à B eft la railbn 
de .< 4 * à B* , & Je triple de la raifon de Cà D eft la raifon de C’ à D’ ; donc 
fl la raifon de Ai B contient une fois & demie la raifon de Ci D,A‘ 
fera'à B* comme C’ àD’. C’eft ainfi que dans les révolutions des planè- 
tes du premier ordre autour du Soleil , & des fatellites autour de Jupiter 
& de Saturne, leurs tems périodiques font dits être en raifon fesquialtère 
de leurs diftances moyennes, c’ell- à-dire, les quarrés de leurs tems pé- 
riodiques font comme les cubes de leurs diüances moyennes. 

Autre méthode de multiplier (f de divifer de petites raiforts , c'efl-à-dkef 

• dont les termes font grands en emparaifon de leur diffcretice. 

298. Pobfcrverai fur ce fujet par voye de remarque préliminaire, que 
fi deux quantités •indéterminées ont conflamment la même différertee , plus les 
quant ités font grandes , plus leur raifon approche de la raifon d égalité tc'eü. ainfi 
que la différence entre 2 & i eft la même que la différence entre 100 & 
99 ; mais la raifon de 2 à i ou de 100 à 50 eft plus grande que la raifon 
de ii3o à 99. Au moyen de cette obfervation , & du théorème fuivant, 
je tâcherai de faire voir que de petites raifons peuvent quelquefois être 
doublées, ou triplées , ou partagées en deux ou trois parties égales à 4 ’aide 
d’une méthode beaucoup plus facile que celle que nous avons indiquée 
dans le dernier article ; & toutes les fois qu'il fera queftion d’opérer fur 
de pareilles raifons, il faudra y avoir recours, 

T BEOREHX. 

• SU y a deux quantités dont la différence fait petite en comparaifon des quan’ 
tités mêmes, fi F on ajoute à Tune ÊJ* qu’on retranche de l’autre autant qu’il 
faudra pour rendre leur différence double ou triple, ou bien la mmtié ou le tiers 
de ce qu’elle était auparavant , je dis que les quantités après cette altération fe- 
ront en raifon doublée, ou triplée, ou fous-doublée, ou fous-Triplée de celle qt 4 
JubJiJioit entre elles avant ce changement à peu pris. 

1°. Qu’il y ait deux nombres 10 & ii dont la différence eft i; cela 
étant, ü on ajoûte ^ à 11 & qu’on retranche ^ de 10, on aura les nom- 
bres 1I5 & 9Î, dont la différence eft 2 ; je dis que rij eft à pj en raifon 
doublée de il à 10 à peu près. Car la raifon de ii« à 5»; peut fe rélbu-. 

P 3 dre 
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dre en ces deux raifons , favoir , la raifon de ti^ à io|, & la raÜbn de 
lOj à 9i: or la première de ces deux raifons, favoir, celle de à 10}^ 
eft tant foit peu plus petite que celle de ii à 10, comme on peut s’en 
convaincre par l’obfervation qui efl à la tête de cet article ; & la derniè- 
re, favoir, celle de loj à 9i, efl tant foit peu plus grande que h railbn 
de II à 10, & l’excès dans ce cas e(t à peu près égal au défaut dans 
Tautre; donc la fomme de ces deux raifons ajoûtées enfemble, c’ed-à- 
dire , la raifon de 1 1 1 à fera à peu près égale à deux fois la raifon de 
Il à 10. 

2*, Comme la différence entre 10 & ii efl i, ajoûtez i à ji & re- 
tranchez I de io,& vous aurez les nombres 12 & 9, dont la différence 
efl 3 : je dis préfentemcnt que 1 2 fera à 9 , ou 4 à 3 , en raifon triplée 
de la raifon de ii à 10 à peu prés. Car la raifon de 12 à 9 peut fe dé- 
compofer en ces trois raifons , favoir , la raifon de 12 à 1 1 , la raifon de 
Il à 10, & la raifon de lo à 9; & de ces trois raifons , la première, 
favoir, celle de 12 à ii, efl tant foit plus petite que la raifon moyenne 
de II a 10, & la dernière, favoir, celle de 10 à 9, efl environ plus 
grande de la même quantité; c'efl pourquoi la première raifon & la dei*. 
niére ajoûtées enfemble formeront prefque deux fois la raifon moyenne 
de II à 10; donc les trois raifons ajoûtées enfemble, égales à la feule 
raifon de 1 2 à 9 , donneront trois -fois la raifon de 1 1 h 10 à peu près. 

3°. Si en augmentant la différence on augmente proportionellement la 
raifon , il s’enfuit qu’en diminuant la différence on diminue aulTi la raifon 
propbrtionellcment, c’efl- à- dire , que fi la différence efl réduite à la 
moitié, ou au tiers de ce qu’elle étoit d’abord, la raifon doit précifément 
être réduite de-même: or comme la différence entre 10 & ii efl i, 
ajoûtez j à 10, & retranchez-:^ de 1 1 , & vous aurez les nombres 10^ 3 l 
io^,dont la différenccefl {,& 10^ fera à io| en raifon fous-doubléc de 10 
à II à peu près; mais fi j efl ajoûté û 10 & retranché de ii , vous aurez 
les nombres loj & loj dont la différence efl ), & loj fera à 10} en rai- 
fon fous-triplée de la raifon de 10 fi ii à peu près. 

Voyons à préfènt combien les raifons trouvées ici font peu éloignées 
du vrai. Par le dernier article la raifon doublée de 10 à ii efl fa raifon 
de ICO à 121 , ou de 1. à 1 .2ioo;L&finvant le théorênoe précédent c’efl 
la raifon de 9i à nj, ou de 19 à 23 , ou de i à i .2105. 

Par le dernier article la raifon triplée de 10 à ii efl la raifon de. 1000 
à 1331, ou de I i I .331 ; & fnivant le théorème précédent c’efl la rai- 
iôn de 9 à 12, ou de 3 à 4, ou de i à 1 .333. 

. Par le dernier ar^cle la raifon fous-doublée de 10 à 11 ell la raifon de 

I à 
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i à la racine quanée de îi, ou de i à i .04881 ; & fuivant le theorême 
précédent c’efl la raîfon de lo^ à loj , ou de 41 à 43 , ou de i à i .04878. 

Par le dernier article la raifon fous-triplée de 10 à ii eft la raîfon de 
I à la racine cubique de c’eft-à-dire, de i à i .03228; & fuivant le 
théorème précédent c’cfl la raifon de loj à icj , ou de 31 à 32 , ou de 
1 à I .03226. 

Nous voyons par-là combien les raifons trouvées s’éloignent peu de 
l'exafle vérité , même quand la différence n’efl pas plus petite qu’une 
di.xiéme ou une onzième partie du tout: mais fl nous fuppofons que la 
différence n’eft qu’une centième ou une millième partie du tout , la pré> 
cifion fera beaucoup plus grande ; deforte que pour multiplier ou divifer 
la raifon , il fufSra d'augmenter ou de diminuer feulement un des nom* 
bres. AinG 100 eft à 102 en raifon doublée , & à 103 en raifon triplée 
de iooàioi;& rooell à loo-f J en raifon fous-doublée,& à 100— (-{ 
en raifon fous-triplée de la raifon de 100 à lot à peu près: & univer* 
fellemcnt , fi A-+y font deux quantités quelconques , qui appro~ 

ehent infiniment pris de !a quantité A, la raiJon.de A—^zàA fera à la raifon 
de A-i-y à A ,comme la différence infiniment petite z ejl à la différence infi- 
niment petite y. 

Je n’indiquerai qu’un feul exemple pour faire fentir l’ufage de la pro- 
pofition précédente. Suppofons que j’aye une horloge qui avance d’une 
minute chaque jour , de combien dois-je allonger le pendule pour que 
l’horloge aille bien? Que / foit la longueur préfente du pendule, & que 
X déGgne ce qu’il faut ajoûter à cette longueur pour corriger le mouve- 
ment du pendule , & que n foit le nombre des minutes qu’il y a dans un 
jour ; cela éunt , il eft clair que le pendule / achève le même nombre 
de vibrations dans le tems n — i ,que le pendule l-\-x doit achever dans 
le tems n. Or Huygens a démontré que les tems dans lesquels different 
pendules achèvent le même nombre de vibrations font en raifon fous- 
doublée des longueurs de ces pendules; ainfi « — i doit être à n en rai- 
fon fous-doublée de l à l-t-x, ou (ce qui revient au même) l doit êtreà 
■ 1 -+X en raifon doublée de n — i an; mais par la propoGtion précéden- 
te , la raifon doublée de n — i à n eft la raifon de » — | à n ^ , ou de 
an — 3 à 2n-fi ; donc /eft à /— (-x comme an — 3 à 2n— h i , c'eft-à-dire, 
le pendule doit être allongé en raifon de an — 3 à an i : mais n nom- 
bre des minutes en un jour eft 1440; donc an — 3 font à an-fi comme 
2877 à 2881, ou conunc 719 à 720 prefque; ainfi le pendule doit être 
allongé en raifon de 719 à 720. C. Q. F. T. 

Si la raifon doublée de n — i à n avoit été déterminée flmplement en 

chan- 
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changeant n — r en n — 2 , fans toucher à l’autre nombre n , la conclulion 
auroit toujours étélamcrae; car en ce cas / auroit été à /n-xconunen— 2 
à n, comme 1438 à 1440, comme 719 à 720. 

Comme je me fuis étendu fuffifamment fur la doélrine de la compofi- 
tion & la réfolution des raifons , il ne me refte plus qu'à faire fentir la 
grande utilité de cette doélrine. 

Définition 4. 

299. Si deux quantités variables Q fÿ R font de telle nature, que R ne 
/aurait être augmentée ou diminuée en quelque raifon , que Q ne fait néceffai- 
rement augmentée ou diminuée en cette même raifon; comme fi R ne pouvait 
devenir quelque autre valeur r , fans que Q devînt quelque autre valeur q , telle 
que Q fût toujours à q en même raijon que R à r; en ce cas Ç^ejl dit être 
comme R direêtementy ou fimpiement comme R. C’efl ainfi qu’on dit que la 
circonférence du cercle ell comme le diamètre ; parce que le diamètre 
ne fauroit être augmenté ou diminué en quelque raifbn, fans que la cir- 
conférence foit ncceflairement augmentée ou diminuée en cette même 
raifon. C’efl ainû encore qu’on dit que le poids d'un corps ell comme 
la quantité de matière qu'il contient, ou proportionel à la quantité de 
matière ; parce que la quantité de matière ne fauroit être augmentée ou 
diminuée en certaine raifon , fans que le poids du corps foit augmenté 
ou diminué en cette même raifon. 

CoROLLiiRE 1. 

Si Q ejl comme R direSement , il faut nécejfairement que R fdt direêle- 
tuent tomme Q. Car que fbit changé en quelque autre valeur q , & qu’en 
même tems R foit changé en r; cela étant, puifque j^efl comme R, Q 
fera à q comme R kr; mais fi < 2 .^^ ^ ? comme R à r , il faut que R foie 
à r comme O^à q: puis donc que O ne fauroit devenir q fans que R de- 
vienne r , & cela toujours dans la même proportion , il s’enfuit de cette 
définition que R ell comme g direélement. 

Corollaire 2. , 

Si Q ejl direélement comme R, que R foit directement comme S, Ç^fera • 
direélement comme S. Car que S foit changé en r, & que R devienne en 
même tems r, & que Q foit pareillement changé en f ; cela étant, puis* 
que par la fimpofition R efl comme S, R doit être à r comme Sk s; & 
puifque comme R, jÇ.fera à q comme R a r: puis donc que efl 
à q comme R à r, & que R efl à r comme 5 à x , il s’enfuit que ^fera 
à q comme 5 à x,* & par confequent que jQ,fera comme S. 
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C0S0LI.ÀIRE 3. 

Si Q^ejl comme R, que R fait comme S; je disqueQferacommeKHuSy 
£? aujji comme la racine quarrée du froduit R S. Car changeant Q^,R,S en 
q,r,r, puisque R eil comme S, nous aurons R à r comme £às; d’où 
nous inférons par les propofitions 12 & 19 du Livre V. des Elémensquc 
R fera à r comme R^S eft à r^r; mais 3 î comme R à r par 
l’hypothéfe; donc ^eft à q comme R-^S à r^+r; ainfi par la défini- 
tion que nous venons de donner, J 2 ,iêra comme R-^S. De-plus, puis- 
que R eft comme S, R* fera comme RS, & R comme VRS; mais Q 
eft comme R; donc par le dernier corollaire j^fera comme yRS. 

C0R011.AIKX 4. 

Si quelque quantité variable comme ejl multipliée par un nombre donné com- 
me s; je dis , cela étant ,que jQ feront comme Q. Car il n’eft pas poflible que 
<2, foit augmenté ou diminué en quelque raifon, fans que 5)2,fo*®nt aug- 
mentés ou diminués en cette même raifon: fi <2. dans un cas eft double 
de j 2, dans un autre, il faut néceflairement que les 5j2.dans le premier 
cas foient doubles des 5^ dans l’autre, & ainfi de fuite; par conféquen^ 
52,font comme Q. x 

Corollaire 5. 

Si Q eft comme R, Q* fera comme R’ , Q’ comme R> , KQ comme yR, 
&c. Car fuppofons R* changé en raifon de D à £ ; en ce cas R fera 
changé en raifon de VD à V£;mais comme R; donc J 2 .^^ra auflî 
changé en raifon de s^DîLy£;donc fera changé en raifonde D à £: 
puis donc que R* ne fauroit être changé en quelque raifon , fuppolbns 
de D à £ , fans que ^ Ibit changé en même raifon , il fuit de notre dé- 
finition que j 2 / eft comme R‘ : & le même argument eft applicable à 
tous les autres cas. 

Corollaire 6 . 

Si Q , R fÿ S font trois quantités variables , G" que Q^foit comme le produit 
ou reétangle RS ; je dis, en ce cas , que ^ fera toujours comme S, G* ^ comme 

K,(^ que fera une quantité donnée, ou (pour exprimer la chofe plus elai~ 

rement, ) que la quantité fera toujours la même , quelles que foient les va- 

leurs df Q, R G* S. Car puisque g, eft comme RS, fauroit être 
augmenté ou diminué en quelque raifon , fans que R S foit augmenté on 

Tome II. Q dimi- 
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diminue en cette même raifon ; donc ^ ne peut être augmenté ou dirai- 
nué en quelque raifon , que ou S ne foit augmenté ou diminué en 
cette même raifon; donc S efl comme ^ comme 5 : & par la mê- 
me façon d’argumenter, iî fera comme §»&§■ comme A: mais fi ^ eft 
comme R, divifant les deux grandeurs par R, nous aurons comme 
I ; or I e(t une quantité qui n’augmente ni ne diminue ,mais eil toujours 
la même ; donc la quantité reliera toujours la même: & par une 

raifon toute pareille, comme quelque grandeur R, la fraH'wn ^ fe^ 

ta toujours la même, que les quantités Q R /oient ce qu’elles voudront. 

Corollaire 7. 

S'il y a quatre quantités variables A,B,C, D, exprimables en nombres, 
^T)t A fait comme B , 6f C comme D -, je dis, cela étant, que le produit A C fera 
comme le produit- B D. Car puisque /I eft comme B, ÂC fera comme B C; 
& puisque C eft comme D, B C fera comme BD-, donc par le fécond 
corollaire AC fera comme B Z); c’eft-à-dire, AC fera dans un cas à /Y C 
dans un autre cas, comme BD dans le premier cas eft à BD dans le dernier. 

Définition 5. 

300. Si deux quantités variables Q Ê? R font de telle nature , que R ne 
puijife être augmenté en une raifon quelconque , que Q ne foit nécejfairement di- 
minué en une raifon contraire, ou que R ne puiffe être diminué en une raifon 
quelconque, que Q ne foit néceffairement augmenté en une raifon contraire i 
en un mot, que R ne puiffe être changé en raifon de D à E, que ne foit 
sUceffairement changé en raifon deE àD; en ce cas on dit que Q efl récipro- 
quement comme R. Par exemple, li un corps fphérique eft ni à unedif- 
tance confidérable, on dit que le diamètre apparent eft en raifon réci- 
proque de la diftance, à caufe que plus ladiftance eft grande, plus le 
diamètre paroît petit, & réciproquement. De-même, li l’on fuppolè qu’un 
globe tourne uniformément autour de fon axe, on dit que le tems pé- 
riodique de ce mouvement eft réciproquement comme la vitelTe avec la- 
quelle le globe le meut: car plus cette vitelTe eft grande, plus le tems pé- 
riodique eft petit, & réciproquement. De-même encore, li le numéra- 

itur 
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leur d’une fraûion refte toujours le même, pendant que le dénomina- 
teur eft une quantité variable , on dit que la fraction cft récipnjuenmt 
comme fon dénominateur, à caufe qu’à mefure que le dénominateur aug- 
mente, la valeur de la fraêtiou va en diminuant, & réciproquement. . 

Corollaire i. 

Si Q tjl réciproquetnent comme R , R fera réciproquement comme Q. Car 
que i^foit changé en raifon de D à £, & qu’en même tems R foit chan- 
gé en raifon de ^ à B : cjla étant , puisque eft réciproquement com- 
me R, l^doil Être changé en raifon de B à J; mai» ^a été changé en 
raifon de D à £;donc B dojt être à J comme Z) à £; donc (invert endo) 

ell à B comme Ei D; mais R a été changé en raifon de ^ à B par 
rhypothéfe; donc R a été changé en raifon de £ à D. Puis donc que g, 
ne liuroit être changé en aucune raifon, fuppofons de Z) à £, fans que 
R foit changé en raifon contraire de E à D, il fuit de cette définition 
que R efl: réciproquement comme Q. 

Corollaires. 

Si Q ejl direéiement comme R , dÿ R réciproquement comme S , Q fera ré-, 
ciproquement comme S. Car que B foit changé en raifon de 2 ) à £ ; cela 
étant, puisque R eft réciproquement comme S, R doit être changé en 
raifon de £ à Z) ; mais eft direêlement comme R par la fuppofition; 
donc Q. doit auffi être changé en raifon de £ à D. Puis donc que S ne 
fauroit être changé en raifon de Z) à £, fans que nécelTairemeht j 2 ,foit 
changé eh raifon de £ à Z), il fuit de cette définition que récipro- 
quement comme S. 

C-OROLLAIRE 3. 

Par «n raifonnément tout pareil, Jî Q ejl réciproquement comme R,£j* que 
R foit réciproquement comme S, (^Jera direüement comme S. 

Corollaire 4. 

Si deux quantités variables Q R font de telle nature que leur produit ou 
reélangle QR foit toujours le même,je dis que Çl/éra réciproquement comme K. 
Car puisque le reftanglc Q^R eft toujours le même , il fera comme le ' 
nombre i ,qui ne croît ni ne diminue; mais fi^,^ comme l'unité,^ 

fera comme la fraction 1 par le fixiérae corollaire de la quatrième défini- 

/c 

tion. Puis donc que direftement comme la fraflion & que la 

Q 2 frac- 
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fraflion^ eft réciproquement comme fon dénominateur R par cette 
définition, il fuit du fécond corollaire que^efl: réciproquement comme E. 
* Corollaire 5. 

Chaque fraction ejl réciproquement, comme la même fraHiminverfe. Ainfila 
Iraftion^ eft réciproquement, comme lafraélion Ceci eft évident par 

• • ‘RS 

le dernier corollaire ; car fi on multiplie les frafbons ^ ^ , leur proi. 

doit fera toujours l'unité, que R Si S foient ce que l’on voudra. 

CoROLLAlRbfi. 

Si Q ejl réciproquement comme R , ou réciproquement comme y Q fera 
üreêlemera comme Car puisque g, eft réciproquement comme ^ , Sc 
, que Y eft réciproquement comme ^ par le dernier corollaire, il fuit du 
trmfiéme corollaire que ^fera direélcment comme 1 r même rai* 

fon, fi P ejl réciproquement comme il fera direSemem comme R. 

Définition 6 . 

301. Si quelque quantité comme Q dépend de plujieurs autres quantités com- 
me R , S , T , V , X , toutes indépendantes F une de T autre , deforte cptune cT et- 
les peut être changée feule fans affeêter aucunement les .autres ; & Ji aucune 
des quantités R, S, T, ne peut être changée en p^rticuPier, fans que ta quan- 
tité (^ foit changée en même raifon , ni aucune des quantités V, X , fans que 
la quantité Q^foit changée en raifon contraire, en ee cas hn dit que ejl en 
raifon direde comme R^S&’T, en raifon récipioque ou inverfe comme 

V X. C’eft ainfi que la fraftion eft comme R Si S Si T direc- 
tement, Si en raifon inverfe de de. X, à caufe qu’aucun des multi. 
plicateurs appartenant au numérateur ne peut être changé , fans que la 
valeur de la fraêlion foit changée en même raifon, & qu'aucun des mul- 
tiplicateurs appartenant au dénominateur ne peut être changé, fans que 
la valeur de la fraêlion foit changée en raifon contraire. 

N. B. Si ejl comme R , ÉJ* S Êf T diredement , fans aucun raifon ré- 
tiprotpit ,Ç^eJl comme R ü* S Ü* T, conjointement. 

■ ■ ' T H E 0- 
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Theoseme. 

302. Si Q^ejl comme R C S T direllement, fÿ comme V ü* X réci- 
proquement , ü* que les quantités R, S, T, V, X ,foient changées en r, s, t ,v ,x, 
& (^enq; je dis , cela étant , que la rai/on rfe Q i q fera égale à P excès de toutes 
Ur-raifons diredes prifes enfemble par-dejfus toutes les raiforts réciproques prifer 
enfemble pareillement fi les raifons deKàt,deSà$,(^deTit (que je 
nommerai les raifons direPles) étant ajoutées enfemble forment la raifon deAàB; 
& que les raifons deVàv deX à x (que f appellerai les raifons réciproques) 
étant ajoûtées enfemble forment la raifon de C àD-, je dis, cela étant , que la 
raxfun de qfera égale à P excès de la raifon de Aà B par-deJfus la raifon 
de C à D. 

Car Tuppofant que toutes les quantités à l’exception de R refient les 
mêmes , que R Toit changé en r jcela étant à fa nouvelle valeur 

comme R à r par l’hypothéfe: qu’à-préfent r, T, V, X refient les mê- 
mes & que S fbit changé en r; cela étant fera à fa nouvelle valeur 
comme Sis: pareillement fi T efl changé en t, Q^Perz à fa nouvelle 
valeur comme T à r;parconréquencfi R, S, TTont changés en r,s,t,Q^ 
changera fuccefliveroent de valeur en raifon compofée de toutes les va- 
leurs direétes de R il r, de 5 A r, & de T à t; c’efl-à-dire Q^Peia chan- 
gé en raifon de ji à B. Imaginons ^réfent F changé en v ; cela étant 

fera à fa nouvelle valeur comme ^ F; & Ci après cela nous fuppo- 
fons X changé en x, Q^Pera. à fa nouvelle valeur comme * à X, & fe’ 
trouvera parvenu à fa dernière valeur q: donc fi à la raifon de /f à B on 
ajoùte les raifons de 0 & de x à X,on aura la raifbn de à q: mais 

ajoûter la raifon de u à ^ efl la même chofe que fouflraire la raifon de 
Fiv pas l’art. 296 ; & femblablement , ajoûter la raifon de x à X efl 
la même chofe que fouflraire la raifon de X à x ; donc fi de la raifon de /i 
Z Bon foufbait les raifons de t; & de Xàx, il refiera la railbn de 
à q', mais les raifons de^ào&deXàx, ajoûtées enfemble, forment la 
raifon de Cà D par l’hypothéfe ; donc fi de la raifon de Xi B on fouflrait 
la raifon de C à D , il refiera la raifon de Q^i q ; donc la railbn de 2 , à ? èfl 
l’excès de la raifon de X à B par-defTus la raifon de C à D; ou (ce qui 
revient an même) ^efl à q en raifon compofée de la raifon de A a B 
direélement, & de la raifon inverfe de C à D. Voyez art. ayd. 

Ce que nous venons de dire efl fondé fur la fuppofition que les quan- 
tités R , 5 , T, F, X ont été changées en r , r , t , 0 , x l’une après P autre, 
rélativement au tems ; mais comme la raifon de f ne dépend point 
'des intervalles du tems rélativement aux différons changemens, mais 
refie toujours la même que ces intervalles foienc plus grands ou plus pe- 

Q 3 lits» 

I 
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tits , il s’enfuit que la raifon de Q à q fera la même que fi tous ceschan- 
gemens avoient üic faits à la fois. C. Q. F. D. 

CoROLLAIR. E I. 

Si les quantités R,S,T,V,X, 8 i par conféquent À,B,C,D font ex- 
primées par des nombres, comme elles doivent l’être avant qu’on puifle 
en faire ufage dans quelque ealcul , je dis que la raifon de à B fera la 
raifon' de RSTîirst, & que la raÛbn de C à D fera la raifon de FX à 
vx; & que l’excès de la raifon de Aï B par-defliis la raifon de C à D 

fera la raifon de à — > ( Voyez la fécondé manière de fouftraire 
rX vx 

les raifons dans l'art. 296 ; ) donc en ce cas , ^fera à q comme la fraétion 
àlafraèlion — . Fuis donc que la fraâion être changée 

en , que ne fait en même tems changé enq, changé de façon que 
Q^fera à q comme à il fuit de la quatrième définition que Q^fera 

comme la fraElion — ^ confèquemment dans un cas fera à Q dans 

R S T R S T 

un autre , comme la fraêlion premier cas ejl à la fraêlion .. 

dans le dernier. 

Corollaire 2. 

« 

S'il ny a aucune raifon réciproque , Q fera comme le produit de tous les ter- 
mes directs, c'ejl-à-dire, comme le produit RS s'il n'y a que deux termes, ou 
comme le produit R S T s'il y en a trois , ifc. 

S c H O L I E. 

Nous avons fuppofé dans ladémonBration de la propofition précéden- 
te, aufli-bien que dans lafixiéme définition, que les quantités R, S, T,f',X 
dont jQ dépendolt, étoient elles-mêmes entièrement indépendantes l’une 
de l’autre , deforte que quelqu’une d’elles pouvoir être changée fans aflcéler 
les autres en aucune façon ; & en pareil cas, fi ^efl comme R &S 
direflemcnt, on peut en inférer qu’il efl comme RS. Mais cette con- 
féqucnce ne doit pas être portée plus loin que la démonllration ne va ; 
car fi dans quelque cas les quantités R & S n’étoient pas indépendantes, 
& qu’aucune d’elles ne pÛt être changée tandis que l’autre refie la mê- 
me, en ce cas quoique R & B ne puilTent efluyer aucun changement 
que j2,n’clluye un changement proportionel, on ne fauroit dire cepen- 
dant 
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(lant ici que comme le produit RS. Par exemple, que 2. 

l’arc d’un cercle fous-tendant à la dillance R un angle dont la grandeur 
eft repréfentée par 5; cela étant, il efl: clair que ni A ni 5 ne fauroit 
changer à part, fans que jg, change proportionellement ; il eft clair auffi 
que ou R ou 5 peuvent changer à part pendant que l’autre quantité res- 
te la même; & par conféquent en ce cas il eft permis de conclure que 
O eft comme le produit R S. Mais fuppofons à préfent que 2. <0*^^ 
drconférence d’un cercle, qui ait pour rayon R, & que 5 foit le côté 
d’un polygone régulier quelconque infait dans ce cercle: comme, par 
exemple, que S foit le côté d’un quarré infcrit: ici donc il eft clair que 
ni R ni 5 nefauroient changer que 0 "Ç change proportionellement; 
& cependant fi nous voulions inférer de-là que 2. comme R 5, cette 
conféquence feroit faulTe, parce que les quantités R& S dépendent au- 
tant l’une de l’autre que ^dépend de toutes deux ; car perfonne n’igno- 
re que le rayon d’un cercle ne peut être augmenté ou diminué en quel-- 
que raifon , fans que le côté d’un quarré infcrit dans ce cercle foit aug- 
uré ou diminué en cette même raifon: en ce cas on peut conclure 
que O eft comme R H- 5, ou comme R -5, ou comme la racine quar- 
rée de*R S par le troiCéme corollaire de l’art. 299, mais il neft nulle- 
ment vrai que 2. comme R 5; car fi 2. comme R S , puisqu’en 
ce cas 5 eft comme R , & par conféquent R S comme R* , Q, feroit com- 
me R* par le fécond corollaire de l’art. 299 , ce qui eft contraire à la 
fuppofition que 2. eft comme R. 

Le Théorème précédent éclairci par des exemples , ou il n crJrc que des Rai~ 

• fons direéles. 

303. Exemple i. Si un corps employé quelqtee tems à parcourir un efpact 
txec une vitejje uniforme, cet efpacefera comme le tems Êf la vitejji conjoin- 
tement. Car fi nous fuppofons que la vitefle eft la même dans tous les cas, 
mais que le tems diffère ; en ce cas l’efpace décrit fera plus grand ou plus 
petit en même raifon que le tems fera tel , &. par conféquent comme le 
tems: d’un autre côté , fi nous fuppofons que le tems eflr le même dans 
tous les cas , mais que la viteffe varie , en ce cas l’efpace décrit en tems 
égaux fera plus grand ou plus petit fuivant que la viteffe fera telle, &p« 
conféquent comme la viteffe; enfin fuppofons que le tems & la vitefle 
varient en ce cas l’efpace variera en raifon compofée de la raifon du 
tems & de la raifon de la viteffe. Cette propofiuon eft univerfellement 
vraie ; mais fi l’on exprimoit le tems & la viteffe par des nombres , il fau- 
dtoit dire que l’efpace décrit eft comme le produit du nombre lepréfen- 
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tant le tems multiplié par le nombre repréfentant lavitefle,par le fécond 
corollaire de l’article précédent ; ou que l’efpace décrit dans un cas efl: à 
refpacc décrit dans l'autre , comme le produit du tems & de la viteûè 
dans le premier cas eft à un produit pareil dans le fécond. 

Exemple 2. La quantité de matière dans un corps (piekonqùe dépend de 
deux chofes , favoir , fon volume Q" fa denjité. Car fi l’on compare enfera- 
ble deux corps , ayant des denfités égales, mais des volumes inégaux, 
les quantités de matière qu'ils contiendront feront comme leurs volumes: 
d'un autre côté, fi deux corps ont le même volume, mais différent en 
denfité , les quantités de matière qu’ils contiendront feront comme leurs 
denfités , à caufe qu’à mefure que les parties d'un corps font plus com- 
pafles , il fe trouve plus de matière réunie dans le même efpace ; donc li 
les corps différent tant en grandeur qu’en denfité , la quantité de matié< 
re dans un corps fera à la quantité de matière dans l’autre, en raifon 
compofée de la raifon du volume d’un corps au volume de l’autre , & de 
la raifon de la denfité du premier corps à la denfité du dernier; & con* 
ftquemment fi ces quantités font repréfentées par des nombres , la quan- 
tité de matière dans chaque corps fera comme le produit de la denfité & 
du volume multipliés l’un par l'autre. Par exemple û & d font les dia- 
mètres de deux globes dont les denfités font £ & e, la quantité de ma- 
tière dans le premier globe fera à la quantité de matière dans le fécond , 
eomme Z)’ x £ eft à d’ x r; car les parties folides de différons globes font 
•comme les cubes de leurs diamètres. 

ExEMPtP. 3. La force avec laquelle un corps fs meut £3* vient frapper quel- 
que objlacle qui fe trouve en fon chemin , ejl comme la vitejfe du mouvement £5* 
la quantité de matière dans le corps multipliées Fune par T autre. Car la même 
quantité de matière le mouvant avec différentes viteffes frappera l’obfta* 
de avec des forces proportionelles aux viteffes: & d’un autre côté, dif- 
férentes quantités de matière fe mouvant avec la même viteffe frappe- 
ront avec des forces proportionelles à leur matière, un corps double frap- 
pera avec une force double, Éfr. donc dans le cas où la viteffe eft la mê- 
me, la force d’un corps eft comme la quantité de matière qu’il contient; 
& dans le cas où la quantité de matière eft la même , la force eft comme 
la viteffe; donc fi ni la viteffe ni la quantité de matière ne font les mê- 
mes, la force fera comme la viteffe & la quantité de matière multipliées 
l’une par l’autre; & en nombres, comme le*produit du nombre qui ex_ 
prime la matière multiplié par le nombre qui exprime la viteffe. 

Exf mple 4. Si un corps pefant ejl fufpendu perpendiculairement à un levier, 
Iq force qu'a ce corps pour faire tourner ce levier fur fon centre, ejl comme le 

poids 



J> 



Digitized by Google 



, E ,L E M E N s D’A'L.G E B.R E. na9 

pmdi du corps fj* comme la dfjlauce qu'il y a entre le point de fufyenjibn 
le centre du leaier. Car fi nous fuppofons que la dHlance refte la mê- 
me., la force du corps pour faire tourner le levier doit être plus grande 
. ou plus petite proportionellcmcnt au poids, qui produit cette force; d'un 
autre côté, fi nous fuppofons que le poids eft toujours le même, mais 
tantôt plus loin & tantôt plus près du centre, la force du corps pour fai- 
re tourner le levier fera plus grande ou plus petite, à proportian de la 
dilhnce où le point de fufpenfion eft du centre du levier , comme cela 
ell démontré en Méchanique ; donc univerfellement, la force dont il s’a- 
git fera en raifon compofée de cette difiance & du poids du corps , <üt en 
nombres comme le produit du poids multiplié par la difiance. . 

Par manière d’éclaircilTement,jepropoferai la queftion fiiivanfe. Qu’un 
corps pefant cinq livres foit fufpcndu à la dillancede fix pouces du cen- 
, tre du levier , & qu’un autre corps pefant fept livres foit fufpendu du 
. même côté du centre à la difiance de huit pouces ; cela étant, qu’un troi- 
fiéme corps pefant neuf livres foit fufpendu de l’autre côté du centre à.la 
difiance de dix pouces: on demande fi ces corps fe foutiendront en équi- 
libre, ou non; & en cas que non , de quel côté le levier penchera, & 
avec quelle force? 

Pour réfoudre cette quefiion , puifque nous pouvons repréfenter cha- 
cun de .CCS poids par les nombres qu’il nous plaît, pourvu que lé relie 
foit reprefenté proportionellement, repréfentons le poids d’un corps pe- 
,fant neuf livres par le produit de fa pefanteur & de fa difiance multi- 
pliées enfemble, c’efi-à-dire , par 9 x 10 ou ço; enfuite les autres poids 
doivent être repréfentés par de pareils produits, ou ils ne feroient pas 
.repréfentés par des nombres proportioncls; donc, le poids d’un corps pe- 
lant cinq livres fora 5 x 6 ou 30, & celui d’un corps pclimt fept livres 
7 X 8 ou 56 , & par conféquœt la fomme des poids de ce côté du centre, 
qui fe meuvent dans le même fens , fera 86 : d’où il paroît clairement que le ' 
levier bailforadu côté du corps pefant neuf livres, à caufe que 90, le 
poids de ce côté, ell plus grand que 86, la fomme du poids de l’autre 
côté. Et puisque l’excès de 90 fur 86 ell 4 , il s’enfuit que 4 fera la 
différence des poids de l’un & de l’autre côté; deforte- que fi quel- 
qu’un foutenoit ce levier immobile, il foutiendroit la môme 1 force 
que fi tous les poids aauellement fufpendus au levier étoient ôtés, & que 
le poids d’une feule livre fût fufpendu à la difiance de quatre pouces, & 
du même côté du centre; donc dans le tems que tous les poids étoient 
encore fufpendus au levier , fi un foui poids de quatre livres avoir été lùfi 
pendu à la diflMce de quatre pouces , & du même côté du centre que 
Tome 11. R \ 
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> ks deux autres corps, dont les poids étoient cinq & fept livres , tout le 
fyiléme feroit refté en équilibre. 

C’eft fur ce théorème, que la force d’un corps fur un levier eft comme 
: le poids & la diftance multipliés l’un par l’autre, qu’eft fondée la métho- 
•de de trouver les centres de gravité des corps, ou le centre de gravité 
d’un fyftême quelconque’ de corps, que leurs pofitions foient telles qu’on 
voudra: mais en voilà aflez fur ce fujet. 

• Exemple 5. Si m globe ft meut uniformément dans un fluide -uniforme, la 
■réfiftance qu'il éprouvera dam un terni donné en heurtant contre les particules 
<ài fltàde fera cotnmt la denfüi du fluide, > (ÿ comme le quarré du diamètre du 
globe, comme le quarré de la vitejfe avec laquelle ce globe fe meut, c'ejl- 
à-dire , tn raifin compofée de toutes ces raifons. 

Pour bien réfoudre cette queflion , il faut avoir recours à la même mé- 
thode que nous avons fuivie jusqu’à-préfent, St que nous fuivrons con. 
-ftamment dans de pareils cas, c’eft-à-dire, il faut examiner chaque ar> 
iticleà part,& puis ajoûter enfemble le réfultat total. Premièrement donc 
fuppofons que le même globe fe meuve avec la même vitefle, mais tantôt 
dans un fluide plus denfe, & tantôt dans un fluide plus rare; cela étant 
il efl clair que plus un fluide e(l denfe, plus le corps doit rencontrer de 
■particules dans- un tenu donné , & plus par conféquent il doit éprouver 
de réûflancc de leur part; donc de ce chef la réllflanoe du corpsiera com- 
me :1a deniité du fluide. Suppofons en fécond lieu que differens globes 
fe meuvent dans le même fluide, & avec la même vitefTe; cela étant , 
puisque la réfiftance que ces globes éprouvent vient uniquement de leurs 
furfaces, ou plutôt de la moitié de leurs furfaces, & puisque les furfaces 
de tous les globes font comme les quarrés de leurs dimnetres , il s’enfuit 
que la réfiibncc que ces globes rencontrent fera comme les quarrés de 
Jenrs diamètres. Enfin fuppofons que le même globe fe meuve dans le même 
fluide avec diflérentes vitefles; cela étant, il eft roanifefte qu’un globe 
-qui fe meut avec une double viteflê heurtera contre le double des parti- 
cules dans on tems donné, que s’il s’étoit mu avec une vitefle fimple;mais 
C le corps heurte contre le double des particules, il éprouvera une double 
réfiftance : ce n’eft pas tout ; car il ne heurtera pas lèulement contre deux 
fois autant de particules , mais il les frappera aufll avec le double de la 
force qui auroit eu lieu-fi la vitefle avoit été firaple;& par conféquent, 
puisque l’aftion & la réaftion font toujours égales, & que c’eft laréaflion 
du milieu qui produit la réfiftance, il s'enfuit qu’un corps qui le meut 
avec une double vitefle éprouve quatre fois plus de réfiftance que s’il fe 
mouvoit avec une vitefle Ample. De-même un corps qui fe meut avec 

une 
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une triple vitefle agira trois fois plus fortement for trois foji autant de 
particules , & par confequent éprouvera neuf fois la réfiflance qu’il au- 
roit é{M-ouvée fi la vitefle avoit été fimple;donc le même globe fe mou- 
vant dans le même milieu avec différentes viteffes, éprouvera une réfi. 
fiance proportionellc au quarré de la vitefle avec laquelle il fe meut. Réu-' 
niflbns préfentement toutes ces confidérations , & la réfiflance d’un glo- 
be fe mouvant uniformément dans un fluide uniforme (je veux dire la 
réfiflance que le globe éprouve en heurtant çontre les parties du milieu) 
fera comme la denfité du milieu, comme le quarré du diamètre du glo- 
be, & comme, le quarré de la vitefle avec laquelle il fe meut, c’eft-à- 
dire, en raifon compofée de toutes ces raifons. Par exemple fi deux glo- 
bes, dont les diamètres font Z) & d fe meuvent avec des viceffes qui foienç 
l’une à l’autre comme Vï. v dans deux fluides dont les denfi tés foient£& 
e, la réfiflance que le premier éprouve fera à la réfiflance qu’éprouve le 
fécond comme l^*x£)*x£ efl à U* xd*xf. ^ 

Autres txemples dans Uqutl les raifms direèes réciproques font 
, . I - mêlées enfemble. . . . . , 

304. Exemple < 5 . Si un corps ejl mis en mouvement par quelque force 
appliquée &reùement , fait que cette force naijfe d'un feul coup, ou de dif. 
férens coups frappés fuccefftvement , je dis que la vitejfe que le corps au- 
ra acqnife par-là, fera comme la force motrice direBement, fcf comme la 
quantité de matière tranfportée réciproquement. Car fi différentes forces 
font appliquées à la même quantité de matière, plus la force fera gran- 
de, plus aufli la vitefle le fera, & réciproquement; donc en ce cas la 
vitefle fera comme la force motrice : mais fi nous fuppofons que la mê- 
me force doive être appliquée à différentes quantités de matière, plus la 
quantité de matière fera grande, moins la vitefle le fera , & réciproquement ; 
ce que je démontre ainfi. Suppofons que la force motrice M , appliquée à une 
certaine quantité de matière comme ^ produife la viteffe £';je dis, cela 
étant, que la même force M, appliquée à une quantité de matière égale à 
aj^,, n’engendrera qu’une viteffe égale ài/l^:car Magiffantfurajg^produira 
la même viteffe que agillânt fur iQj mais iMagiffantfur^produira 
une viteffe égale à à caufè que par la fuppofition M agiffant fur 
doit produire la viteffe donc M agiffant fur engendrera une vi- 
teffe égale à & par la même raifon , M agiffant fur 3Q produira une ’ 
viteffe égale à jF; &c.; donc fi la force motrice eft la même, la viteffe' 
du mouvement produit fera réciproquement comme la quantité de matié-- 
re: donc univerfellemeat , la viteffe fera en raifon dire^de la force mo- 
- • R a trice. 
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trice, & en railbn inverfe de la quantité dé matière. Comme fi M étoit 
changé en m, 2 ,en q, & y en v, la raifon de u feroit égale à l’ex- 
cès de la raifon de A/ h m par defius celle de à 3- En nombres ainfi ; 

y fera à v comme ^ à ^ > voyez le premier corolle de l’art. , 302. Au- 
trement ainfi ; refforç avec lequel un corps fe meut,n’eft autre chofeque 
la force avec laquelle il vient frapper un obllaclc qui fe trouve fur fa rou- 
te; donc puisque l’aélion & la réaélion font toujours égales, la force re- 
quife pour détruire un mouvement doit être égale à l’effort avec lequel 
un corps le meut : mais la force requife pour détruire un mouvement cft 
égale à la force qui l’a produit, que nous appelions la force motrice; par 
çonféquent dans tout mouvement quelconque , la fonce motrice doit être 
égale à l’effort , & doit être comme la quantité de matière mile en mou- 
vement multipliée par la viteffe du mouvement , à caufe que l’efibrt fuir 
cette même raifon; voyez le 3 èœe exemple du dernier article: doncMlcra 

toujours comme Fx J2.J & ^comme 

Bf 

Si M cil comme O, il s’enfuivra que .g- efl une quantité confiante, 

& en ce cas la vitefle ^fera toujours la même. Par exemple fi les poids 
des corps font proportionels aux quantités de matière qu’ils contiennent, 
ils feront également accélérés en tems égaux ;& réciproquement, fi tous les 
corps , quelque différence qu’il puiffe y avoir entr’eus rélativemcnt à leurs 
quantités de matière, font également accélérés en tems égaux, (comme 
les expériences du Pendule le prouvent , en faifant abfiraêlion de la réfi- 
ftance de l’air) il s'enfuit que les poids des corps font proportionels à leurs 
quantités de matière feulement , fans que leurs figures , ou quelque au- 
tre chofe, y entrent pour rien. 

Exemple 7. La ûtejji d’une Planète qui parcourt uniformément uncer^ 
de autour du Soleil, ejl comme ja dijlattce du centre du Soleil direSewent , £3* 
fji rafon inverfe de fon tems périodique. Car fi deux Planètes fituées à dif- 
férentes diftances du Soleil achèvent leurs révolutions dans le même tems , 
la Planète , qui a la plus grande circonférence à décrire , doit fe mouvoir 
avec le plus de viteffe; donc en ce cas où le tems périodique eft donné 
ou toujours le même , la viteffe de la Pl^éte doit être comme la circon- 
férence du cercle à décrire ; mais la circonférence de chaque cercle efi: 
comme fon diamétrd ou demi-diamètre; donc fi le tems périodique cfl 
donné , la viteffe d’une Planète fera comme fa diffance du Soleil direéle^ 
ment. Suppofons préfentement deux Planètes faifant leurs révolutions 
ù-la même diftance du Soleil, mais eo différens téms périodiques; cela 

. étant 
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étant il cft dair que la Plane'te qui fe meut avec le plus de vitefle achè- 
vera fa révolution en moins de tems , & réciproquement ; & par confé- 
quent, fi la diftance eft donnée, la vitelTe fera réciproquement comme 
le terni périodique. Réunifions ces deux cas, & la viteflé d’une Planè- 
te fe mouvant autour du Soleil fera comme fa diftance du centre du Soleil 
direélement , & en raifon inverfe de fon tems périodique. C’eft ainfi que 
la diftance de la Terre au Soleil eft à celle de Jupiter rélativemcnt au 
meme aftre comme 10 à 52 à peu près,& le tems périodique delà Ter- 
re eft à celui de Jupiter comme i an à 12 ans à peu prés, ou comme 
1 à 12 ; donc la vitefle de la Terre eft à la vitefle de Jupiter comme 

à -7^» 0“ comme 120 à 52 , ou comme 30 à 13. , 

Ce raifonnement eft applicable à tous les corps qui décrivent d’un mou- 
vement uniforme des cercles, que la loi de leurmduvement foit ce qu'el- 
le voudra. Mais fi (comme le fameux Kepler l’a démontré) les mouve- 
mens des Planètes font réglés de façon , que les quarrés de leurs tems pé- 
riodiques foient comme les cubes de leurs diftances, nous aurons une ma- 
nière plus fimple d’exprimer la vitefle d’une Planète : que F foie la l'itef- 
fe, & D la diftance de la Planète au Soleil, & que 3 - foit le tems pério- 
dique; cela étant, puisque, parce qui a été dit, F eft comme j , nous 

aurons A'* comme » mais fuivant la règle de Kepler , T' eft comme 
D\ & — comme ou comme donc eft comme &. y 



'Comme - 4 :; c’eft- à -dire, en ce cas, la vitefle d’une Planète eft rcci- 

proqueraent en’ raifon Ibus-doublèe de fa diftance du Soleil. C’eft ainfi 
que la vitelTe d'une Planète dont la diftance eft û , eft à la vitelTe d'ur 
ne Planète dont la diilimce eft d, comme Vd eft à VD, ou comme 



» ^ 

Ë X s M P L c 8. Si une roue tourne uni/orntement autour de fon axe , le tems 

qu'elle employera à faire Un tour fera dirctlement comme le diamètre de la rouet 
Êf en raifon inverfe de la vîtejfe abfokte de chaque point dans la circonfaence 
de la roue. Car fi la circonférence d’une grande roue fe.mcut avec la mê- 
me vitelTe que celle d’une petite roue, le tems périodique de la premiè- 
re fera d’autant plus grand eq comparaifon du tems périodique de la fé- 
condé, que la circonférence de la première roue eft plus grande que la cir- 
conférence de la dernière, ou plus grand en même raifon que le diamè- 
tre de la preihlère eft plus grand que lé diamètre de la dernière ; donc fi 

' R 3 I'» 
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}r viteiTe de la circonTéreoce de la roue efl: donnée, le tenu périodique fe. 
ra comme le diamètre de la roue direèiement : fuppofons préfentement 
que la vitelTede la circonférence de la même roue foit augmentée, en ce 
cas le tems périodique fera diminué en raifon contraire , & réciproque- 
ment ; donc fi le diamètre d'une roue eil donné, le tems périodique fera 
réciproquement comme la vitelTe de la circonférence } par conféquent fi 
ni le diamètre ni la vitelTe de la circonférence ne font demnés , le tems 
périodique fera comme le diamètre de la roue direâcment, & en raifon 
inverfe de la vitelTe abfolue de chaque point dans la circonférence. En 

nombres le tems périodique fera comme ^ 

Exemple 9. La gravité rélative de quelque efpéce de corps tjl comme Jè 
poids abfolu de quelque corps de cette efpéce, en raifon inverfe de fon volume. 

Tous les corps de même efpéce font fuppofés pefer à proportion de 
leurs volumes j & voilà pourquoi fi un corps de quelque efpéce efl com- 
paré avec un corps de même volume d’une autre efpéce, la raifon en- 
tre leurs poids fera toujours la même, que leur volume commun foit ce 
qu'il voudra: par exemple, fi un pouce cubique d'or cil 19 fois aulC pê- 
fiint qu’un pouce cubique d’eau , un pied cubique d'or fera 19 fois aulfi 
pefant qu’un pied cubique d’eau , G’r. d’où nous inférons en général 
que l’or ell 19 fois plus pefant que Teaü, en fous-entendant l’égalité des 
volumes. Dans ce fens on peut dire qu’une forte de corps ell plus pe- 
fante ou plus légère qu’une autre , à proportion qu’un corps de la pre- 
mière forte ell plus pefant ou plus léger qu’un corps de même volume 
de la dernière. Comparons préfentement des corps de même poids , mais 
de différens volumes, & nous verrons que la gravité fpécifique de ces 
corps, c’eft-à-dire, des differentes efpéces auxquelles ils appartiennent, 
feront réciproquement comme les volumes des corps comparés enfem- 
bletpar exemple, fi un pouce cubique d’or ell aullî pefant que 19 pouces 
cubiques d’eau, la pefanteur fpécifique de To*r fera à la pefanteur fpéci- 
fique , non comme v à 19 , mais comme 19 à i ; car fi un pouce cubique 
d’or ell auflî pefant que 19 pouces cubiques d’eau, un pouce cubique d’or 
fera rp fois aufli pefant que un pouce cubique d’eau ;& par conféquent, 
ftlon ce qui a été dit dans le premier cas , la gravité fpécifique de Tor 
fera à la gravité fpécifique de l’eau, comme 19 à i. En réuniffant ces dif- 
férentes confidérations, il fe trouvera que la gravité rélative d’une elpéce de 
corps fera comme le poids abfolu d’un corps de cette efpéce direêlement , «St 
en raifon inverfe de fon volume.' Par exemple fi P & p expriment en 
nombres les poids de deux globes dont les diamètres font D & d, les 

gra- 
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^avités fpccifiqucs des mdaux dont ces deux globes font formés font 




Exemple 10. Si un corps A gravite vers le centre dune Planète B d 
la dijlance D ; je dis que le poids de A fera comme la quantité de matière con- 
tenue dans A direèlemcnt, èÿ comme la quantité de matière dans B direâe- 
ment , en raifon inverfe du quarré de la dijlance D. Car la gravitation 
de tout le corps A vers B naît , toutes chofes d'ailleurs égales , de la gra- 
vité de toutes fcs parties ; & par cela même dans un tel cas fera comme 
la quantité de matière dans A, D'un autre côté , la gravitation du corps 
A ven & naît, toutes choies d’ailleurs égales , du poids de A vers toutes 
les parties de B, & par conféqnent en ce cas fera comme la quantité de 
matière dans B. Enhn , li les quantités de matière en A&B relient les 
mêmes , mais que la dillance D change , la gravitation de A vers B» 
comme Newton l’a démontré , fera réciproquement comme le quarré de 
la dillance D. Doncfi ni les quantités de matière ea A & B , ni la dis- 
tance D ne font les mêmes , la gravitation de A vers B fera comme la quan- 
tité de matière en A direêlement,& comme la quantité de matière en B 
direêlement, & en raifon inverfe du quarré de la dillance D. Ainfi les 
quantités de matière dans A & B étant défignées par les nombres A&B 
refpeélivement, la gravitation de A vers B à la dillance D fera comme 

, c’cll-à-dire , la graviution Ac A vers B à la dillance D fera à la gravi- 
ution de a vers i à la dillance d comme la fraélion à la fraêlion 
Il fuit de-làquela gravitation de A versB ell égale à celle de B vers 
l’une & l’autre étant repréfentées par la même quantité 

Autre manière de traiter les exemples dans les deux derniers Articles. 

305. S’il y a autant de quantités qu'on voudra, fj* que toutes cet quanti- 
tés /oient hétérogènes lune à F autre, on peut les reprèfenter par tels nombres ^ 
qu’on juge à propos, ou même toutes par Funitè, pourvu qu'on ait foin dere- 
préfenter tous les autres nombres de mime efpèce par des nombres qui ayent 
la raifon requife à lunité. C’ell ainü que je puis déflgner une quantité 
de tems quelconque , ou un degré de vitelTe, ou un efpace déterminé 
par 1 ; mais en ce cas il faut que j’aye foin de déligner un tems double, 
une vitelTe double , ou un efpace double par le nombre de 2 , & ainlî 
de fuite. Cette conIlJération fournit une autre manière de traiter les 
exemples dans les deux derniers articles, unt foie peu différente de la 

pre- 
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première. Deux exemples fuffiront pour donner une idée de la métho- 
de en queftion. 

Dans le premier exemple nous avons prouvé que refpace décrit par 
un corps qui fe meut uniformément durant un certain tems & avec une . 
certaine vitefle, ell en nombres comme la vitefle & le tems multipliés 
l’un par l’autre; ce qu'il y auroit pareillement moyen de démontrer ainli: 
fuppofons qu’un corps fe mouvant uniformément durant un certain tems 
que j’appelle r , & cela avec une vitefle que J’appelle aufli r , décrive 
l’efpace i ; cela étant il efl clair, que dans le tems T, avec la vitefle i , 
fera décrit l’efpace T; mais fi dans le tems T, & avec la vitefle i , eft 
décrit l’efpace T, dans le tems T, & avec la vitefle F, fera décrit l’efi 
pace FT, & cela, quelles que foient les quantités F & T; par confé- 
quent dans tous les cas, l’efpace décrit fera comme T x F. 

D’un autre côté , dans le fixiéme exemple nous avons prouvé que fi 
quelque force mouvante Comme M ell appliquée direélement à un corps 
dont la quantité de matière foit la vitefle qui en réfultera fera comme 
— : voici une autre démonflratign de cette même vérité. Suppofons 

que quelque force connue que je nomme i , étant appliquée à une quan- 
tité de matière que je défigne aufli par le nombre i , engendre la vitefle i ; 
cela étant la force 2 , appliquée à la même quantité de matière i , pro- 
duira la vitefle 2 ; mais fi la force 2 , étant appliquée à la quantité de 
matière i , produit la vitefle 2 , la même force 2 appliquée à une quan- 
tité de matière 3 , engendrera une vitefle égale à un tiers de la premiè- 
re, favoir à j; & par la même raifon la force A/, appliquée à une quan- 
tité de matière comme Q , produira la vitefle ; & par conféquent 

cette vitefle fera toujours comme 

Quelques-uns de mes Lcêleurs ( qui ne feront fûrement pas les plus 
judicieux) s’imagineront peut-être que j’ai été trop prolixe lur ce fujet; 
mais j’ofe dire que tous ceux qui font tant foit peu au fait de l’utilité 
' & de l’importance de cette doftrine, fur-tout rélativement aux Mécha- 
niques&à la Philofophie Naturelle , ne fe feront aucune peine de mejus- 
tifier à cct égard; & cela d’autant plus volontiers, qu’aucun des Au- 
teurs que je connois n’a rédigé ces matières en fyllême , ni ne les a trai- 
lées aufli diftinélcment que leur importance le mérite. 



ELÉ- 
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LIVRE VIII. 

EN DEUX PARTIES. 

I. L’Application de l’AIgébre à la Géométrie Plane. 

11. DcsPrifmcs, Cylindres, Piramidcs, Cônes & Sphères. 

PARTIE I. 

Conditions requifes pour pouvoir appliquer F Ægébre à la Qiomkrie j en 
quel fens des Nombres fervent à défigner des Grandeurs Géométriques. 

Art. 306. T'Ufqu’ici jen’aiconfidéré l’AIgébre que dans Ibn feul rap- 
I porc avec les Nombres : mais cet Ajc peut aufli s’appli- 
quer à la Géométrie ; & c’eil fous ce point de vue que 
je vais l’envifager à-préfent, en faifant voir qu’il n’eft pas moins utile 
dans la réfolution des problèmes de Géométrie , que dans celle des ques- 
tions Arithmétiques. Pour cet eSct il cil abfolument néceflaire que le 
Lcélcur, avant d’aller plus loin,foit paflablement bien inflruit des théo- 
rèmes dont on fait le plus fréquemment ufagc dans la réfolution des pro- 
blèmes Géométriques. Nous rapportons à la clalTe de ces théorèmes la fa- 
meufe 47é”e. propofition du premier Livre des Elémens, & en général 
tous les théorèmes qui ont rapport à la doftrine des triangles ferablables, 
telle qu’elle fetrouvedans lefixiémc Livre; la nature & les propriétés du 
cercle, qui forment le principal fujet du troifiéme Livre; la nature de 
la proponion , & les différentes variations dont les quantités proportio* 
Belles font fufceptibles, expliquées & démontrées dans le cinquième Li* 
vre. A-la-vérité j’ai cru que, rélativement à la doéhrine de la propor- 
tion , les commençans pourroient être rebutés par certaines difficultés , 
& c'ell ce qui m’a déterminé à tâcher de les ôter de leur chemin ; ceux 
qui liront avec attention le Livre précédent .‘pourront juger jufqu’à quel 
point j’ai réuffi d^ns mon dclTein, & fi je n’ai pas rendu le cinquième 
Livre des Elémens aufli clair qu’aucune autre partie de cet Ouvrage 
à'Euclide. 

En repréfentant des lignes par des nombres, nous avons dans tout 
- . ïemc IL S pro- 
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problème la liberté de défigner telle ligne qu’il nous' plaît par' l’Unité , 
pourvu que nous défignions toutes les autres lignes par des nombres qui 
ayent entre eux & avec l’unité la proportion requife; par exemple, Û 
un pouce efl: repréfenté par Tunité , un pied devra être repréfenté par 
le nombre 12; li un pied eft repréfenté par l’unité, une verge devra 
être repréTentcc par le nombre 3 , & ainfi de fuite ; au - relie il n’efl; 
pas néceflaire que cette ligne, quelle quelle foit, qu’on repréfente par 
l’unité, foit toujours exprimée; ainfi quand les trois côtés d’un triangle 
font délignés par les nombres 3 , 4 & 5 , ces côtés peuvent être 3 , 4 & 5 
pouces, 3,4 & 5 pieds, ou 3,4 & 5 verges , tfc. , pourvu que toutes 
les autres lignes auxquelles ces côtés font comparés , foient repréfentées 
proportionellcment. 

Pour ce qui efl des furfaces, fi un nombre tel que 10 repréfente une 
aire, cette aire doit être confidérée comme équivalence à 10 quarrés é- 
gaux , dont-lcs côtés font des lignes repréfentées chacune par l’unité. 

Enfin , fi un nombre tel que 10 reprélénte le contenu de quelque fo- 
lide,. ce contenu folide doit être confidéré comme équivalent à 10 cu- 
bes égaux , dont les côtés font des lignes repréfentées chacune par l’uni- 
té. Cela étant, fi le nombre 1 reprefente une ligne d’un pied, le nom- 
bre 10, s’il repréfente une ligne, dcfignera une ligne de 10 pieds; s’il 
repréfente une aire, il défignera lo pieds quarrés; & s’il repréfente un 
folide, il délignera 10 pieds cubiques. 

PROBLEME I. 

307. On demande, les deux côtés a Éÿ b d'un triangle-reôlangle , dont a 
ejl le plus grand, étant donnés, de trouver fhypotbémi/e fans le fecours de la 
quarante-feptiéme propofition du premier Livre. 

Solution. (Voyez Planche i. Fig. 2.) 

Que des huit triangles, tous femblabics & égaux au triangle propofé; 
on forme quatre parallélogrammes reétangles , & qu’on les difpofe com- 
me dans la figure, favoir, AK, B L, C M & DN; cela étant, nous 
aurons trois qu arrés , favoir , A li CD le pius grand , E FG H le moyen, 
&. K LM N le plus petit. De- plus, il efl manifefle que le plus grand 
quarré furpalTe le moyen de quatre des triangles que nous venons d’in- 
diquer , & que le quarré moyen furpafle Je plus petit de la quantité des 
quatre autres triangles; & par conféquent que le quarré moyen efl une 
moyenne Arithmétique entre le plus grand & le plus petit. Mais le cô- 
té du plus grand quarré efl AB= dE-h EB=a-^ b; & le côté du plu» 
petit quarré dl KL—EL-^EK—a-biioae l’aire du plus grand quar- 

ré 
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ré eft a’ H- 2 8 i -+ i‘, & l’aire du plus petit quarté eft a* — 28 b-k-b^, & une 
moyenne Arithmétique entre ces deux aires efta*-+Z>* ;doncl’airedü qüar- 
ré moyen efta*H-i*: mais le quarré moyen cille quatre de l’hypothénufe du 
triangle propofé ; donc Jia(fb font les côtés <t un triûng/e-reélang/e , le quarré de 
Thypothénufe fera a'-+-b% iS Fhypothénufe elle-même fera V^a’-+b“. C. Q. F. 

N. U. Par le moyen de ce problème, on trouve le rapport entre l’hy- 
pothénufe & les côtés d’un triangle-reflangle : autrement , les deux côtés 
étant donnés, il ne faut pour trouver Thypothénufe, que mener une ligne 
droite égale à un des côtés & perpendiculaire à l’extrémité de Tautrc, 
comme H A perpendiculaire à AE, & mener NE. 

S c H O I, I E. (Fig. 3.) 

Quoiqu’on ne puilTe pas exprimer des quantités fourdes par des nom* • 
bres rationels, il y a moyen cependant, à l’aide delà propofition pré- 
cédente, de les exprimer aufli exaélement qu’aucun nombre rationel que 
ce foit. Que la ligne A B défigne f unité, (3* que du point B on é'é"ce fur cet- 
te ligne la perpendiculaire B K, dont il faut retrancher BC=AB,BD = ACj 
BK=AD, BF=AE, BG = AF,£ 5 * BI\. — \G\ je dis cela étant que fi 
AB défigne Funité, BC exprimera i ouVi, BDV2, BEr'3, BFi^4j 
BGV5, BUV 6 , &c. Car premièrement , AB' = t, BC' = t, donc 
AC' = 2-, mais BD = AC par la conllruélion ; donc BD* C* =2; 
donc BD = V2. Secondement, AB' = i , BD' = 2 , donc AD' ou 
BE' = l\ Aonc BE=Vi. En troifiéme lieu , AB' = i, BE = s, donc 
AE' ou BF' = 4‘, donc BF=V^i & ainfi de fuite. Puis donc que 
les lignes BD, B £, B F £ÿc. peuvent être aufli exaêlemcnt déterminées 
que quelque ligne exprimant des nombres rationels que ce foit, il s’en- 
fuit que les rationels & irrationels font également exprimables en Géomé- 
uie. S’il y avoir moyen d’exécuter parfaitement les pofiulata d’Euclide, 
les lignes BD, B£,£3’c. ,exprimeroient avec la dernière précifion leurs 
quantités fourdes refpeélives ; mais comme il n’ell pas poflible qu’il ne 
manque toujours quelque chofe à l’exécution de ces pnjlulata, il faut né- 
celTaircment aufli qu’il y ait quelque chofe de défeélueux dans les lignes 
qu’on trace; & par cela même il ne faut pas être furpris, fi ces quanti- 
tés fourdes font plus exaêlemcnt exprimées par des nombres que par des 
lignes, quoiqu’il faille pourtant obfcrver à cet égard, que toutes les er- 
reurs où Ton court risque de tomber en tâchant de repréfenter des quan- 
tités fourdes par des lignes , ont également lieu quand on veut repréfen- 
ter ces quantités par des nombres rationels. 

N. B. L’échelle que nous venons de décrire , ell la même dont il ell 
fait mention dans le feholie 1. de Tart. 202. 

S 2 P R 0- 



Digitized by Google 



140 ELEMENS D’ALGEBRE. 

Pkoblzme 2. 

308* Trouver Taire d'un triangle dont les cités font donnés en nombres. 

Solution. 

I*. La fomme & la différence de deux nombres quelconques multipliés 
Tun par l'autre donneront la différence de leurs quarrés, & réciproque- 
ment ; par exemple a-i-y « a— y — a'— y' ; & de-même c*—d' = c-S-d^e — d. 
Voyez art. 9. exemple 4. 

2*. Que le triangle propofé foit ABC (Fig. 4.) dont nous fuppofons 
'AB=a, B C=b,& CA=c-, & a— b A-J-c (ou la fomme de tous les cô- 
tés) = zr; cela étant, C l’on retranche de part & d’autre aa, on aura 
—a-{-b-+c=2s—2a; de-même, en retranchant de part & d’autre 2b, 
il viendra a — i — h c = 2; — 2i ; de-même encore relativement à c , il vient 
a-F b—c=2s — 2e. 

3*. Menez la perpendiculaire AD, & les deux triangles- reélangles 
ADB & C fourniront les deux équations fuivantes, AÛ'-i-DB* 

= AB\ &AD'-*-DC'=AC\ 

. 4*. Faites AD=x , BD=y , & par conféquent CDzzb-y , & les deux équa- 
tions que nous venons d’indiquer feront: x'-+y‘ • *=aa, 

& — 2êy-44*=cc. 

Retranchez la dernière équation de la première , & vous aurez 

• *-i- 2 by~b'—a' — c'i ' 

c’eft-à-dire, 2iy=a* — t-A* — t*. 

5*. Puisque 2Ay=a*-i-ê*— f’ , nous avons par tranfpofition — 2 bj 
s: — a* — A*— f-c* , & 2aA— 2iy ou 2Axa— y=— a*-f 2aA— A*— 1-f* ; 
faites a —l=d, & vous aureza* — 2aAH-A*=d',&— a’— HaaA — A’= — d*, 

& — aa— l-2aA — A‘-h e*=c*— d* ;donc2 Axa — y=c* — d* (par N*, i.) 
(—dxc-i- d=c—a-+ bxc-i-a — b= (par N“. 2) zr— 2axar — 2 A=4 
*r— axr— A; donc par tous les N*, depuis le premier jusqu’au dernier 
îAxa— y=4 *s— axs— b, &^xa~y ou ^xa—y=s—axs — b. 

fi*. Puisque ,parleN*.4, 2 by=a' -+ A* — «* , nousavons rab—F2by, 
ou 2Axa— ♦-y=a*H-2aA-fA*— c* ; faites a-\rb—d, & vous aurez 
a* H- 2aA -+ A* = d* , & a* —H 2aA— t- A* — c‘=d‘— c* = d— exd -t- c 
=a— HA — r xa-+A— hf = 2r — 2cx2r=4xf— cxr J donc en conféquen* . 
ce de tous les N*, jusqu’au dernier inclufivement , 2 A x a -*-j=4 xs — cxs, 

& 7X«-+-y=f-fxr. 

r- MuJ- 
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7*. Multipliez les équations trouvées dans les N" 5 & <S réunis en- 
femble, favoir, 0-7= r-a x x - * x-cx^,&vous 



aurez (par N*. 1) j x a*— y* = s — ax s— b xs—cxs. 

' 8*. Mais par N“. 4, a* =*•-»- J*, & a*— y* =x* ;donc = i — a 
T 



xs-b*s — cxS- 

9*. Enfin tirez la racine quarrrée des deux membres de cette derniè- 
re équation, & vous aurez ou JDx\BC, ou l’aire cherchée égale 



à la racine quarrée du produit s—axs—bxs—exs. Voici comment on 
peut exprimer cette formule: 

De la moitié de la fomme des côtés retranchez féparément les trois côtés , 
marquez les rejles ; cela étant , Ji par une multiplication continue vous multi- 
pliez enjhnble ces trais rejles fS cette demi-fomme, la racine quarrée de ce pro- 
duit fera Paire cherchée. 

N. B. Si la perpendiculaire tombe hors du triangle , (comme dans la 
fîg.5.)la Iblution du problème n’en fouflTrira aucun changement , linon 
qu’il faudra donner à y un autre ligne. 



ExEMPIpX I. 

Que les trois côtés du triangle dont on cherche l’aire foient 13 , 14 ât 
15, & la fomme de ces côtés fera 42; de la moitié de cette fomme, fa- 
voir 21 , retranchez féparément les trois côtés 13,14 & 15, & les relies 
feront 8 ,7 & 6 refpeélivement ; multipliez préfentementees quatre nom- 
bres 21 , 8 ,7 & <5 cnfemble par une multiplication continue, & vous au- 
rez 21x8=168, 168x7=1176, & 1 1 76 xû = 7056, dont la racine quar- 
rce efl 84; donc 84 ell l’aire cherchée. 

On peut facilement trouver par -là la valeur iP une perpendiculaire menée de 
quelqu’un des angles fur la bafe. Car puisque la perpendiculaire mubipliée pa> 
la moitié de la bafe donne P aire, fi Pon divife Paire par la moitié de la bafe, 
m aura la perpendiculaire peur quotient. C’ell ainfi que dans l’exemple pré- 
cédent, fl le côté 14 eft pris pour bafe, on n’aura qu’à divifer l’aire 84 
par la demi-bafe 7, «St le quotient 12 fera la perpendkulaiie. 

Exemple a. 



Que les trois côtés foient 1 3 , 4 & 15 j celaétant nous aurons 

3 

= 16, 16—15=1, 16— 13=3, & 16— 4=12, & 1x3x13x16=570, 
dont la racine quarrée 24 eft l’aire cherchée. 

S 3 
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* Exemples.' 

Que les trois côtés foient 7 , 8 & rj; ainfi nous aurons * ■ ? = 15, 

15—15 = 0, 15 — 8 = 7» & 15 “7 = 8, & 0x7x8x15=0, dont la ra- 
cine quarrée efl o; donc l’aire de ce triangle eft o: ce qui vient de l’ab- 
furdité de la fuppolltion; car nous avons fuppoféun triangle dont les deux 
côtes 7 & 8 étoient égaux au troifiéme côté 15, au- lieu que dans tout 
triangle deux côtés pris enfemble doivent toujoun être plus grands que 
le troificine. Si nous avions fuppofé un triangle ayant deux côtés pris 
enfemble plus petits que le troifiàne, la fuppofition auroit été bien plus 
abfurde encore, & en ce cas faire' auroit été la racine quarrée d’un quar- 
ré négatif, ce qui ell impoflible ; ainQ le problème n’a pas befoin de li- 
mitation , la foraule fe limitant elle-même. 

COROLLAIEE» 

;■ Si r eft le côté d’un triangle équilatéral, la demi- forome fera ’j, & 
chaque relie fera J} mais jxixjxjs:,’,; donc faire du triangle fera 

& fa hauteur perpendiculaire donc la bafe d’un triangle équila- 
téral ejl à fa hauteur perpendiculaire comme i à , comme 2 à , ou à 
feu prit tomme 2000 à 173e , ou comme ig à 13 à peu prit. 

PROBLEME Q.UI SERVIRA DE LeMME. 

■ 309. Trouver en nombres rationelt deux triangles -reélangles , ayant tous 
'deux un même coté. 

Solution. 

Par fart. 12 trouvez deux triangles - reélangles exprimés en nombres 
rationels; cela étant fi les trois côtés de chaque triangle font multiplies 
par un des côtés de l’autre, on aura deux triangles- rectangles fembla- 
bles aux premiers, & qui auront tous deux un même coté. -, 

Que les côtés des deux triangles -reélangles trouvés par fart. 12 
foient o, b, c. & d, e,f, dont / &/ font les hypothénufes: fi les 
côtes a, i & c du premier triangle font multipliés par d, undescôtés 
du dernier, & que les côtés d, e &/ du dernier triangle foient multipliés 
par a , un des côtés du premier , on aura deux autres triangles , fayoir , 
ad, bd, cd, & ad, aefaf. Or il paroît' clairement par fart. 224, 
que ce font des triangles reélangles & femblables aux triangles abc & 
def. Le côté commun eR ad, comme on peut le voir par 1 opération. 

Si 
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•Si les deux côtçs qu’on ertiploye comme mukiplicateurs , tels que dan» 
le cas préfent a &d, ne Ce trouvent pas réduits aux plus (impies ter- 
mes par lesquels on puiffe les exprimer, que a foit à d comme r à r, & 
que r & r foient les termes les plus Amples qui expriment la raifon de 
a à d: cela étant, fi au-lieu de multiplier le premier triangle par d, & 
le fécond par a, on multiplie le premier par r, & le fécond par r,’*on 
aura ces deux triangles beaucoup plus Amples que les premiers, fa voir, 
as,bs,cs; dr,er,fr, dans lesquels le côté as de l'un eft égal au côté 
dr de l’autre: car a étant à d comme ris, le produit ar eft égal au 
produit dr. 

Exemple, 

Que les triangles trouvés par l’art. 12 foient 3,4 & 5, & 5ii2& 13; 
en ce cas, fi 4 & 12 font les multiplicateurs, puisque 4 eft à |2 com- 
me i à 3 , multipliez le premier triangle par 3 & le iecond par i , <Si 
vous aurez les triangles 9,i2«Sci5, & 5,i2&i3, ayant tous deux 
le même côté 1 2. , 1' ' 

Pr. O BLEME 3. 

310. Trouver autant de triangles autres que reSlangles qu’on voudra, dont 
les côtés Ê5* les aires foient exprimables en nombres rationels. 

Solution. {Ftg. 4 6? 5.) 

Trouvez par le dernier article deux triangles-reûangles ÀDB & ÀDC 
ayant un côté AD commun ; foit qu’on ajoûte le triangle ,.4 D B au triangle 
‘ADC, comme dans la Fig. 4, ou qu’on l’en retranche , comme dans 
la Ffg. 5 , on aura dans les deux cas un triangle tel que AB C, dont le» 
côtés & faire feront exprimables en nombres rationels. Car première- 
ment les côtés B & A C feront les hypothénufes des deux triangles 
reftangles trouvés ; & fecondement , la bafe B C fera ou la fomme ou la 
différence des bafes de ces triangles j & enfin faire . qui eft la moitié 
du produit de BC multiplié par /(D, doit être exprimée en nombres ra- 
tionels, puifque les multiplicateurs B C & AD font exprimés de cette 
manière. 

Exemple. 

Que les triangles-reflangles trouvés par le dernier article foient 12,5 
& 13, &i2,9&i5, dont les hypothénufes font 13 & 15: cela étant, 
par cela même que la fomme des bafes 9 & 5 eft 14 , & leur différen- 
ce 4 , nous aurons deux triangles obliquangles , dont les aires & les cô- 
tés 
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tés feront tous exprimés en nombres rationels ; favoir, le triangle oxy* 
gone 13, 14 & 15, & le triangle ambligone 13,4 & 15, comme dans 
les deux premiers exemples du pénultième article. 

PROBLEME 4. 

s II. Lts trois côtés d'un triangle étant donnés en nombres, trouver le 
demi-diamitre d' un cercle inferit. 

S O L ü T I O N. (fïg. 6.) 

Soit ABC\c triangle dont les trois côtés font donnés, & que DEF 
foit le cercle inferit touchant les trois côtés 4 B,BC,CA aux trois points 
D, £,/’refpe£livement. De G centre du cercle menez les lignes G Â, 
GB,GC,GD,GE,GF,&\es trois dernières lignes GD,GE,GF feront 
|)erpendiculaires aux trois tangentes par la dix-huitiéme propofition du 
troifiéme Livre des Elément. Le triangle ABC Çe. trouvera alors divifé 
en trois petits triangles GAB,GB€,G CA, ayant d’égales hauteurs per- 
pendiculaires G D , GE, GF: l’aire du triangle G B fera G D; 
Faire du triangle G B C fera \ BC x GE ou G D-, & Faire du triangle 
fera j CA» GF ou G D; & toutes ces aires ajoûtées enfemble 
feront \AB-i-iBC-+tCA x G D; ou fi nous défignons par s la fom- 
me de tous les trois côtés du grand triangle ABC, les aires des trois pe- 
tits triangles ajoûtées en une fomme feront G D » ^ ; mais ces aires 
ajoûtées enfemble conftituent Faire du grand triangle ABC: Trouvez 
donc par l'art. 308- luire du triangle ABC, £? nommez /o q, £3* vous au- 

rrz GD X ;s=q , GD= ^ par conféquent, fi le double de Faire d’un 

triangle ejl divifé par la fomme des côtés,, le quotient fera le demi-diamétre 
d' un cercle inferit. C. (^. F, T. 

Corollaire i. 

Puifque le double de Faire d’un triangle peut fe trouver en multipliant 
la bafe par ta hauteur perpendiculaire , il s’enfuit, que comme la fomme 
de tous les trois côtés efl à la bafe feule , ainfi la hauteur perpendiculaire efl au 
rayon d’un cercle inferit. 

Corollaire 2. 

Donc dans un triangle équilatéral, le rayon d'un cercle inferit efl un tiers 
de la hauteur perpendiculaire. Si l’on nomme le côté a , & par conféquent 
la hauteur perpendiculaire iox 1/3 par le corollaire de Fart. 308,00 au- 

ra, 
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ra,’dans un triangle équilatéral, CD— ;a x Î^,&CD‘ aa x ^ 
= -î- aa, & G D • donc Jî le tptarré du cité d'un triangle équilaté- 
ral ejl dhifé par 12, la racine quarrée du quotient fera le rayon d'un cerclé 
infcrit. 

Corollaire 3. 

Il paroît manifeflement par la démonftration de ce quatrième problè- 
me, que Paire d’un polygotu quelconque circonfcrit à un cercle ejl égale au 
rayon multiplié par la moitié du pérhnétre du polygone, fÿ par conféquent que 
Paire dun tel polygone ejl égale à celle d'un triangle, dont la bafe ejl le pé-, 
rimétre du polygone, ÉJ* dont la hauteur perpendiculaire ejl le rayon d'un cer- 
cle infcrit. 

Corollaire 4. 

T « 

Puifque les propriétés décrites dans le dernier corollaire ne dépendent 
point du tout du nombre dei côtés du polygone, il s’enfuit que ces pro- 
priétés doivent avoir lieu même quand le nombre des côtés efl infini : 
mais un polygone d’un nombre infini de côtés circonfcrit à un cercle ne 
dilfére aucunement du cercle même: donc Tout cercle ejl égal à un trian- 
gle dont la bafe efl égale à la circonférence , 6f dont la hauteur perpendiculai- 
re ejl le rayon pour avoir Paire du cercle, on n'a qu'à multiplier le rayon 
par la demi-circonférence. 

Corollaire 5. 

Si P on infcrit un polygone équilatéral à un cercle , ce polygone fera égal à 
un triangle ayant pour bafe la moitié du périmètre du polygone, (ÿ pour hau- 
teur perperuiiculaire une ligne menée du centre du cercle perpendiculairement à 
quelqu'un des côtés du polygone: car tous les côtés font égaux , le polygone 
étant fuppofé équilatéral. 

PROBLEME 5. 

312. Les trois côtés d'un triangle étant donnés en nombres, trouver le dia- 
mètre d'un cercle circonfcrit au triangle. 

Solution. {Ftg. 7.) 

Que le triangle infcrit foit ABC, dont tous les côtés font donnés en 
nombres , & que A D foit le diamètre du cercle circonfcrit ; joignez 
BD, & que la ligne /f£ foit perpendiculaire à B C: cela étant, nous 

Tome IL T . - aurons 
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3Qrons deJx triangles femblables AEC & ABDj car l’angle AEC cit 
droit par la conflrudlion , & l'angle ABD aufli droit comme étant 
dans un demi-cercle ; les angles Câc D font aufli égaux, comme inflflant 
fur le même ztc AB-, donc comme AEeAk AC dans un triangle , ainfi 
AB el\ i. A D dans l'autre; par conféquent AE x AD= A B x AC, & 
AD= en multipliant tant le numérateur que le dénomma- 

teur de cette dernière fradüon par B C, il viendra AD— * 

mais AB X AC ^ BC eü.\e produit des trois côtés du triangle multipli- 
pliés enfembic par une multiplication continue ,&i 4 £>tBCeftle 
double de l’aire du triangle : donc , Si k produit des trois côtés <Tun triangle 
multipliés enfemble par une multiplication continue efl divifi par le double de 
faire , le quotient fera le diamètre d’an cercle circonferit. C. Q. F. T. 

Corollaire. 

I ,* 

Bi 0 eû le côté d'un triangle équilatéral, le produit d’une multiplica- 
tion continue de tous les côtés fera a’ , & le double de l’aire du trian- 
gle fera a* x par le corollaire de l’art. 308 : donc le produit divifé par 
le donble de cette aire fera ^ ; par conféquent le diamètre d’un cercle 

circonferit fera — , & le rayon — , dont le quarré eft — : donc, Si ' 

le quarré du cité un triangle équilatéral ejl divifé par 3 , la racine quarrie 
de ce quotient fera le rayon d’un cercle circonferit au triangle. 

; Jl fuit de-là que le rayon d' un cercle circonferit à un triangle équilatéral fera 
àôuble du rayoïf d un cercle inferit ; car le quarré du rayon du premier cercle 
fera au quarré du rayon du fécond comme -y efl: à par le fécond corol- 
laire de l’art. 31 1 ,c’efl-à-dire,corame 4 à I ; donc les rayons eux-mêmes 
font comme 2 à i. 

_ L £ M M E. 

. 313.. iSi dans tm triangle on mène une ligne de quelque angle jufquà la ba- 
fe oppojée , elle partagera toutes les lignes parallèles à la bafe en même raifort 
que la bafe a été partagée. ( Fig. 8- ) 

De l’angle // du triangle ABC menez la ligne A D coupant la bafe B C 
çn D , (St par le point F' la ligne E G parallèle à la bafe; cela étant fait , 
je dis que £ F fera à F G comme BD à DC. Car les triangles étant 
femblables , EF fera à BD comme AF k A û-,mau A F çd k AD com- 
me FG k D C;donc par la propoGtion du cinquième Livre d’£«- 

clide, 
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clUe, EF eft à BD comme FG i DC, & {altemande) EFt&kFG 
comme BD k DC. C. Q. F.D. 

P R O B L E M E C. - - I 

314. Trouver k ' cintre ‘de gravité d'un triangle donné, c ejl-à-dire , 
trouver dans le plan eP un triangle donné un point tel quêtant- foutenu tou- 
te la figure fait en équilibre. ’ . • 

Solution {Ftg. 9.) ■ - 

Que le triangle fait ABC, que d’un des angles comme A fait menée la 
ligne AD, coupant le côté oppofé en deux parties égales au poiht D; je dis, 
que fi à compter depuis le point A vers D , on retranche la ligne AEégale au% 
deux tiers de la ligne AD, le point E fera le centre de gravite cherché. 

Car premièrement , comme la ligne // D coupe la bâfe B C en deux 
parties égale*, elle coupera de -même toutes les autres lignes parallèles 
à la bafe, par le lemme précédent: donc fi l’on conçoit, tout le triangle 
comme étant formé d’un nombre infini de lignes, qui ayent Chacune une 
largeur infiniment petite, & toutes parallèles à la bafe BC, quiell la 
plus grande , au - lieu que les autres vont toujours en diminuant jusqu’au 
point qui eft leur dernier terme ; fi , dis je , l’on conçoit le triangle ain- 
fi formé, la ligne D coupera toutes ces lignes parallèles par le milieu, 
& par cela même toutes les lignes élémentaires leront en équilibre par 
rapport à la ligne s 4 D -, ainfi le centre de gravité de la figure doit être 
quelque part dans la ligne AD. De-mêmç, fi de l’angle B on mène la 
ligne B F, coupant en deux ^e côté oppofé AC en F, le centre de gra- 
vité devra être quelque part dans la ligne B F ; donc fi E eft le point 
d’interfeflion des deux lignes aD & BB'.le centre de gravité devra être 
dans le point E, fans quoi il feroit impofiible qu’il fût dans ces deux li- 
gnes. Joignez ED , qui fera parallèle k AB, puisqu’ éHe coupe proportio- 
nellement les côtés AC & BC: ainfi les triangles FCD & AC B feront 
femblables, de-même que les triangles EDF &i EAB-, donc AE eft à 
E D comme AB à FD, ou comme B C à CD, ou comme 2 à, i ; puij 
donc que eft à ED comme 2 à 1 ,{eomponendo) AD eR.' 3 i ED com- 
me 3 à i.;ainfi ED eft un tiers, & AE deux tiers de toute la ligne //D. 
C. Q. F. T. . ^ 

S c H 0 L I £. J 

Au moyen de cette propofition.on.peut trouver les centrés de gravité 
de toutes les autres figures reftilignes ; & par un genre de raifonnement 

Ta à 
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à peu prés- pareil on pourroit trouver le centre de gravité d’une pyramide 
triangulaire quelconque , & conféquemment de toute autre pyramide 
ou cône quelconque , mais en voilà aflez fur ce fujet. 

PROBLEME 7. (Fig. 4 . , 5.) 

315. Etant donnée la bafe BC ifwn triangle quiconque , conjointement aoec 
les angles odjacens B Ü* C, on demande la hauteur perpendiculaire du triangle. 

N. B. Ce problème fe réfout fans peine géométriquement, fi de B & 

C extrémités de la bafe donnée on mène les lignes Bsd &.C Az l’angle 
donné, par la 23<®e. propofition du premier Livre des Elémens; car en 
ce cas /ï B C fera le triangle propofé, &. AD fera la perpendiculaire cher- 
chée. Mais je donnerai d’abord la folution arithmétique de ce problème, 
après avoir averti le Leéieur , qu’un angle comme ABDdl cenfé don- 
né , quand (fi l’on détermine un point comme A fur l’un des côtés , & 
qu’on mène perpendiculairement à l’autre côté une ligne comme AD) la 
raifon de AB i BD , ou de AB iAD, ou de AD D B eÜ. donnée; 
car quelqu’une de ces raifons étant donnée, l'angle B fe trouvera en 
degrés & en minutés par le fecours des tables de Trigonométrie ; & ré- 
ciproquement , fi l’angle B efi; donné en degrés & en minutes , il fera fa- 
cile d’avoir quelqu'une des raifons précédentes au moyen des mêmes tables. 

Solution. ' 

Nommez la bafe donnée BC,b; que AD foit à D B comme r z p,& 
de-plus que AD foiik DC comme rzq ; cela étant, fi la hauteur incon- 
nue /iD cil défignée par x, le fegment B D fera ^ , & le fegment 

CD fera & (P>g- 4-) la fomme des fegmens fera ; mais , 

les fegmens BD & CD pris enferable forment la bafe entière BC—b; 

donc f^^=b-, donc AD ou ï= 

T P~r<l 

Puisque AD efl: à BD comme r àp,il fuit que fi la quantité rell con- 
fiante, plus le point D approche du point B, toutes chofes d’ailleurs éga- 
les, plus la quanrité p ira en diminuant; fi D coïncide avec B, ce qui 
arrive quand l'angle A BC eH droit, nous aurons p = o; donc quand D 
fe trouve de l’autre côté de B dans la ligne C B prolongée, (comme dans 
Iz jig. 5.) c’e(t-à-dire, quand l’angle ABC eH obtus, la quantité p fera 

alors négative, & nous aurons la perpendiculaire A D=^~. 

^ . -i . 

• ’ . “ ' P R 0- 
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>■ PROBLEMES- (Fig. lO.) 

316. Que ACDB, AETBO* AGHB foknt trois parallélogrammes 
rectangles, tous filués fur la même bafe A B, tous du même côté, le rec- 
tangle AGHB étant le plus grand de tous , fÿ le rectangle ACDB le plus 
petit : on demande de mener la ligne K L M N parallèle 4 A G ot< B H , 
coupant les lignes G H w K, EFw L, CD w M, A B ffn N; de-for- 
te que la fomme des reâangles AK Q" BM foit égale au reêlangle moyen AF . 

Solution. 

Nonunes JB p, JG q, JEr, & JC s; nommez aufli la partie in- 
connue JNx, & par conféquent BN p — x, & le reélangle J/C oa 
JG»JN fera qx, & le reélangle BM oa BDxBNou JC'xBNfera 
P s — SX, & enfin le reélangle JF o\x JB* JE fera pr; & nous aurons 
l’équation fuivante^favoir, qx-\-ps — sx=pr; donc qx — sx=pr—ps, 

& * =^ 7 Ef'î ce qui nous donne l’analogie fui vante: comme q—sdi. 

à r—s , ainfi p d(l à x : mais q—s ell J G— J C oa CG, & r—s ell J E—J C 
ou CE, & P ell JB, & X e& J N-, donc comme CG ell à CE ainli 
JB ell à J N: par-là nous avons déterminé le point N,& conféquem- 
ment la polition de la ligne K LM N. Mais pour donner une conllruc- 
tion plus élégante à ce problème; puisque CG ell à CE comme JB k 
J N, il s’enfuit (dividende) que CG— CE ou £Cell à C£' comme 
JB — J N oa D N dt à J N, & (invertendo) que CE ell à £G comme 
J N à N B ■, donc la ligne J B dl divifée en N oa EF en L dans la 
même raifon que CG ell divifée en £; d’où il fuit, quefi l’on mène la 
ligne CH, elle coupera la ligne ££en £; car les triangles femblables 
E LC & EL /f donneront EL à LE comme CE à FH, c’ell-à-dire, 
comme CE k EG. C. Q. F. T. 

Autrement ainli : menez la ligne C//qui coupe EF en O, & les trian- 
gles CG^, CEO feront femblables, & CG fera à C£ comme G //à 
£ 0 ; mais CG ell à CE comme JB à JN, c’ell-à-dire, commeG// 
à EL; donc £ L ell égale kEO; donc la ligne K N menée par le pomt 
L ou O, parallèle à. JG, détermine le point N dans la ligne JB; & 
JKik B Al liront les reélangles cherchés. 

Une démonllration fynthétique de cette conllruflion feroit facile à 
trouver. Car dans le reélangle C G HD les deux complèmens EK & 
DL font égaux par la 43^nie. propofition du premier Livre des Elémens; 
que 11 à ces complèmens égaux nous ajoûtons les deux reélangles JL & 

T 3 B M, 
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B M, nous aurons les trois reftangles EK ôc B M égaux aux trois 
rtclangics /IL, B M & DL; mais les deux reftangles AL&. EK for- 
ment d’un côté AK, & les deux reftangles BM & DL forment d’un 
autre côté B L; donc la fomme des deux reélangles À K Si B M eft éga- 
le à la fomme des deux reftatigles AL Si BL, c’eft-à-dire, au rec- 
tangle AF. C. Q. F. D. 

A'. B. Il paraît claireftient par la folution de Ce problème, qu’on peut 
trouver analytiquement la conftruftion d’un problème, & puis décou- 
vrir par cette conftruftion même la route qu’il faut fuivre pour par- 
venir à la dcmonftration fyntliétique, ce qui auroit été fouventtrès- 
difficile fans cela. 

PROBLEME g. 

217- Dans un triangle dont la bafe £3* la hauteur perpendiculaire font don- 
nie’ , inferire un parallélogramme rcélangle dont la bafe foit une partie de la 
bafe du triangle , ou coïncide avec cette bafe , (ÿ dont les deux côtés contigus 
fuient Fun à l antre en raifon donnée. 

Qtie dans le triangle AB C (Fig. i r.) dont la bafe BC, & la perpen- 
•diculaire A D font données , il faille trouver un point tel que I dans ja 
ligne AD, par lequel une ligne comme £ Fêtant menée parallèle à la 
bafe du triangle, & terminée par fes côtés, & le parallélogramme reftan- 
gle EFG U étant achevé, le côté ££foit au coté F G en raifon don- 
née. Mais il faut obfcrver ici, que comme chaque triangle a au- 
moins deux angles aigus, pour que le parallélogramme EFG H puif- 
fe tomber entièrement en dedans du triangle, les angles B & C doi- 
vent être tous deux aigus , on plutôt aucun d’eux ne doit être obtus. 

Solution. 

Nommons A Dp, BCq,& que la raifon donnée de £ £ à F G foit cel- 
le de r à x: au-refte on fuppofe que p,q, r Sis font des lignc^ données, 
■commenfurables ou incommcnfurabics il n’importe; nommons aufti A Ix, 
Si par conféquent IDp—xÿ Si par le moyen des triangles femblablesnoiis 
aurons les proportions fuivantes, favoir, AD à comme B DiEI,Sc 
aufli comme D C'a IF, Si conféquemment comme BC à E F: puis donc 
que AD ou P eH 'a AI ou X comme BC ou q a EF , nous aurons £ F 

= ^ , ou une quatrième ligne proportionelle aux trois lignes p ,x Si q: 
mais ££doit être à FG comme r àf’, donc nous avons l’analogie fuivan- 
te, favoir, Î1 c&'a p—x comme ras. Or ce que nous avons obfervé 

'■ ci- 
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ci-deflui rdlativement aux nombres, eft également vrai par rapport aux li- 
gnes, favoir,que fi quatre lignes font proportionelles , un parallélogram- 
me reélangle , dont les deux côtes contigus font les deux extrêmes , fera 
égal à un autre parallélogramme reéiangle dont les deux côtés contigus 
font les deux termes moyens: c’eft ce qui efl démontré dans la 
propofition du fixiéme Livre des Elémens. Obfervcns ici en pafiant,que 
par le reétanglede deux lignes en Géométrie il faut toujours entendre un 
parallélogramme reftangle dont la bafe eft une des lignes , & la hauteur 
l’autre; & quand nous parlons de la ligne // multipliée par la ligne B, 
nous fignlfions fimplement par-là faire d’un pareil rectangle dont les cô- 
tés contigus font A &. B. Puis donc que cftà p— x comme r à r, nous 

aurons ^ = pr—rx , & qsx — ppr — prx , & prx-^qsx=:ppr , & x 
Si les quantités p,q,r,s avoient été doiuiées en nombres , la 
quantité x auroit pu être déterminée fans aller plus loin, en calculant fim- 
plement la valeur de la quantité comme les quantités p,},r,r 

font des lignes, & peut-être des lignes incommenfurables, ce problème 
eft purement géométrique , & doit être réfolu comme tous les autres qui 
font tels, favoir, en traçant des lignes fans aucun calcul, qui ne fauroit 
avoir lieu en pure Géométrie. Dans le cas préfentpr-f qs e(t kpp com- 
me r à *, c’eft-à-dire , x eft une quatrième proportionelle à deux plans & 
8 une ligne ; car les reélangles pr & qi font ce que nous appelions des 
plans ou des furfaces planes; d’où il fuit que leur fomme pr — 1- qs eft un 
plan, ce qu’eft pareillement le quarré pp: ainfi pour réduire la raifon 
qu’ont entre eux ces deux plans , de façon que la grandeur x foit trou- 
vée enfin une quatrième proportionelle à trois lignes , un des rectangles 
pr ou qs, fuppofons qs, doit être transformé de forte à avoir un côté 
commun avec l’autre reûangle pr, ce qu’il y a moyen de faire ainfi: fai- 
tes r à r comme ? à 1, c’eft-à-dire , trouvez la ligne t qui foit quatrième 
proportionelle aux trois lignes données r , s & q, & pour cela il ne faut 
fimplement que tracer des Ugnes,fans calcul, parlai2<!nie. propofition du 
fixieme Livre des Elémens ; & cela étant, puifqiie r eft à r comme qkt, nom 
aurons rt=qs: fubfticuez préfentement r { à la place de 5 r dans l’exprellion 

dex , c’eft-à-dire , dans l’expreflion - , & vous aurez x = — , ou 

’ ’ fr-+qs' 

divifam le numérateur & le dénominateur par r, vous aurez x= -î?— ; 

c’eft-a -lire , vous aurez p -+ 1 à p comme p eft à x ; donc x eft une troi- 

fiéme 
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fiémc proportionclle aux deux lignes /)-+ 1 & p, & peut fe trouver par 
la propofition i i^rae. du fixiéme Livre d’EucIide. Ce dernier pas nous 
fournit la conllrutlion fuivante. 

Pnlongtz A D depuis D « K en-deffous du triangle-, fi bien que B C fait à 
D K rn raifm donnée de T à s: cela étant , fi f on fait A K <l A D comme A D 
à A I , c'ejl-à-dire , fi Ton fait i/f A K , A D £ 5 * A I trois lignes en proportion 
continue . on aura le point 1 par lequel le coté EF du parallélogramme E F G H 
doit pajfcr: 6? ce côté EF étant une fois déterminé , les autres cotés F G 0* 

E H Jerora déterminés aifiment en menant des perpendiculaires à BC. C.Q.F. F. 

Autrement fans Algèbre ainfi: ayant prolongé la ligne^Z) jufqu’àif, 
deforte que B C foit k DK comme r à r, de -même que ci-deflus ; menez 
par K la ligne LM parallèle k BC, & rencontrant les côtés JB & JC 
prolongés en L & M refpeftivement ; que CN & BO foient perpendicu- 
laires à LM, & nous aurons un parallélogramme reélangle BCNO fem. 
blable au parallélogramme cherché , puifque B C eft à CA’’ comme r à s: 
mais les triangles A LM & ABC , dans lesquels ces parallélogrammes 
fcmblabics fontinferits, font aufli femblables; donc les parallélogrammes 
EbGD&BCNO fout des parties femblables de triangles femblables; 
par conféquent toutes les lignes homologues dans ces figures feront pro- . 
pottionelles ; donc AK hauteur du triangle A LM, fera à AD excès de 
cette hauteur par-deflTus la hauteur du parallélogramme inferit dans ce 
triangle, comme AD hauteur du triangle AB C, ell à AI excès de cet- 
te hauteur par-deflus la hauteur du parallélogramme inferit femblable- 
mtnt dans ce triangle ;ainfi^ A', AD, Al font en proportion continue 
C. F. T. 

Voici une démonflration fynthétique de la conllruftion précédente. Il 
s’agit de prouver que fi les lignes A K, AD, AI font en proportion con- 
tinue, le parallélogramme EFG H fera tel, que £ A' aura lamêmeraifon 
à FG que r à r; ce qui peut fe faire ainfi; 

Puisque par l’hypothéfe AK ell à AD comme AD'zAI, \\ s’enfuit 
(^conveitenle) que AK eft à KD comme AD à DI, & (altemando) que 
AK e(t k A D comme KD k DI; mais AK eük AD comme AD kAl 
par la fuppofition , ou comme BC k E F; donc B C edk EF comme KD 
k DI; & dérechef {alternando) BCcB.kKD comme EF k ID; mais B C 
dlk KD comme r à r par la conllruêlion ; donc ££ ell à ID ou F G 
comme rks. C. Q. F. D, 

N. B. Si l’on veut que le parallélogramme EFGHfolt unquarré,on 
n’a qu’à faire la ligne EF égale à FG, & par conféquent r=r, & BC 
= DK. 

ScHO- 
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Pour répan«lre plui de clarté fur le problème précédent , & fur plufieurs' 
autres problèmes géométriques, nous obferverons, qu’on confidére én Géo- 
métrie trois fortet de grandeurs différentes , /avoir , des lignes, qui n’ont aucune 
autre dimenjion que la longuiur; des furf aces , qui ont de la longueur iÿ de la 
largeur feulement, fj* qui par cela même ont deux dimcnfions; £5’ des folides, 
qui ont de la longueur, de la largeur de la profondeur, portant, tnt trois 
dimenfions. Ænfi fi extrémités des lignes font des points, les bcrd/'des furf a- 
ces font des lignes, Ü* les côtés extérieurs des folides font des ftrfaces. 

Pour peu que nous vouluflions prendre moins à la rigueur ces défini- 
tions, les différentes fortes de grandeurs dont il a été parlé , quelque dis- 
tinéles qu’elles puiffent noua paroître d’ailleurs , feroient d’abord confon- 
dues l’une avec l'autre ; pour peu que noUs accordaflions de longueur à 
nos points, ou de largeur à nos lignes, ou d’épaiffeur à nos furfkces, en 
quoi confifleroil la différence entre un point & une ligne très-courte , ou 
entre une ligne & une furface étroite, ou entre une furface & un folide 
fort mince? mais en les confidérant comme nous avons fait ci-de(fus , el- 
les relient non feulement diflinèles l’une de l’autre , elles font même ren- 
dues hétérogènes l’une à l’autre. Une ligne peut être comparée à une 
autre ligne, ou une furface à une furface, ou un folide à un folide; mais 
une ligne ne doit en aucune façon être comparée à une furface , ni une 
furface à un folide ; à caufe que le rapport ou la raifon entre deux quan- 
tités fuppofe que ces quantités font homogènes , comme cela paroît ma- 
nifeflement par les définitions 3. & 4. du cinquième Livre d'Euclide : fi bien 
que demander quelle raifon il y a entre la longueur d’un pied & un pied 
quarré, ou entre un pied quarré & un pied cubique, feroit une queftion 
aulTi abfurde, que fi l’on demandoit quelle raifon il y a entre la longueur 
d’un pied & une heure de tems, ou entre une heure /Je tems & le poids ' 
d’une livre? Par confequent toutes les fois que quatre quantités font pro- 
portionelles , il faut qu’elles foient toutes homogènes , ou du-moins que 
les deux derniers termes, quoiqu’hétérogénes aux deux premiers, foient 
pourtant homogènes l’un à l’autre : fi le troifiéme terme eft une ligne , le 
quatrième doit être une ligne auffi :fi le troifiéme terme dl une furface; 
le quatrième doit être pareillement une furface; fi le troifiéme eft un fo- 
Jidc, le quatrième doit être un folide; & ainfi du refte. 

Il faut obferver de-plus , que fi les lettres A,B,C,D,E,F,G repréfen* 
tent autant de lignes diftinftes, deux d’entre elles, comme B, jointe* 

cnfemble de façon à défigner le produit d’une multiplication en Arithmé- 
tique, font employées en Géométrie à défigner faire d’un parallélogram- 

Tome IL V‘ me- 
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me-rcflangle , dont les côtés font A & B, & ainfi forment ce que nous 
«appelions un plan; trois de ces lettres , comme B C, repréfenteqt le 
contenu folide d’un parallélipépéde , dont les trois dimenfions font A, B 
& C, ôc conflituent ainfi ce qu’on nomme un folide. Mais fi quelqu’une 
de ces lettres comme J, n’exprime pas une ligne, mais un nombre, en 
ce cas yVB C ne repréfentera plus une quantité de trois dimenfions , mais 
fimplemcnt de deux; car À B C fera alors l’aire B C multipliée par le nom- 
bre ji, ou prife autant de fois qu’il y a d’unités en .^.^lais ces.quantités 
géométriques font quelquefois aufli reprélentées a la manière des frac- 
tions; & quand cela arrive, la quantité repréfentée doit être cenféeune 
ligne , un plan ou un folide , fuivant que le numérateur contient une , 

deux, ou trois dimenfions plus que le dénominateur. Ainfi ^^fignifieune 
ligne; car, à proprement parler,"^ fignifie en Géométrie une quatrième 
proportionclle aux trois lignes C^BScA'. puisqu’on ce cas la ligne C efl 
à la ligne B comme la ligne eft à & puifque le troifiéme terme 
A efl une ligne, le quatrième ~ doit l’être aufli , fans quoi le quatriénae 
terme ne feroit pas homogène au troifiéme. Par exemple encore, laquan- 
tité'^^ fignifie une ligne; car comme le plan DE efl au plan B C, ainfi 

la ligne efl à la ligne Enfin , fignifie une ligne ; car 

comme le folide £ EG efl au folide B C Z), ainfi la ligne efl à la ligne 
Si le numérateur contient deux dimenfions plus que le dénomi* 

Iiateur, la quantité repréfentée ell un plan: ainfi efl un plan ; car 
comme la ligne D efl à la ligne C , ainfi le plan B ell au plan : par 
exempleencorc,-^^- fignifie un plan ; car comme le plan £Fefl au 
plan CD, ainfi le plan yZ B efl au plan Si le numérateur contient 

trois dimenfions plus que le dénominateur, la quantité repréfentée efl un 
folide. Ainfi — déflgne un folide; car comme la ligne E efl à la li- 
gne Df ainfi le folide yfB C efl au folide i par exemple encore, 

éÈ^^LÊ. déflgne un folide; car comme le plan F G efl au plan DE, ainfi 

le folide yfBC efl au foUde Enfin, fi SP.QJ&OR font des 

U- 
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lignes, (comme dans h. Figure 12 . ) la quantité iera nn folide; 

car comme la ligne Q^R eft à la ligne QT, ainfi le folide SP' x QT fera 
au fülide Voyez les Principes de Nev,ton , prop. 6. cor. i. L. i. 

Si le numérateur & le dénominateur contiennent un nombre égal de 
dimcnlions , la grandeur ainfi repréfentée fera un nombre , & point une 

quantité géométrique : ainfi ^ fignifie un nombre; ce qui cil également 

vrai de .4^ & de ; car (pour ne tourner que ce dernier cas en exem- 
ÇÛ DEF 

pie,) comme le folide DEF tcü. au folide ABC^ ainfi le nombre r eft au 

. ÂBC 
nombre—. 

Si le nombre des dimenfions dans le numérateur furpafle le nombre 
des dimenllont dans le dénominateur de plus de crois , ou (i le dénomi* 
naceur a plus de dimenfions que le numérateur , la Géométrie , à propre- 
ment parler, manque de noms pour défigner de pareilles quantités. Mais 
cependant 11 le numérateur contient quatre dimenfions de plus que le dé- 
nominateur , une pareille quantité doit toujours être confidérée comme 
homogène à quelque autre quantité de quatre dimenfions ; & ainfi du refte. 

Ces confidérations font quelquefois d’une grande utilité pour découvrir 
Terreur qui peut s’être glilTée dans un calcul: car fi une quantité, qui 
devoit à la fin fe trouver une ligne , fe trouve être un plan ou un foli- 
de, Ü'c; ou bien, fi. dans quelque partie de l’opération une quantité le 
trouve repréfentée par une ligne , & une autre du même genre par un 
plan, un folide, un nombre, c’eft une marque lûre qu’il y a eu au 
commencement quelque abus dans la manière de repréfenter les quanti- 
tés , ou que quelque erreur a eu lieu dans le cours du calcul. Mais fi une 
ligne eft repréfentée par l’unité (comme on le fait quelquefois pour ren- 
dre le calcul moins embarralTé,) cet ordre & cette uniformité s’évanouis- 
feiu tout-à-coup; & il arrivera aflez fouvent qu’une feule ôc même mar- 
que ropréfentera un nombre, une ligne, un plan, ou un folide, fuivant 
que la comparaifon pourra l’exiger: par exemple, fi .//fignifie proprement 
une ligne , on peut l’employer à lignifier un nombre , en fe figurant la li- 
gne repréfentée par l’unité placée au-deflbus ; ou bien à lignifier un plan 
dont la hauteur cR A, & dont la bafe eft la ligne repréfentée par l’uni- 
té; ou enfin, à fignilier un folide dont la hauteur eft & dont la baie 
eft le quarré de la ligne repréfentée par Tunité. Dans de pareils cas on 
rencontrera aftez fréquemment des quantités hétérogènes en apparence 
• V 2 égalées 



155 E L E M E N S D’ A L’ G E 'B R E.' 

égalées l’ane à l’autre: fi **, par exemple, fe trouvoit égal à 5*, il ne 
faudroit pas s’imaginer qu’en Géométrie l’aire du quarré dont le côté eft 
X étoit égale à j fois la longueur de la ligne x, mais que le quarré de » 
e(l égal à 5 fois faire d’un parallélogramme dont la hauteur eft *,&dont 
la bafe eft la ligne 5 ; car fi une unité reptéfcnte quelque ligne , le nom- 
bre 5 reprcfentera une autre ligne égale à 5 fois la première. 

Cette manière de repréfenter des quantités d’un genre par celles d’un 
autre genre ne doit point du tout être rejettée , pourvu que les quantités 
repréfentatives foient toujours prifes comme ayant entre elles la même 
raifon que les quantités qu’elles reptéfentent , c’eft-à-dire, dans jlé même 
caléul : de-forte que dans la folution de quelque problème, nous fommes 
abfolument les maîtres de repréfenter une quantité de quelque forte que 
ce foit par une quantité quelconque d’une autre forte , que fa grandeur 
réelle loit ce qu’on voudra , pourvu que toutes les autres quantités de 
même efpéce foient repréfentées proportionellement. Ceft ainfi qu’en 
Phyfique on défigne ordinairement les tems par des lignes proportioneh 
les, La raifon en eft, qu’on fe trouve fouvent moins embarraflé à 
comparer enfemble des nombres & des grandeurs géométriques que lès 
* quantités repréfentées par ces grandeurs & par ces nombres : c’eft ainfi 
que nous découvrons , avec beaucoup moins de peine que nous n’aurions 
fait fans cela , les raifons qu’ont entre elles différentes portions de tems j 
& la même remarque eft applicable aux efpaces ,' aUx forces , aux vi* 
lefles, fÿiT. • 

PROBtiHE 10. (ivg. 13.) 

318. Que A B CD foient deux tourelles, fÿ BD une ligne horizontale ' 
menée depuis le pied dune des tourelles jufqu’au pied de Foutre: on demande, 
lés hauteurs £5* la dijlance horizontale des deux tourelles étant données en nom- 
1 res, de iromer dans la ligne BD un endroit comme E, iF oit, Jî F on y place une 
échelle, cette échelle pourra atteindre également au fommet de chaque tourelle ; ou 
(ce qui revient au même) on demanae de trouver dans la ligne B D un point 
êomme Y.,doù, fi F on mène les ligner E A EC, ces lignes ferom égales 
tune i Fautre. 

La folution géométrique de ce problème eft très-facile: car fi la li- 
gne A Ceft partagée en deux parties égales au point F, & que la ligne 
FE foit menée perpendiculaire à AC, cette ligne rencontrera la ligne 
BD au point requis £, en voici la preuve. Le triangle RFA z \e côté 
££ commun avec le triangle EFC: outre cela le côté FA du premier 
«k ces triangles eft égal au côté £C du fécond , & les an^es RFA & 
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EFC font tous deux droits ; d’où il fuit que les hypothénufes E J &■ EC 
font égales. Mais comme dans ce problème les hauteurs AB &. CD font 
données en nombres , comme aufli la diilance horizontale BD, les deux 
Ifegmcns BE & ED doivent être exprimés pareillement Cn nombres. 

! S' O L O T I P N. 

Nommez AB p, CD q, BD r, BEx, & ED r>-x; & vous aurei 
i*. A B'-i-B E’=A E' par la 47^1116. propofition du premier Livre desElé- 
mens ; c’eft-à-dire,p />-*-* £‘.2*. vous aurez £ D'-^D C=E O .c’efli. 
adiré , rr—2rt-^xx-f-qq=EC^i mais EA' & EC' par l’hypo- 
théfe; donc vous aurez pp-t-xx=rr— 2r*-l-*x-+44 ainfi * ou 

ÿ retranchez cette valeur de B£.de la grandeur r, qui 

riéfigne la valeur àt BD, & vous aurez £ D = formu- 

le fuivante contient l’une & l’autre de ces expreflions. 

Au quarré de la dijlance horizontale donnée ajoutez le quarré de la hauteur 
d’une tourelle, retranchez le quarré de la hauteur del'autre;divi/ez le ref- 
it par le double de la dijlance horizontale , fÿ le quotient fera la dijlance qu'il 
y a entre le point cherché (ÿ le pied de la tourelle , dont la hauteur élevée à la 
fécondé puijfance a été retranchée. C Q, F. I . 

Comme, par exemple, que AB on p, hauteur de la plus haute tour 
foit 39 verges, & que CD ou 17, hauteur de la tour la plus baffe, foit 
2j verges»& BD ou r, qui eft la diftance horizontale , 1 12 verges: ce- 
la étant, B£ ou Clli^p^fera 52 verges; fautre fegment ED fera* 

long de 60 verges, & ks conditions du problème fe trouveront remplies; 
car nous aurons £'-+££■ ou yf £'= 1521 -+ 2704 ou 4225, <St CD' 
-f DE' ou C£’ = 625 -F 3600 ou 42 25 : donc AE'=CE', & AE = CE~6s. 

S c H O L I £. 

Si dans cette figure la ligne CD devient év^anefeente , c’efl-à-dire, fi 
C coïncide avec D, nous aurons 9 = 0, & le problème fera réduit à ce- 
ci, favoir, un côté d'un triangle -reBhngle étant donné ,• conjointement avec 
la fomme de loutre côté 0* de i’hypothénufe , trouver cet autre côté fÿ Ihypo- 
tkénufe Jéparément. Car en ce cas nous n’aurons de grandeurs données 
que ABlSiBD, dont .rf B eft un côté du triangle -reébrigle A B E, &. 

^ D la fomme àt B E &. ED o\i àe B E Sl E A, c’eft-à-dire , la fomme 

de l’autre côté & de l’hypothénufe ; la portion de B£ fera = -- 
& celle de AE —— ~^^K 

V 3 P K 0- 



Diniti--"! by GoOglc 



158 



E LE ME NS D’ALGEBRE. 

PROBLEME II. (^Flg. 14.) 

Le rayon d'un cercle étant donné ennombres , conjointement avec latan- 
gente d’un arc de ce cercle, qui comprenne moins de 45 degrés (la nécdPté de 
cetce limitation paroltra dans la fuite,) on demande de trouver la tangente 
du double de cet arc. 

Soit A le centre d’un cercle quelconque BCD, dont l’arc SC eft plu» 
petit que 45 degrés ; que SCD foit double de cet arc , & BEF une tangen- 
te au cercle au point S ; fbient outre cela menées les lignes AB, A CE, 
& ADF-, BE s’appelle en Trigonométrie la tangente, & AE lafé- 
cante de l’arc SC: de -même B F ell la tangente & AF h fécante de 
de l'arc BD. On demande donc, fi l’on a en nombres le rayon AB & 
BE tangente de l’arc S C,de crouv'er S F tangente du double de cet arc. 

N. B. S’il ne falloir fimplement qu’avoir la ligne SF, rien ne feroit plus 
aifé qu’une conftrudlion géométrique de ce problème ; il fufHroit de faire 
l’angle EAE" égal à l’angle EAB , par la 23^ine. propofition du premier Livre 
des Elémens , & la ligne B F fe trouveroit déterminée quant à fa gran- 
deur géométrique.' Mais il s’agit ici de déterminer la ligne S F en par- 
ties de rayon , & par conféquent en nombres, comme toutes les autres 
tangentes font exprimées dans les 'Fables Trigonométriques. 

Solution. 

• Nommez AB le rayon donné r-, S‘£, la tangente donnée’ t, & B F 
la tangente inconnue .r; cela étant £Ffera x — t, & AF, l’hypothénu- 

fe du triangle -rcflangle ABF, fera Vr‘-+x'. Or puisque la ligne A E 
divife l’angle B AF en deux parties égales , les deux fegmens de la bafe,. 
favoir BE & EF, auront la même raifon l’un à l’autre que les côtés ad- 
jacens A B & AFpzr la séme- propofition du fixiéme Livre des Elémens ; 
c’efl:-à-dire,S£ feraà EFcommeAB à AF;donc parl’art. 16. paragr. 
6. S £’ fera à £F* comme A B‘ à AF', c’e(l-à-dire, tt fera à xx-2tx 
-+tt comme rr à rr-¥xx-, changez cette analogie en équation, & il 
viendrar’x’ — 2r*fï-bi’r’ = r*r*— l-i’s';efracezr't',dans l’un & l’au- 
tre membre, & tranfpofez r *a‘, & vous aurezr' x' — t'x' — 2r'tx=o; donc 

jou BF—~^\ par conféquent AB h BF comme r eflrà Y ' , 
ou comme i ell à comme r'—t' ell à 2rf; ce qui revient 

proprement à ceci , que ft dans quelque ctrcle dont le rayon ejï T, t dèfigne 
la tangente de quelque arc, la tangente du dtuble de cet arc pourra fe trouver 

par 
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pttr ftnt analogie, comme xt — tt ejl à 2Tt, amfi r rayon du cercle, ejl à 
la tangente cherchée. Si l’op demandoit la raifon àc AB 2 AF, 

c’eft-à-dire, du rayon à la fécante de l’arc double BD, cette raifbn fe« 
roit la même que celle de B £ à F. F, comme ci - defliis : mais BE=t, 

Si EF=x—t=~^ — t=^^^^^idoiicABcl\,AF, ou BE à £Fcom- 

me f eftà^;;^^^,oucomme i à^T^^.ou comme r’ — t’eftàf‘-l-t*; 

mais r’ -+ 1' = A B' -i- B E‘= A E' , qui cfl le quarré de la fécante de 
l’arc B C: nommez cette fécante s, Sc A B fera à .^Feomme r’ — ' t'às^; 
mais il eft déjà prouvé que AB dtz B F comme r' — t* à art; donc Jî 
t ÉJ* s font la tangente iÿ la fécante de quehiue arc i un cercle dont le rayon 
ejl T, le rayon, la tangente, fÿ la fécante du double de l'arc feront comme 
T» — t* , a r t £5* s s, ott comme r r— 1 1, ar t £5“ r r-h 1 1 refpeclivanent. C. Q. F. T. 

Les Modernes ont étendu ce théorème jusqu’à y comprendre la raifon 
que le rayon , la tangente Sc la fécante d’un arc ont à la tangente & à 
la fécante d’un arc 3 fois , 4 fois , 5 fois &c. plus grand que l’arc don- 
né. Mais il n’ell pas poflible que les commençans voyent toute la beau- 
té de ce théorème, avant de s’ètrc bien mis au fait de la méthode de ré- 
foudre les puiiTances d’un binôme; matière qui ne fera traitée que dans 
la fuite. 

S c H O L I E. 

La rairon de la limitation preferite dans le problème précédent, favoir, 
que l’arc B C devoir être plus petit que 45 degrés , eft bien claire ; car 
G l’arc B C valoir 45 degrés, le double de cet arc, favoirB O vaudroit 
un quart de cercle, «Sc l’angle B AD lèroit droit: mais l’angle B £ que 
la tangente fait avec le rayon en paiTant par le point de concaèl, ell un 
angle droit par la 16. propofition du troifiéme Livre'des Elémens; 
donc en ce cas les deux angles internes A B ESc BA D font égaux à «leux 
droits ; ainG les lignes AD Sc B E font parallèles , & conféquemment ne 
peuvent jamais fe rencontrer; donc la tangente d’un quart de cercle efl 
inGnie. Si l’arc B D vaut moins de 45 degrés , il eft certain que les lignes 
AD Sc BE, pourvu qu’on les prolonge affez, fe joindront en quelque 
point comme F, & que c’eft ce point de concours F, qui détermine la 
ligne B F à être la tangente de l’arc B D, Il eft manifefte atifli , que plus 
l’arc B D approche de 90 degrés , plus les lignes AD Si B E doivent être 
prolongées avant «le pouvoir fe rencontrer, «Sc plus la tangente B F fera 
grande: donc quand BD devient un quart de cercle, <Sc par conféquent 
A D parallèle d BE, on peut fuppofer le point Fplacé à une diftance in- 
Gnie, 
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finie, & la tangente B F, auflî bien que la fécante /I F pareillement in- 
finies. De-Ià vient que dans les Tables de Trigonométrie la tangente &ii 
fécante d’un arc de quatre-vingts-d« degrés ne font pas expriméescom- 
me les autres en nombres , mais défignées par le mot d'infinie. 

Ce mot étonnera peut-être quelques-uns de mes Lefteurs; «St je n’ai 
garde de nier que la fuppofition qu’il y a des quantités infinies ne foit ac- 
compagnée de quelques difficultés alTez embarraflantes. Ce fujet fera éclair- 
ci dans la fuite de cet Ouvrage : cependant je ne puis me dilpenfer d’en 
'dire ici quçlque chofe relativement à un théorème, aflez étrange en ap- 
parence, que je vais démontrer tout-à-l’heure, & que bien des Leéleuri 
auront plus de peine à comprendre que tout ce qui a été avancé jus qû’i- 
ci. Le meilleur avis que je puifle leur donner eft, qu’en lifant les mots 
d’un autre, ils s’appliquent entièrement à en démêler lefens, à conli- 
dérer chaque chofe dans le point de vue où elle cfl placée, & à ne point 
prononécr fur le fujet en quefUon , fuivant leurs petits préjugés d’un côté , 
ou des chimères métaphyfiques de l’autre, qui ne font qu’égarer ceux 
qui les prennent pour guides , & qui partagent une attention , qui n’eft 
déjà pas trop grande quand cllé eft toute entière. Les vérités géométri- 
ques font extrêmement (impies , & quiconque voudra lés voir dans le 
jour le plus clair, ne doit voir uniquement qu’elles. Car il en eft ici com- 
me en Optique, où toute lumière qui tombe fur un objet outre celle qui- 
eft néceflaire pour le faire appercevoir diftinftement , eft fuperfiue, & 
fert plutôt à obfcurcir l’objet qu’à l’éclairer. Mais venons au point qui 
a donné lieu à cette efpéce de digreffion. 

Le théorème que j’ai delTein de prouver eft, qu’il y a deux pqffages de 
tiiJJinnatioH à Ja négation , /avoir , par zéro fc? par Hn/ini: la première par- 
tie de cettç alTcrtion eft évidente, au-lieu que la dernière ne pourra pa- 
loître telle qu’à ceux qui fe font familiarifés avec ce qu’il y a de plus fu- 
blime en Géométrie & en Mathématiques : mais j’efpére que par le moyen 
du problème précédent je pourrai en faire fentir la vérité à d’apprentifs 
Géomètres, pourvu qu’ils veuillent me fccourir de leur attention. (Voyez 
^>g- I5-) 

C^uc yf foit le centre du cercle B G H K, divifé en quatre parties éga- 
les B G, G H, H£, KB par les deux diamètres B H& G K, qui fe cou- 
pent à angles droits ;& que BL foit une tangente prolongée à l’infini de* 
deux côtés de B, les points L & G étant fuppofés fe trouver l’un & l’au- 
tre du même côté du diamètre B H: que’ Z) foit un point mobile dans 
la circonférence; & qu’on conçoive qu’à-mefure qu’il fe meut il empor- 
te avec lui la ligne infinie ou indéfinie ADF, laquelle hgne doit être 
. , con- 
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confiddrée comme tournant dans fon mouvement autour du centre J, 
& comme rencontrant la tangente en F. Que préfentement le point D 
foit fuppofé être d’abord dans le quart de cercle B G , fe mouvant de B 
ver» G f cela étant, on voit fans peine que plus le point/) approche de G, 
plus doit être grande la diftance B F entre le point de contaél B , qui eft 
fixe , & le point mobile d’interfefHon F. Quand D coïncide avec G , la 
diftance eft infinie, la ligne AD étant parallèle alors à la tangente B L. 
Suppofons maintenant. que le point D pafle par G dans lequartdec€rcle 
G //, en ce cas on ne fauroit douter que les deux lignes A D& B /..bien 
loin de fe rencontrer de ce côté - lï , ne foient divergentes ; mais il paroit 
cependant par cette divergence , que fi la ligne AD produite indé- 
finiment de l’autre côté de A, elle rencontrera de -nouveau la tangen- 
te dans quelque autre point comme F,& que ce point F aura changé de 
fituation relativement au point fixe B, de- forte que fi la ligne B F étoit 
confidérée comme affirmative pendant que le point tombait du même 
côté de B que le point L , la diftance B F doit être confidérée préfente- 
ment comme négative, puisque/^ tombe du côté oppofé ; par conféquent 
tandis que le point D paflbit par le quart de cercle B G à travers le point 
G dans le quart de cercle GH; laxiiftance B F, en paflant par l’infini, 
d’affirmative qu’elle étoit devenoit négative. Plus le point fl approche du 
point //, plus la diftance négative B F fera petite. Quand fl coïncide 
avec //, la diftance négative B F s’évanouira , ou deviendra égale à zé- 
ro; & quand fl a pafle par H dans le quart de cercle HK, le point F 
devient de - nouveau affirmatif, après avoir pafTé par zéro. Que le point 
fl continue fon mouvement depuis //jusqu’à K\ au point K la diftance 
B F deviendra de-nouveau infinie , & quand fl aura paflTé par A', le point 
F fe retrouvera du côté négatif du point S, & la diftance B A fera né- - 
gative , après avoir pafle par l’infini. La ligne B F reftera ainfi négati- 
ve jusqu’à ce que fl ait pafle par B dans le premier quart de cercle B G ; 
car alors S A aura paffé d’un état négatifà travers zéro à un état affirmatif. 

Nous avons donc ici un exemple frappant des deux tranfitions qu’é- 
prbuve la tangente B A, qui a changé jufiju’à quatre fois de figue durant 
une révolution du point fl, favoir, en paflant deux fois j>ar zéro, & 
deux fois par l’infini. 

Voyons à-préfent quels changèmens"la fécante y/Acfliiye dans le mê- 
me tems. Nous obferverons d’abord que la fécante A F ne pafle jamais 
par zéro, comme fait la tangente B A: car cette fécante, étant aufli 
petite qu’il eft poffible, fe trouve toujours égale au rayon AB, comme 
quand le point fl coïncide avec les points B & H; dans toutes les au- 

Tome IL X - très 
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très (itaaüons elle elt plus grande; & quand D paOe par G ou JT, la 
fécantc F pafle par l’infini , & d’affirmative devient négative , & ré- 
ciproquement , à caufe que le point Echange de fituation par rapport 
au point fixe danS la ligne AF. Donc fi l’on confidére la fécante vf E 
comme affirmative pendant que le point D fe trouve dans le demi-cercle 
KBG, il faut qu’on la confidére comme négative dans le tems que le 
même point D fe trouve dans le demi -cercle oppofé G^E: par confé- 
quent I;; fécante J F change de figne deux fois durant une révolution du 
point D , & chaque fois en paflant par l’infini. 

Il fuit de ce qui a été démonué au fujet de la tangente B E, & de la 
fécante AF. 

I*. Que quand une quantité pafle de l’état d’aflSrmation par zéro à 
l’état de négation , elle devient en chemin faifant de quantité infiniment 
petite affirmative une quantité infiniment petite négative, après quoi 
fa qualité négative va en augmentant ; mais quand une quantité paiTe 
de l’état d’affirmation par l’infini à un état de négation, elle devient de 
quantité affirmative infiniment grande une quantité infiniment grande 
pdgative, & fa qualité négative va enfuite en diminuant. 

2°. Qu’une quantité infiniment grande ell aulfi équivoque rélative- 
ment à Ibn état' d affirmation ou de négation, qu’une quantité évanefcen- 
te ou zéro. Quand le pomt D co'incidoit avec lo point G , les lignes 
AD & BL étoient parallèles , & par cela même n’inclinoient pas davan. 
tage d’un côté que de l’autre ; ainfi quoiqu’on eût lieu de dire qu’en ce 
cas BEétûit infinie, on ne pouvoir cependant pas décider fi elle étoit 
affirmative ou négative. Donc la tranfition d’une quantité affirmative 
infiniment grande à une quantité infiniment grande négative , -cefle à- 
préfent d’être un myftére, puifque ce n’eft point une tranfition; car au 
même inftant qu’une pareille quantité ell une infinie affirmative , elle 
cil aufli une infinie négative, fans aucune fucceflion de tems ou de 
mouvement. 

3“. Que fi dans le cas d’un arc plus petit qu’un quart de cercle, la 
tangente & la fécante font toutes deux affirmatives , ( & c’ell toujours 
ainfi qu’on les confidére,) dans un arc plus grand qu’un quart de cercle, 
& plus petit qu’un demi-cercle, elles feront toutes deux négatives j 
dans un arc plus grand qu’un demi-cercle, & plus petit que trois quarts 
de cercle, la tangente fera affirmative & la fécante négative; ainfi en 
comparant enfemble les fignes de la-tangente & de la fécante d'un arc 
quelconque, on pourra déterminer la qualité de cet arc. Ceci, pourvu 
qu’on le comprenne bien, ôtera la limitation qui a eu lieu à l’égard du 

pn»- 
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problème précédent : car fuppofons que l’arc B C (^Fig. 14.) foit ftit égal 
à 45 degrés, ou plus grand, il n’en réfultera d'autre conlequence, finon 
que la tangente du double de cet arc fera trouvée infinie ou négative; 
à caufe que le double de l’arc fera trouvé égal à un quart de cercle , ou 
plus grand» 

4*. Que la démonilration de ce que nous venons d’avancer dépend 
principalement du paflage de F & BF par tous les degrés poflibles de 
grandeur, on peut aufli découvrir par ce ifloyen plufieurs autres proprié- 
tés & rélations 'de quantités variables , au-lieu que la chofe feroit impos- 
fible, fi ces mêmes quantités avoient été déterminées & confiantes: & 
c’efi fur cette variation des quantités qui paflenttrun degré de grandeur 
à un autre, qu'eft fondée une des plus belles inventions de ï’Analyfe 
moderne , je veux dire la doébine des Fluxions. J’ajoûterai .encore un 
exemple ou deux à celui que Je viens de donner. 

-Que B CD (^Fig. 16.) foit un arc de cercle dont le point du milieu 
foit C, & que J foit le centre de la courbure; c’efi-à-dire, que fi lé 
cercle étoit achevé , le point J en feroit’le centre. Soit menée la ligne 

c prolongée indéfiniment des deux côtés. Cela étant fait , fans dé- 
placer le point du milieu C , ni allonger le moins du monde l’arc B CD, 
que cet arc fe débande tant foit peu , de façon à devenir partie d’un plus 
grand cercle qu’auparavant : il efi manifefie en ce cas que le centre A 
s’éloignera davantage du point C, & que là longueur de la ligne CA 
fera plus grande qu’elle n’étoit, comme étant devenue rayon d’un plus 
grand cercle. Suppofonsque l’arc B€D fe débande de p*lus en plus par 
degrés jufqu’à devenir une ligne droite, la difiance CA, qui par-là va 
aufli continuellement en augmentant , deviendra à Ja fin infinie ; car on 
ne fauroit confidérer une ligne droite comme arc d’un cercle, à moins 
que ce cercle ne foit infini : plus le rayon d’un cercle efi grand , plus la 
courbure d’un arc quelconque de ce cercle fera petite, & réciproque- 
ment: donc quand la longueur d’un rayon devient infinie c’efi-à-dire, 
plus grande qu’aucune longueur aflîgnable, fa courbure de l’arc fera in- 
finiment petite, c’efi-à-dire, plus petite qu’aucune courbure aflignable; 
& par conféquent il n’y aura en pareil cas aucune différence entre un arc 
& une ligne droite de la même longueur. Suppofons préfentement que 
l’arc B CD, après s’être débandé par degrés jufqu’à devenir une ligne 
droite , fê recourbe de 1 autre côté , ce qui n’çfi qu’une continuation de 
notre première fuppofition , le centre de courbure A devra ncccflaire- 
ment fe trouver de l’autre côté du point C, & par conféquent fi la dis- 
tance CA dans les premiers cas étoit afiînnative, elle fera pséfentement 

X a nega* 
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négative, la point A aj-ant changé de place rélativement au point fixe C. 
Il eft clair outre cela, que ce n’eft qu’en paflant par l’infini que cet état 
de négation a été obtenu ; & que le rayon devenu infini avoit autant de 
droit à être appellé affirmatif que négatif. 

Avant de donner au Leéleur le fécond exemple que je lui ai promis , 
je tâcherai d’en faciliter l’intelligence par le lemme fuivant. 

Si-^ ejl une f ration ayant pour numérateur i ou quelqu autre nombre fini 
quelconque, G* dont te dénominateur v ejl une frablion infiniment petite ex- 
primée comme un nombre entier ^ je dis qu’une telle fraction défignera un 

nombre infiniment grand. Car tandis que le numérateur i refte le même, 
plus le dénominateur v fera petit, plus la fraélion fera grande: fi v. eB i, 

ou —, où — , ou — , £ÿc'. —ferai, ou io,ou loo.ou looojfÿc. 
lo ’ 100 ’ looo V 

donc fi le dénominateur v ell infiniment petit , la fraftion fera in- 
finiment grande. C. Q. F. D. 

Ou bien ainfi: chaque fraélion e(t égale au quotient qui naît de la 
divifion du numérateur par le dénominateur , & chaque quotient fait 
voir combien de fois le divifeur e(l contenu dans le dividende : donc 
chaque fraélion improprement nommée fait voir combien de fois le dé- 
nominateur eft contenu dans le numérateur. Ainfi la fraéfion impropre- 
ment nommée,-^ ou 4 fait voir que le dénominateur 3 e(t contenu 4 fois 

dans le numérateur 12 : d’où il fuit que fi le dénominateur d’une fraélion 
eft infiniment petit pendant que le numérateur eft fini, la fraélion doit 
être infiniment grande, à caufe qu’une quantité infiniment petite eft 
contenue dans une quantité'finie un nombre infini de fois. C. Q^. F, D. 

Ou bien ainfi ;c»rame veft à i ainfi i eftà-i ;donc (^invertendo") 
fera à i comme i à v; mais i eft infiniment plus grand que v ; par con- 
féquent fera infiniment plus grand que i, ou (ce qui revient au 

même) la fraéHon irepréfenteraunnombreinfinimentgrand. C. Q.F.Z). 

Ceci étant pofé , que — repréfente quelque fraélion dont le numé- 
rateur I foit toujours le même , mais dont le dénominateur o Ibit une 
quantité variable: en ce cas il eft manifefte qu’aufli longtems que le dé- 

nominatem c eft fini & affirmatif, la fraélion fera telle aufli. Suppo- 
• fons 
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fons maintenant que le dénominateur t; diminue par degrés jufqu’à ce 
qu’il devienne égal à zéro , la fraélion croîtra par degrés jufqu’à de- 
venir infinie. Que le dénominateur v devienne enfuite négatif, la frac- 
tion deviendra pareillement négative , puifque le quotient d’une 
quan' ité affirmative divifée par une quantité négative efl négatif; par exem- 
ple li U eft , ou ou , ou — I , la fraélion— fera- 1000 , 

ou — 100, ou— 10, ou— I. Il efl clair aulfi que la fraéUon efl parve- 
nue à cet état négatif en pafTant par l’infini ; d’où il fuit que ces deux tran- 
fitions, par zéro & par l’infini, bien loin d’être contradictoires , dépendent 
nécefTaireroent l’une de l’autre ; & que l’état ambigu d’une quantité infi- 
nie rélativeraent à fa qualité 'd’être affirmée ou niée , bien loin d’être un 
myftére, eft une conféquence néceflaire de l’état ambigu de zéro réla- 
tivement à l’affirmation ou à la négation. 11 fuit outre cela de ce que nom 
venons de dire , qu’être plus petit que zéro , ou plus grand que l’infini , ne 
font que deux noms différens pour déCgner la même chofe , c’eft-à-dire , 
une quantité négative ; ou s’il s'y trouve quelque différence, elle ne con- 
fifte que dans notre façon de concevoir: car fi une quantité négative 
efl parvenue à cet état après avoir paffé par zéro, nous difons qu’elle 
efl moindre que zéro; mais fi elle efl devenue négative en paffant par 
l’infini, nous difons qu’elle efl plus qu’infinie. 

Mais il y a des quantités qui ne fauroient defeendre au-deffous de zé- 
ro, ni s’élever au-deffus de l’infini: ainfi la quantité vv ne peut Jamais 

être plus petite que zéro, quoique v le puilTe; & ^ ne peut jamais al- 
ler au-delà de l’infini, quoique le puiffe. 

Ce dernier exemple , s’il efl bien compris fervira à mettre dans un 
plus grand jour la formule qui a donné la folution du dernier problème. 
Cette formule étoit ; que fi r efl le rayon d’un cercle , & f la tangente 

d’un arc , la tangente du double de cet arc fera ^ 

mule efl ju/te, la tangente d’un quart de cercle doit être infinie, & la 
tangente d’un arc plus grand qu'un quart de cercle & plus petit qu un 
demi-cercle , doit être négative. Déduifons tout ceci de la formule; 
pour cet -effet , que Bf foit un arc de.45 degrés (Fig. 14.), & l’angle 
BAE vaudra un demi-droit , & par conféquent l’autre angle BEA fera 
pareillement un demi- droit ; partant les angles BAE & BEA feront 

X 3 égaux. 
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égaux , ce que feront pareillement leur* côtés oppofés B A & B E‘, donc • 
Çt B C cfl; un arc de 45 degrés, fa tangente t fera égale au rayon rjainû 
fubflituez r à la place de t dans la formule précédente, & vous aurez la 
tangente d’un arc de 90 degrés égale à = — } mais ~ défiene 

une quantité infinie , comme nous l’avons vu , & par conféquent la tan- 
gente d'un quart de cercle cil infinie. Si t eft la tangente d’un arc plus 
grand que 45 degrés, t fera plus grand que r, & la quantité rr—tt fera 

négative; & par conféquent tangente d’un arc plus grand qu’un 

quart de cercle, fera négative. Ceft de cette même façon qu’il faut exa- 
miner les autres cas. 

Ces confidérations peuvent , en quelque forte , faire fentir l’ufage des 
fpéculations où nous venons d’entrer. J1 y a peu de tliéorémes ou de 
problèmes qui n’admettent dififérens cas : or ce feroit trop exiger d’un 
Maître que de lui demander pour tous ces cas des règles & des démon- 
Arations , fans compter que ni la patience ni la mémoire du difciple ne 
pourroient y fuffirc ; au-lieu que par le fecours des principes que nous a- 
vons pofés , il fuffit de fe mettre bien au fait du cas extrême d’une pro- 
pofition, en obfervant feulement comment, lorfqu'on pafled’un cas à un 
autre , les quantités , qui s’y trouvent mêlée* , paiTent de l’éut aflBrmatif 
à l’état négatif, & réciproquement. C’eft ainfi qu’en Catoptrique «Se en 
Dioptrique , 11 les propriétés d’une furface convexe font une fois con- 
nues , celles d’une furface plane & concave fe trouvent aifément en pro- 
longeant le rayon de la courbure à une diftance infinie ou plus qu’infinie. 
De -même dans les Seflions Coniques, fi les propriétés de rellipfe font 
bien connues, celles de la parabole s’en déduiront fans peine, &. même 
les propriétés de l’hyperbole qui ont quelque aflinité avec celles de l’.el- 
lipfe , feulement en gardant un fommet «Sc le foyer le plus prochain , «Sc 
en fuppofant que tout le refte s’étend à l’infini dans le cas de 1a parabole, 

& à une diAance plus qu’infinie dans le cas de l’hyperbole , pourvu que « 
dans ce dernier cas l'axe conjugué foit rendu poflible en changeant le li- 
gne de fon quarré. Quand des Mathématiciens, dis-je, tant foit peu ha- 
biles , fe font bien mis au fait de ces cas extrêmes , ils né ft mettent or- 
dinairement guéres en peine du refte, comme fachant très-bien qu’il ne 
tient qu’à eux de s’en rendre les maîtres quand ils le voudront : mais li 
après cela ils ne communiquent pas ce fecret à leurs difciples le plutôt 
poflible, ils ne doivent guéres s’intérefler à leurs progrès. Pour moi , je 
ne- vob jamais de jeunes Géomètres fuer pour trouver les compltmens 
arithrcériques en logaritliraes, ou des perpendiculaires poar réfoudre cèr-, 

tains 
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tains cas de Trigonométrie Sphérique (matières qui ne demandent pref- 
que d'âutre habileté que celle de manier des nombres) que je ne partage 
leurs peines ; & je fuis perfuadé que de pareils apprentifs ne fauroient 
mieux faire que d’étudier avec foin la nature des quantités affirmatives 
& négatives enunt qu’elles font oppofées les unes aex autres , quand mê- 
me ils n’àuroicnt pas le loifir de pénétrer dans les parties les plus abftrai* 
tes de l’AIgébre. 

Problème 12. 

320. Dhifer une ligne dmnie en deux parties telles, que le reHangle de 
tes lignes /oit égal, s'il e/l po/féle, à un quarré donné. 

Solution. 

Que a foit la ligne qu’il s’agit 'de divifer, b le côté du quarré donné; 
& que X & a— X foient les deux fegmens cherchés, & nous aurons cette 
équation ,a*— xx = ii,oupn changeant les fignes x * — a i = — i i ,• ajou- 
tant Han» les deux membres le quarré de la moitié du coefficient du fé- 
cond terme, il viendra xx— ax’-h^=-^— M,&x— 

donc x—{a-‘rl^^—l>b: ce qui nous donne la conftruflion géométrique 
fuivante. {Fig. 17.) 

Prenez A B égale à la ligne a , & après avoir divifé cette ligne en deux 
parties égales au point C, menez CD perpendiculaire à par la propo- 
fition du premier Livre des Elémens, & égale à b côté du quarré 
donné: cela étant, fi du point D on mène la ligne DE fervant d’hypo- 
thénufe à l'angle droit DCA & égale k AC, k point E partagera la ligne 
AB en deux fegmens AE, & EB tels que le problème les demande. C.O.t'.T. 

Car il eft clair que dans cette conflruftion //C= ’a , que C£= // bb, 

& par conféquent que ell une des valeurs de x, & £B l’autre. 

N. B. Donner pour hypothénufe à l’angle DCA une ligne comme DE 
égale à C,n’eft autre chofe qu’ouvrir le compas jufqu’à la longueur de 
la ligne AC, Se puis mettant une despointel en D, décrire avec l’autre 
pointe un petit arc de cercle qui coupe la ligne AB sa point E, du côté 
de l’angle DCA. 

Démonjlration fyntbétique de la conJîruSlion précédente. 

Par la cinquième propofition du fécond Livre des tiémens , AEB, c’eft-à» 
dire ,AE'*^EB, avec le quarré de C £ , eft égal au quarré de f ; mais le 
quarré de C eft égal au quarré de D E par la conftruéüon, & le quand 

de 
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de DE eft égal aux quarrés de CD & de CE par la 47 ône. propofition 
du premier Livre ; donc le reftangle AEB , avec le quarré da CE , 
efl égal au quarré de CD , avec le quarré de CE ; retranchez des 
deux côtés le quarré de CE, & vous aurez le reélangle AEB égal au 
quarré de C D. C. Q. F. D. ' 

Il paroît par la conlbuélion précédente, que CD côté du quarré don- 
né doit être. plus petit que la moitié de AB, c’eft-à-dirc que AC, à 
caurc que fans cela il feroit impoflible de donner à l’angle droit DCA 
une hyputhéuufe D £ égale k AC. ' 

PROBLEME 13. 



/ 



321. Divifer unt ligne ilounée' en deux partiel telles, que la fomme de leurs 
quarrés puijje être égale à un quarré donné. 

Solution. 



Que a foit la ligne qu’il s’agit de divifer ,' b le côté du quarré donné , 
& que X & a— X foient les deux fegmens cherchés; cela étant, la fomme 
de leurs quarrés fera 2xx—2ax-t-aa='bb; tranfpofknt aa, & puis divi- 

ûnt l’un & l’autre membre par 2, vous aurez xx—ax= ^£ipff;ajoûtez 
aux deux membres le quarré de la moitié du coefficient , & il viendra 



»... ** — 
% X ^ û X “T xz 

4 g 

/b b 



H- donc = 

4 2 4^ 2 — ^2 4^ 



&x = — — f|/ — • formule qui donne la conflruéüon fuivante. 

2 — '24 * 



(Ftg. 18.) 

Que la ligne qU’il faut divifer foit AB; partagez cette ligne en deux 
parties égales au point C, & de C menez vers ou E, la ligne CD égale 
à la moitié du côté du quarré donné: élevez C// perpendiculaire à .,^5, 
& retranchez de CH la ligne CE égale à CD , & CE= CA, & menez 
DE; je dis, que fi l’on donne à l’un des angles F CA ou FC B la ligne 
F G égale k DE , AG & G B feront les deux fegmens cherchés. Car FC 



^ la par l’hypothéfe , c’eft-à-dire FC‘ = — , & FG' o\x D E‘ = donc 

2 4 2 ' 

CG’- — = 

24’ 24’ 

Démonjhation fyntbétique de cette conJlruBion. 

• Par la neuvième propofition du fécond Livre desElémens,.<^G’-f3G’ 
S2WC’ -4- 2CG’=£EC’H-2CG’=2EG’=2DE’=4CD’, c’eft-à-dire, 
BU quarré donné. C. F. D. 

On 
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• On peut inférer de la conlh^élion précédente , que le quané donné 
doit être plus grand que la moitié du quarré de la ligne donnée qu’il s’a* 
gilToit de divifer, & plus petit que le quarré entier de cette ligne. Car 
premièrement, comme la ligne FG eft donnée pour hypothénufe à l’an- 
gle droit FC A ou FCB, cette ligne F G doit être plus grande que fC, 
c’eft-à-dire, la ligne DE doit être plus grande que AC ,& DE' furpaf- 

fer en grandeur ; mais Z)£*=2Ci)‘, & ./ilC' = lî£.*jdonclaquan- 
tité 2CD' doit être plus grande que — — , & 4CZ)», ou le quarré don- 
né, furpafler aulTi en grandeur — - — . C. O. F. D. 

Outre cela, comme le problème exige que AG & BG foient fegmens 
de AB, il eft manifefte que G doit fe trouver entre A & B; donc (fi 
l’on mène FA) la ligne FG doit être plus petite que /■/!; donc Z) £ doit 
être plus petite que £.//; mais les triangles CDE & CaF font ferobla- 
bles , à caufe que la ligne C D eft é^le àC E,&CAkCF‘, donc fi la ligne 
D £ eft plus petite que AF, CD doit être plus petite qaa CA, &2CD, 
côté du quarré donné , ne point égaler en grandeur ABi donc le quat- 
re donné doit être plus petit quele quarré de A B. C. Q. F. D. 

Problème 14. 

322. Divifer une ligne donnée en extrême £5* moyenne raifon. 

N. B. On dit qu'une ligne ejl divifée en extrême £ÿ moyenne rai/on , quand 
la ligne £3* fes deux fegmens font en proportion centime; cejl-à-dire , 
quand toute la ligne eft à fin plus grand figment comme le plus grand 
fegment eft au plus petit. 

Solution. 

Que a foit la ligne donnée qu’il s’agit de divifer , & que x foit le plus 
grand fegment & a—* le plus petit; cela étant, par la définition précé- 
dente, a fera à x comme x eft à a — s; & nous aurons xx = aa—ax, 
& xx-i^ ax—aa,& xx-i-ax-i-.— — = 

Six= — ^ ^ mais j eft une racine négative, & 

tous les fegmens négatifs font exclus par la nature du problème; donc 
X = H- ^ ; ce qui nous fournit la conftruftion fuivante. (Fig. ip.j 

Que AB foit la ligne qu’il eft queftion de divifer: menez perpendicu- 
lairement à cette ligne la ligne .iC égale à la moitié AB, & joignez 
BC; puis tirez depuis A vers B la ligne AD égale à l’excès de PC 

Tome H. Y par- 
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par-ddRis ^C, & la ligne AB feia divifée on extrême & moyenne 
raifon au point D. 

Car puisque & ^C=^, nous aurons BC^ , don^ 

BC-AC, ou AD=/^^~~, ou*. 

DémMjlratkn fynthctiijiie (fEucIide Je la conjîrudim précédente , dans 
la propolitioii onzième du fécond Livre des Elément. 

Prolongez la ligne AC àa deux côtés, favoir, de C jusqu’à £ & de 
A jusqu’à E, de- forte que la ligne A R foit égale à AB, & AFk AD', 
achevez les qiiarrés AFG D & AEHB, & que GD prolongée rencon- 
tre £ // en /. Cela étant fait , puisque EA dk divifée en deux parties 
égales en C, & que la ligne AF y zélé ajoûtée, nous aurons lereébngle 
EFxFA conjointement avec le quarréde ^C,égalauquarrédeC£parla 
propofjtion du fécond Livre des Elémens: or le reftangle EF^FA 
n’eft autre chofe que le parallélogramme £ G; donc le parallélogramme 
£G, conjointement avec le quarré de AC, fera égal au quarré de CF: 
mais comme la ligne AF eü égale à A D,ü nous ajoûtons à toutes deux 
AC, nous aurons la ligne CF égale à AD-+ AC=BC, à caufe que 
AD= BC—AC', donc le parallélogramme £ G, conjointement avec le 
quarré de AC, e^ égal au quarré de £ C; mais le quarré de £C efl égal 
au quarré de AB &■ au quarré de ^C ajoûtés enfemble ,parla47<!ine, pro- 
pofition du premier Livre des Elémens; c’eft-à-dire , au quarré de AH, 
conjointement avec le quarré de A C;donc le parallélogramme £ C avec 
le quarré de C eft égal au quarré Aid avec le quarré de AC-, retran- 
chez de part & d’autre le quarré de^^ C, & vous aurez le parallélogramme 
£ C égal au quarré de AII‘, retranchez de part &d'autre le parallélogram- 
me commun D£, & il reliera le quarré AG égal au parallélogramme /£ ; 
donc par la lytoc. propofition du fixiéme Livre des Elémens , BHo\x 
AB fera à AD comme AFoe AD ell à 5 Z). C. Q. F. D. 

Les deux fegmens d’une ligne divifée en extrême & moyenne raifon 
font incommenfurables à la ligne entière & l’une à l’autre, comme nous 
Pavons prouvé dans l’art. 203, exemple 2: d’où il fuit qu’aucun nombre 
ne fauroit être divifé en extrême & moyenne raifon , à caufe que tous 
les nombres, foit entiers, foit qu’on les exprime par des fraêlions,font 
commenfùrables. 

PROBLEME 15. 

323. Trouver trois lignes en proportion continue, dont la fomme 0 * la 
fonme de leurs quarrés font données. 

r S O L u- 



Diglîi'“1 by Coogk 



ELEMENS D’ ALGEBRE. 17X 
Solution. 

Que a foit la fomrae des lignes, & J une autre ligne de telle longueur, que 
le reftangle ai puilTeêtre égalà lafomraedesquarrésdonnéstcelaétantil 
faut trouver la ligne i en appliquant la fomme des quarrés donnés à la ligne 
donnée a , fuivant la 45éme. propofition du premier Livre des Elémens. Cet- 
W application d une iurface donnée à une ligne donnée eft une fâjon de 
parler ufitée en Géométrie, «& ne fignifie autre chofe que trouver la hau- 
teur perpendiculaire d’un parallélogramme - reftangle , lequel ayant la 
ligne donnée pour bafe, a une aire égale h la furface donnée: cette opé- 
xation répond en Arithmétique à la diviilon du nombre rcpréfentant la 
furface par le nombre qui repréfente la ligne; & conféquemment les ter- 
mes app/i^urr i , interprétés arithmétiquement, figniGent la même choie 
^e divifer par. Mais revenons à notre fujet. 

. Ce problème a été réfolu dans l’art. 163 , où le terme moyen étok 
■ J '■ » & la fomme des extrêmes — Qu’il me foit permis cependant 

d’ajoAter encore ici la folntion fui vante. 

Puisque les trois lignes cherchées font en proportion continue, nom- 
mons les X , y , , & nous aurons les équations fuivantes : 

Eq. liK. xx~+xy~+ yy=ax, 

2de. 

Divifezla fécondé équation par la première, c’eft -à-dire, divifez 
y»-+yv par le quotient fera x'-xy-l- y* ; divifez auŒ 

flix‘ par flx, & le quotient fera bx, & nous aurons préfcntemeni 
Eq. 3iinic. XX — xy H-yy=ix. 

Retranchez la troifiéme équation de la première , & vous aurez 
Eq. 4^nie. 2xy—ax — bx, & pour 

Eq. 5#me. y=ÎZl‘. 

2 

On aura ainC la ligne moyenne y ; & puisque le quarre de cette ligne cil 
égal au reftangle des extrêmes, il s’enfuit que ce reétangle fera égal à yy, 

ou, ce qui revient au même, au quarré de -2^ : mais la fomme des 
extrêmes eft aufli connue; car puisque la fûmme des trois lignes eft a, 
f| de cette fomme on retranche la ligne moyenne y ou il relie- 

ra — pour la fomme des extrêmes. Donc ce problème fe trouve 

être le même que le douzième, voyez art. 320; car il coclifte préfente- 
• Y a ment 
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ment à divifcr une ligne donnée, comme en deux parties telles 

que le rethngle de ces parties foit égal au quarré de • donc la cou- 

Aru6lion de ce problème fera la même, mutatis mutandu, que celle de la 
douzième. Voici comment il faudra s’y prendre: 20 ) 

Menez la ligne ABC, de-forte que la partie AB foit égale à , & 

l’autre partie fiCà-*- , & conféquemment la toute AC k Hztt & 

% 2 V 

vous aurez la ligne AC égale à la fomme des extrêmes. Partagez AC 
en deux parties égales au point D, & menez la perpendiculaire DE=y 

ou ou AB-BC; & DE' fera égal au reftangle des extrêmes. 

Donnez à l’un des angles ED A oa EDC pour l’hypothénufe la ligne 
EF égale i AD, & les lignes AF & FC feront les extrêmes cherchées. 

Maispareeque le reêlangle ABC eù. égal à Ÿux-^i,ouà.^a^, c’eft- 

à-dire, à une quatrième partie de la fomme des quarrés donnés, cette 
conAruêlion fera plus facile à concevoir ainfi: 

Menez la Vigne AB C, de façon que AB foit la moitié de la fomme 
des lignes cherchées , & que le reêlangle ABC foit une quatrième par- 
tie de la fomme de leurs quarrés : partagez AC m deux parties é^es 
au point D, & menez DE perpendiculaire k AC & égale h AB-BC: 
après quoi fi à l’un ou l’autre des angles ED A ou EDC on donne pour 
hypothénufe la ligne EF— AD, les lignes AF, DE& FC feront les 
trois lignes cherchées. C. Q. F. T. 

Démmftratim jjtuhétiipu de la cmjhuBion picédmt. 

Nous avons ici trois chofes à démontrer: i*T que les Kgnes AF, DE 
& FC font en proportion continue; 2°. que leur fomme eft égale 4 
iAB‘, & enfin que la fomme de leurs quarrés eft égale à 4/éRC, c’eft- 
h-dire, à quatre fois le reftangle AB B C. 

Premièrement donc, de D comme centre, & i l'intervalle DA oa DC 
menez le demi-cercle G C, coupant en G la ligne F G perpendiculaire 
à AC,& joignez AG, CG, DG. Par la fameufe 47<“». propofition du 
premier Livre d'Euclide DE*-+DF'—EF', & DF* -t-FG* = DG* ^ 
mais £F* = DG* , à caufe que DG & DA EF} font rayons d’un 
même cercle; donc DE* DF* = D/ï' H- FG* ; retranchez DF* des 
deux côtés, & vous aurez DE'— F G* , & DE=FG, De-plus le trian- 

3 > gli 
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gle AGC e(l reûangle , comme étant infcrit dans un demi-cercle ; ainfi 
les triangles FG A & F G C font femblables par la 8^”®. propofition du 
fjxiéme Livre des Eléraens ; donc AF eü à F G dans un tiiangle , 
comme F G eft à FC dans l’autre; c’e(l-à-dire, AF, FG & FC font en 
'proportion continue : mais la ligne Z) £ a été prouvée égale à F G ; par- 
unt les trois lignes AF,DE&FC font en proportion continue. C. Q. F. D. 

2*. AF-t-l'C=AB—\-BC, & D£=^£ — BC par la conllruélion. 
A des quantités égales ajoûtez-en d'autres égales, & vous aurez AF 
-+DE-k-FC=2AB. C Q. F. D. 

3*. Depuis le point B vers fur la ligne B A ' retranchez B H égale à 
BC, & vous aurez D£, qui ell égale à B— B C, égale à ^ B — B//, 
c’eft-àdire, zAH. Outre cela, puifque AF-\-FC=.AH-yHC, le 
quarré de la première fomme fera égal au quarré de la dernière; c’eft-à- 
dire, H- 2^ £C-f-£C* fera=y^//*-^- 2./Z//C— f-/f C*:mais il a été 
prouvé que D E étoit une moyenne proportionelle entre AF Sa FC-, d’où 
il fuit que D£* fera égal au reftangle AFC, & ^DE^ — ^AFC; fubfti- 
tuez donc 2Û£‘ à la place de 2AFC, & vous aurez AF*-+2DE* 
FO -=A IP -^2AHC—\-HC*-.maii la ligne DE a déjà été prouvée 
égale à //, & par conféquent D E' = AW ; retranchez donc de quantités 
égales , c’eft à*dire , D £* d’un côté ,âi A IP de l’autre , & il vous reftera 
AF-^DE'-i-FC'^: 2AHC-\- HO = 2AH-\-HCx HC ■=2AH-\r2HB 
HC=2AB* HC=2AB %2BC=^ABC-, c’eftà-dire, AP'-^-DE' 
FC' eft égal à quatre fois le rcélangle A B C. C. F. D. 

PROBLEME 16. - 

324. Trouver quatre lignes en proportion continue, dont tant la Jômme des 
extrêmes que la fomme des moyenrus font données. 

Ce problème a été propofé & réfolu algébraîquement dans l'art. 164.; 
en dèfignant par a la fomme des extrêmes , & par i celte des termes 
moyens. Nous avons vu dans cet article, que le plus grand des deux 

termes moyens étoit égal k —x 1 -b , & feplus petit égal i -t 

• 

„ I — Y 'Tr L , Il ne refte donc autre chofe à faire ici, que de fournir 
Vti—¥îi > _ ■ 

une démonftration géométrique de ce problème. Mais pour rendre fo- 
pération plus facile , tâchons d’exprimer plus llmplement la quantité 

* : multiplions pour cet effet tant le numérateur que le dénomina- 
V<f-+3i . : < - •. 

y 3 tout 
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itear de cette fraction par ya—b, & te natnérateur deviendra à— b, & 
‘ le dénominateur 3* X /a— Trouvez par la propofi- 

tion du fixicme Livre des Elémens une moyenne proportionelle entre 
^ a-;f 3i & a-L J,‘ & nommez la »i; & vous aurez m’=a — xa — b, 

• & m = |/aH- 3ix^a— i; aihli lafraÉUon précédente * ■ fe trouve 

Ÿ<*-+ib 

changée en^T^-; donc le plus grand des deux termes moyens fera égal 

W I 

■à — x i & le plus petit égal à — x i — de ces deux 

'expreflibns découle' naturellement la conf^éüôn fuiyante. {Èig. 21.)" 
^ Taites la ligne B D égale à la fomene donnée des deux termes moyens": 
partagez cette ligne également en H, & puis de H vers ü , ou de 1 { 
jyérs D retranchez HÇ, dont à l’aide de la izéme. propofition du ûxié- 
roc^ivre des Elémens, vous déterminerez tûnfi la grandeur, Comme une 
moyenne proportionelle entre a -+3i & a— b eû à a^b faites aihG 11 B 
i àCf & les deux fêgmens BC & CD feront les deux termes moyens 
cherchés. Il eûaifé de déduire de-là les extrêmes: que la ligne BD 
foit continuée des deux côtés , faroir , depuis B vers /l, & depuis D 
Vers^; cela étant, par la propofttion ii<inie. du fixiéme Livre des 
tléméns, faites comme BÇ i CÀainG CD ï DE-, faites auflj comme 
DCaCBainfi C.B à S /!,& ..^B&DEferont les extrêmes cherchés. Si 
bien que les quatre lignes cherchées feront AB,BC,CD, DE. C. Q. F. Tl 
Mais il faut obfervcr ici , que b fomme des termes moyens , doit 
toujours étm moindre que a, fomme des extrêmes; car autrement a — b 
feroit zéro' où une quantité négative ; & dans l'un & l'autre cas il feroit 
impoflible de trouver une moyenne proportionelle, entre u-ç 3^ &a — il 
La chofe cfl manifefle d’ailleurs par la propofition du cinquième 
Livre d’£«cÆ</f, comme aufli par fart. 291. 

Ce problème a été fufEfamment . démontré dans l’art. i(Î4,’ainfi jè 
rte crois difpcnfé d’ep /lonner'ici une nouvelle démonflration. 

* f ' 

L E M M E. 

i; : ...i ■ J . ■ ' 1 é . L •."ina ^ ' .* i . • . 

325. Dans toute figure reRilipte, tous les angles pris enfemble font égaux 
à deux fois autant de droits,^ excepté quatre , que la figure a de eStés. Ainfi 
dahs'tm hbta^flc , où le nombre des côtés eft 6, 'deux fois ce nombre 
e/i dont retranchant 4,; il refiera 8; par, Gonféquent tous. les alîgles 
d’un hexagone quelconque pris enfemble font égaux à huit droits. De-mê* 
- me 
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ne tons les angles d’un quadrilatère /bnt pris ecfeinble' égaux à quatre 
droits, &c. . 

Cell-là le premier des deux théorèmes qu’on annexe ordinairement à 
la 32<®e. propofition du premier Livre des Elémens. Voyez Barrtv, 
Commanàin, CAruiur & autres. i, ^ i 

t 

* . . ■ J J • . “ : . r - * 

PROBLEME 17. (rïg. 22 .} 

. 1 f . . . «i, . , . » 

32(î. inferire dans un quarté donné un quarré pbis petit dont f ahe f<nt donnéei 
(^e le quarré donné foit CD, fur les côtés duquel, en commen- 
çant par il faut retrancher les lignes jdE, BF, CG, DH, toutes 
égales, & tracer enfuite la figure EEC/f. Orpuifqne dans tout quadri- 
latère, tous les angles pris enfemble font égaux i quatre droits, comme 
il a été dit dans le lemme précédent , & qu’on ne fauroit imaginer au- 
cune raifon pourquoi dans la figure EFG H an des angles feroit plus grand 
ou plus petit qu’un autre, il s’enfuit que tous les angles doivent être droits, 
& tous les côtés égaux , & par conféquent que la figure E FG H aü. an 
quarré inferit dans le grand quarré ABCD. Tout ce que le problème 
exige donc , eft d’afligner le point E fur le côté AB , & par cela même 
tous les autres , afin que le quarré EEG/fpuilTe avoir une aire donnée. 

Solution. 

Puifque l’aire du quarré EFGH é\. donnée , le côté E F fera donné , 
c’eft-à.dire, l’hypothénufc du triangle-reélangleEZJ F fera donnée, «i nous 
aurons B F‘ -+ B E' = E F‘ ,oa A E' -i- E B‘ =: E P •, donc nous avons ré- 
duit ce problème à pouvoir être réfolu précifément comme le 1 dans 
l’art. 321 , qui étoit, de divifer une ligne donnée AB en deux parties AE 
& £ B, qui foient telles que la fomme de leurs quarrés fe trouve égale i 
un quarré donné £ G. 

N. B. Il paroît par la limitation donnée dans le problème i3éme. que 
le quarré £ G ne doit pas être plus petit que la moitié du quarré A C. 

PROBLEME 18. 

327. On demande, la différence entre T hypothénufeti chaque côté iun trian 
gk-reBang!e étant donnée Jéparément, de trouver le triangle même. 

Solution. 

Que les deux différences données Ibient a & h, & mettez x pour fhy- 
pothénufe ; cela étant les côtés feront x—a,&x—b, & leurs quarrés 
Kx— 2UXH- au &.xx—aèx-|-èÿ,&lalôinffie de leurs quarrés 2xx-r2ax 
‘ —2bx 
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— 2ix—t-aa-+ii=zxx: faites «-+ A=f , & vous aurez aa -i-zaA—t- bb 
= cc,& aa-i-bb=cc~2ab. Subdicucz donc cc — iab au lieu de aa—^bb 
dans une équation précédente, comme aufli— 2f* au lieude — 2j*— zte, 
& ceue équation fera alors ixx—2cx-t-cc — tab:^xx , laquelle étant ré- 
folue donne x=c^y 2ab,oaa-^-b-^y zab : une de ces racines , favoir 
a-ytab-i- b doit être rejettée, par une raifon qui fera indiquée dans la 
fuite i l’autre racine , favoir a y 2a b b eft celle qu’il nous faut: car 
yzab eft une moyenne proportionelle entre a & ai ou entre b & 2a ,& 
nous donne la conftruêUon fuivante. {Fîg. 23.) 

, Menez la ligne / 4 F ; dont il faut retrancher, premièrement la ligne / 4 B 
égale à une des différences données , fecondement B C égale à une moyen- 
ne proportionelle entre cette différence & le double de l’autre, & en trol* 
fiéme lieu CD égale à l’autre différence. Cela étant par la 22^“e. propo- 
Ccion du premier Livre des Elémens placez fur la bafe JD \e triangle 
JED, £ûrant JE=JCy & ÛE=DB, & lé triangle AED fera le 
triangle requis. 

Dimonjiratian Synthétique. 

I*. Les lignes JD, JC& DB peuvent former un triangle , puifque 
deux d’elles font plus grandes que la troifiéme. 

2*. Le triangle J ED eû reâangle , ce que je prouve ainfi : par la qua- 
trième propofition du fécond Livre des Elémens , JD' = /^C* — t- zJCD 
-\-CD' = JC'-^ 2 jB*CD-\- 2 BCxCD-JrCD' = JC'->rBÇ'-^ 2 BCD 
H-C D'-JO-JrBD' — JE' — 1- ED'. Donc le triangle JED eft reôangle. 

3*. Le triangle-reftangle JF.D eft tel que le problème le demande; 
car la différence entre JE & JD ou entre JC & JDe.^ CD,quiétoit 
une des différences données ; & la différence entre DEÔcDJ ou DB 
& DJ eft jB, qui étoit l’autre différence. C. Q. F. D. 

S c H 0 L I e. 

Dans la folution précédente nous avons rejetté une des valeurs de l’hy- 
pothénufe, favoir, a—y 2 ab—\-b, & en voici la raifon: fi l’hypothénufe 
étoit fuppofée égale à a — y^ab-^-b, ilferoit impoflible que les deux cô- 
tés fe trouvaffent affirmatifs: car un des côtés feroit a — Kzaê, & l’autre 
b~y2ab. Suppofbns prélcntement le côté a — y2ab afiirmatif; en ce cas 
a doit être plus grand que y 2a é, & aa plus grand que zab,& a plus 
grand que 2b. Pareillement , fi nous fuppofons l’autre côté b—y2ab af- 
firmatif, b doit être plus grand que 2a; mais il eft impoffible que a fbit 
plus grand que 2b, & qu’en même teros la quantité b fait |dus grande que 2a ; 

donc 
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doac fi Ton -fait l'hypothénufe du triangle égale ào“i/2ai-+6i il fera 
impoflible que les deux côtés fuient affirmatifs. C. l\ D. 

Si l’on oÿeôle que des côtés négatifs d’un triangle-reftangle peuvent 
être rendus aiSrmatifs fans détruire la nature d’un pareil triangle, nous 
en convenons; mais fl notre triangle éprouvoit un pareil changement, 
il ne feroit point tel que le problème l’exige. , 

L E U H E. 

328. Si quatre lignes A , B , C , D font froponionelks , (^quatre autret 
É, F, G, H proportionelles aujji , de-forte que A fait à B comme C i D , 
pareillement E i F comme C à H-, je dis, que le rcSangle A E fera au reclaih 
gle B F comme le reltangk CG ejl au reBangk DH. 

Par la 23^“>e. propofition du Cxiéme Livre des Elémens,Ie reftangle AE eft 
au reèlangle B F en raifon compofée de la raifon deAkB, & de la raifon 
de £à F. De‘-plüs le reélangle CG eft au reèlangle DH en raifon comî 
pofée de la raifbn de Cà D, & de là raifon de G à H; mais la raifon de 
Ck D eft égale à la raifon de /I k B par l’hypothéfe , & la raifon deGkH 
eft égale à la raifon de Ek F. Puis donc que les raifons compofantes font 
égales, les raifons compofées doivent l’être aufli ; c’ eft- à-dire, la raifon 
du reélangle AE aa reélangle B F doit être égale à la raifon du reélan- 
gle CG au reélangle DH. , 

Ou bien ainfi : puifque A eü k B comme Ck D , AE fera k BE com- • 

meCGàDG; & de-plus , puifque £ eft à F comme G k H, B E fera à 
B F comme DG k DH: donc les trois reélangles AE, BE, BF Çont pro- 
portionels aux trois reélangles CG, DG, DH-, c’eft-à-dire, AEeîdkBE 
comme CG k DG, ScBEeiikB F comme DG k DH-, donc par la 22én». 
propofition du cinquième Livre des Elémens , ou par l’art. 287 , ÂE eft k 
BF comme CG k DH. C. Q. F. D. . , 1 > 

P R O B r, E K E 19. 

yig. Lhypotbénufe G* taire iun triangle-reRangle étant données , on de- 
mande le triangle même. ' ' i 

Solution. i 

Nommez l’hypothénufc donnée a, & par la45é“e. propofition du pre- 
mier Livre dés Elémens trouvez une autre ligne b de telle grandeur, que 
le reélangle a b Ibit égal à deux fois faire donnée; en ce cas le reélan- 
gle a b fera aufli égal au reélangle des deux côtés du triangle cherché; 

& par cela même, fi Ton défigne fun des côtés par x, — fera f autre cô- 

Teme 11 . Z té, 



i. 
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té, & la fomme de leurs quarrés fera ï‘ ; donc h* 

iza'x'i & *♦ = a'x* — a*Zi*, & x+ — a’x’ = — o*i*, & — a'x* 

H- a’ i* Que c foit moyenne proportionelle entre i— l- i & î. 

“i, c’eft-à-dire,' que ~—b' = cf, & nous aurons ^ — a'b‘ = a'c‘, & 

l’équation fera à-préfent x+— a'x’ — h— =a‘ c’ ; donc en tirant la racine 

4 * 

quarrée de l’un & l’autre membre , x’ — î=H-ac,&x*= ^ ac 

zi a X f ;donc x efl une moyenne proportionelle entre a & -+c; 

c’eft-à-dire , le plus grand jôté du triangle cherché fera une moyenne 
proportionelle entre a & & le plus petit côté une moyenne pro- 

portiopelle entre a & A— c ; ce qui donne la conlfaruélion fuivânte.(iùg. 24.) 

Menez la ligne ^ B égale à l’hypothénufe donnée , & partagez-la en deux 
parties égales au point C : puis par la 45*n«. propofition du premier Livre des 
Elémens , trouvez une ligne CD telle que le reélangle AB^CD foit égal 
au double de l’aire donnée, & retranchez cette ligne CD depuis C vers 
A y ou depuis C vers B: trouvez C E moyenne proportionelle entre AD 
& DB par la i3^nie. propofition du fixiémeLi vre des Elémens , & retranchez 
de-même cette ligne depuis C vers A ou B. Cela étant fait, par la 22<me. 
propofition du premier Livre des Elémens décrivez le triangle AFB, 
de - forte que A F foit moyenne proportionelle entre AB & AE, &BF 
moyenne proportionelle entre AB &BE, & le triangle AFB Çerz tel 
que le problème l’exige. 

' Cette conftruéüon eft; fuffifamment indiquée par l’analyle précédente: 
ez.1 iâ A B=a, AC=ja, CD=b, AD^\a-^b, B D = \a'^b; donc 
CE, qui eft une moyenne proportionelle entre AD & DB, eft égale à 
c; partant AE=iazt<^> ^ £B=îa^c: donc qui eft une moyen- 
né proportionelle entre AB & AE, fera une moyenne propordonelle 
entre a & ',a^c; & par la même raifon B F fera une moyenne propor- 
tionclle entre a & ^ c. Ainfi l’analyfe précédente nous mène direéle- 

ment à cette conftruftion : mais il paroîtra par la démonftration annexée , 
que F, foramet du triangle AFB , ne peut mieux fe trouver qu’en décri- 
vant un demi-cercle fur le diamètre B , qui rencontrera la ligne E F per- 
pendiculaire k A B en F ïe point requis. 
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' DémmJlTation Synthétique.'" ' ' ' 

' - J - î 

I*. Le triangle^ffi eft reftangle en E, puisque l’angle ÀFB eft dan; 
im demi'Cercle. 

2", Donc les triangles J EF & ytFBSont femblables, & par cela 
même AE fera k AF dans un triangle, comme jfFdlk dans l’au" 
tre ; c’eft-à-dire , AF fera une moyenne prpportionelle entre jîE&^Bi 
3*. Pareillement, de ce que les deux triangles BEF& BFA fontfem' 
blables , nous inférons que BE e&k BF comme B F ell;_ k B A. > 

4*. Puis donc que nous avons deux fuites de proportionelles, lavoir, 
AEkAF.cornmeAFk A B , & B E k BEcotttmç BPk B A, il fuit du 
dernier article, quel; redlan^e A EB fera, au reûangle comme Iç 
reélangle PB eft au quarré de ^ B : mais par la 5*ne, propofition dufe^nd 
Livre des Elémens, le reélangle AEB, conjointement avec le quarré 
de C£, eft égal au quarré de /IC, & le reélangle AD B, conjointement 
avec le qnané de CD, eft aufli égal à ce même quarré ée AC-, donç 
AEB-i-CE^=ADB-+ CD‘: retranchez CE" d’un côté, & le reélaa- 
gle AD B de l’autre, (car CE étant moyenne proportionelle entre AD 
& DB, CE" fera é^ k AD^DB,) & vous aurez le reélangle 
égal au quarré de CD: fubftituez donc le quarré de CD à la place du rec. 
tangle AEB dans la dernière proportion , & vous aurez CD" k A Fx F B 
comme AFxFB eft à AB". Soit la grandeur m une moyenne propor;- 
üonelle entre AF&.FB, c’eft-à-dire, que le quarré tn" foit égal au rec- 
tangle deAFxFB,& l’on aura CD" kmm comme mmeOtAB"-, donc par la 
dernière -partie de la 22<nie. propofition du fixiémeLivrc des Elémens, C() 
fera à m comme m eft à ABipartantmm = ABxCD:maisABxCDeii 
deux fois l’aire donnée du triangle cherché ; donc A Fx F B vaut aufli deux 
fois l’aire du triangle cherché; donc le triangle cjierché eft PB- C. Q. F. D. 

, S c n o L i E. *- ' , 

Dans la folution de la plupart des problèmes géométriques, où une 
ligne comme a eft donnée, il faut rapporter, autant qu’il eft poflible, 
toutes les autres expreflions à. cette ligne, plutôt que d’introduire de nou- 
velles expreflioiis & de nouvelles'lignes dans la folution ; furtoüt fi la li- 
gne, dont il s’agit , mérite particuliérement d’être confidéréedans le pro- 
blème, ou quand les dimehflons font' fort élevées. Ainfi dans le problè- 
me précédent, l’hypothénufe frétant donnée, on a mieux aimé exprimer 
l’aire double du triangle par le reélangle ajf que par un autre reDangle 
quelconque, comme éc, ou mêmé par un quarré, comme ii} la con- 
ftruélion dérivée dé cette analyfe étant par-là rendue plus funple qu’eBe 

Zi ne 
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ne le feroit autrement^ .comme il paroîcra aifémenc (1 l’on prend la pei- 
ne de comparer cecte ànalyfe avec telle autre qu’on voudra du même 
problème. 

Je ne dois pas négliger non plus cette occadon d’informer leLeâeur, 
qiie quoique les conlbuéfions géométriques déduites d’opô-ations analy- 
tiques foicnt (la plupart du tems) plus (Üres quant au fuccés que d’au- 
ttes, dies ne font cependant pas toujours les plus iimples ; car il arrive 
quelquefois que les conftruftions d’un problème fe trouvent être indépen- 
dantes l’une de l’autre au point d’admettre desconlb-uêlionsdiflinâes ,& 
que les beux géométriques, au moyen desquels ces conibruélions doivent 
fe faire,' nailTent des conditions du problème fans aucun calcul algébraï- 
■que. Toutes les fois que cela arrive, il fera facile, à l’aide des interfec* 
lions de ces lieux, de former une conilruêlion du tout , & des conltruc* 
lions formées ainfi feront toujours les plus fimples de toutes. Pourlemieux 
faire fentir, nous ramènerons encore une fois le problème, qui vient 
d’être réfolu. 11 s’agit donc, l’hypothénnfe & l’aire d’un triangle-reftan- 
gle étant données , de trouver le triangle. (Fig. 25.) 

Que À B foit rhypothénulè,fur laquelle, comme fur une bafe,fohdé- 
crit le parallélogramme reflangle AB CD égal au double de l’aire du trian- 
gle cherché: cela étant, il ell clair par la 4i*ne. propofition du premier 
Livre d'Euclide, que chaque triangle ayant AB pour fa baie, & étant 
entre les mêmes parallèles AB ik CD, fera égal , rélativement à l’aire, 
au triangle cherché; & voilà pourquoi la ligne CD s’appelle le lieu de 
tous les angles verticaux des triangles en queftion, qui ont B pour 
leur bafe commune, & la même aire que le triangle cherché; donc le 
fommet du triangle cherché doit fe trouver quelque part dans la ligne 
CD; & c’eft-là tout ce qui a rapport à cette condition. L’autre condition 
eft, que le triangle cherché doit être reêlangle: donc comme tous les 
angles dans le demi-cercle, font droits, il fiiit, que fi fur le diamètre .«f B 
on décrit un demi-cercle A EF B du même côté que le parallélogramme 
.AC, & qui coupe la ligne CD aux points E & F, l’arc AEFB fera le 
•lieu de tous les angles droits poflibles qui pourront avoir pour bafe le 
-diamètre AB-, c’eft-à-dire,le fcJmmet de chaque triangle-reâangle de ce 
-côté-là,: ayant y^B pour fon hjpo^énufe, fcr^.daas J’arc-.rf£BB; donc 
-le fommet du triangle cherché doit fe trouver quelque part dans cet arc; 
mais il ne fauroit être à la fois dans l’arc //£ F B , & dans la ligne droite 
DE FC, h moins qu’il ne foit en E ou en F un des points d’interfeftion ; 
par conféquent AEB oa A £^2 fera le triangle cherché, ces deux trian- 
glês différant, l’up de l'autre uoiquemenc en,iituqti9n. . 
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Si la ligne JD ovi B C, largeur du parallélogramme donné , eft égale , 
^\AB, c’eft- à-dire, au. rayon, les points £ & £ coïncideront , & la 
ligne C D étant devenue tangente au point du milieu de l’arc le problème 
fera fimplement poilible: mais C la largeur du parallélogramme étoit plus 
grande que , la ligne CD & l’arc ne le rencontreroient jamais , & 
le problème deviendroit impolliblc , par cela même que fa conllruèlion 
feroit telle. 

Il n’y a. pas moyen de donner un exemple plus propre à éclaircir ces 
lieux géométriques que nous venons de décrire: pour ce qui eft des 
autres, il en fera parlé dans la fuite. 

L E K M E. 

330. Si quatre quantités A, B, C (S D font propartioneUes , de-forte qua 
A fait à B comtne C ejl à D-, je dis que A-t-B ejl A comme C-»-D 
tjl à C. 

Car en premier lieu nous avons trois quantités A-^ B, B & A\ en- 
fuite nous avons trois autres quantités C-f D, D & C: cela étant , il eftf 
manifefte que A-\- B B dans le premier rang, comme C-+D eft 
à D dans le fécond, par la igé”*. propofition du cinquième Livre des Elé- 
mens, ou par l’art. 283 : il eft clair aufll que B eft à dans le premier 
rang comme D à C dans le fécond par rhypothéfe(/OTmrndb); donc par 
la 22é®e. propofition du cinquième Livre des Elémens , ou par l’art. 287 
A-^ B eft à comme C— l-D eft à C. C. Q. F. D. * 

On pourra démontrer de-mime que A— B ejl à A comme C—D ejl à C. 

L E M K E. (Fig. 2(5, 27.) 

331. Bi A B C ejl un triangle ayant pour bafe AB, if dont T angle verti- 
cal Cfoit égal à quelque angle aigu donné DB¥,m à fin complément à deux 
droits; (f que de quelque point comme D dans la ligne ED on mène DF per- 
pendiculaire à EF; je dis, comme DE ejl'à EF, ainfi 2ACB, qui ejl le 
double reilangle des cùtés^ du triangle propofé , ^ AC' -f B C»— AB» ou 
i A B' - A C' -- B C* , diffhence entre . le quarré de la bafi if la fmmè des 
quarrés des côtés: le premier cas a lieu quand V angle vertical A CB ejl égal 
à t angle aigu DEF, £5* le dernier arrive quand l’angle vertical ACB ejl 
égal au complément de T angle DEF i deux droits, 

J’ajoûte que la propofition inverfe ejl vraie aujft, (f que fi DEF ejl un 
angle aigu quelconque, DF étant perpendiculaire à EF, (f que DE fait 
èEF comme 2ACB à AC»-f BC*-AB», tw i AB'-AC'-BC»* 

- ‘ • Z 3 ^ rar^ 
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T angle vertical A CB fera égal à T angle DEF dans U premier cas, ou à fan 
complément à deux droits dans le fécond. 

Car ayant mené AG perpendiculaire au côté BC prolongé s’il le faut, 
le triangle A CG fera femblable au triangle DEF, les angles aux points 
F & G étant droits, & les angles DEF& ACG égaux par l’hypothé- 
fe; donc DE eft à £E comme ACk CG-, multipliez les deux dernier* 
termes par 2B C, & vous aurez DE k E F comme 2A CB à zB CG; mai* 
la quantité iBCG eft égale à AC^~^BC^ — AB* , fi l'angle AC B 
cil aigu , ou à AB^—AO — BC’^ , fi l’angle ACB efl obtus , par la 
jaunie. & la 13^. propofition du fécond Livre desElémens; donc dans 
les deux cas nous aurons DE k EF comme le double reflangle des cô- 
tés /tfC & CB efl à la différence entre le quarré de la bafe & la fomme 
des quarrés des côtés. 

11 nous relie préfentement à démontrer l’inverfe de cette propofition, 
favoir , que fi D £ e(l à £ E comme le double reélangle des côtés AC& 
CB ell à la différence entre le quarré de la bafe & la fomme des quarrés 
"des côtés ; l’angle vertical ACB fera alors égal à l’angle D £ £, ou k foh 
complément à deux droits , fui vant que cet angle vertical fe trouvera être 
aigu ou obtus. 

Puis donc que par la fuppofition D£ efl à ££ comme le double reflan- 
gle des côtés y^C & CB eft îi la différence entre le quarré de la bafe & 
la fomme des quarrés des côtés ; & puisque cette dernière différence doit 
toujours être égale à deux fois le reftangle B CG, que l’angle ACB foit 
aigu ou obtus , il s’enfuit que dans les deux as, DE fera k EF comme 
2ACB k zB CG, c’eft-à-dire, comme ACk CG; mai* fi AC efl à CG 
comme D Ek EF, puisque les angles en £ & en G font droits , & par- 
tant égaux, le triangle ACG fera femblable au triangle DEF par la 
7<me. propofition du fixiéme Livre des Elémens, & ainfi l’angle y/ CG 
eft égal à l’angle DEF; mais l’angle ACG eft l’angle vertical ACB, 
pourvu que cet angle vertical foit aigu , fan* quoi il eft le complément 
à deux droits; donc l’angle vertical ACB doit, s’il eft aigu, être égal 
à l’angle DEF, & s’il eft obtus , être égal au complément de cet angle 
D££àdeux droits. C. Q. F. D. 

PROBLEME 20. 

332. Trouver un triangle, dont la bafe la fomme des côtés font den- 
nées, aive'c f angle oppofé à la bafe. 

S O L D T I O N (fïg. 28, 29.) 

Que l’angle vertical foit égal à quelque angle aigu donné comme 
(E/g. 29. ) ou DE efl perpendlcuiairè k EF; &. nommez la fomme de* 

côtés 
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côtés 24 , la bafe 2&, & la différence des côtés 2Z (cette façon de déC- 
gner les quantités étant la meilleure pour réfoudre le problème ,)& vous 
aurez le plus petit côté égal à 4 — z, & le plus grand égal à 4 -f z,& le 
reftangle des côtés égal à af— z*, & le double reftangle égal à 24» — 2Z*; vous 
aurez la fomme des côtés des quarrés égale aufli à 24 ‘ — b 2Z> , & l’excès de 
cette fomme par-delTus le quarré de la bafe égd à 24* H- 2Z» —43* ; d’où 
& du dernier article, nous déduifons cette proportion, D£ efl à EF 
comme 2a> — 2Z‘ à 24 ‘ -+zz» — 4A» ; divifez par 2 les deux derniers 
termes, & vous aurez DE à EF comme 4 » — z» à 4» — z* — 2i> ; 
donc par l’art. 330, la fomme du premier terme & du fécond fera au 
premier comme la fomme du troifiéme & du quatrième ell au troiCéme, 
c’ell-à-dire, D E—^EF e&.k DE comme 244 — 2Ü à 44— zz; dou- 
blez les conféquens,& vous aurez DE-+EFi iDE comme 244— 2bb 
à 244 — 2ZZ, ou DE-hEF i 2DE comme aa~bb à 44— zz. 

’ Du point E comme centre à l’intervalle E D décrivez le cercle GDH, 
qui coupera la ligne EF prolongée des deux côtés en G & /f, favoir 
en G du côté de £,& en /f du côté def, & joignez G D, D f/: cela 
étant nous aurons GF=DE—hEF, & G//=2Û£,&la proportion 
fuivante , G£efl à GH comme aa—bb eft à aa — zz-, muldpliez les 
deux premiers termes par GH, & le reélangle FGH fera à G^* com- 
me 44— ell à 44 — zz; mais le triangle G £) eft un triangle reftan- 
gle, comme étant dans le demi-cercle , & par cela même fera femblable 
au triangle G£D;donc F G fera à GD comnle G D eft à G /f; c’eft pour- 
quoi le reélangle FGH fera égal à GD’: fubftituez cette dernière gran- 
deur à la place de l’autre dans la proportion où le reélangle FGH Ce 
trouve, & elle fera changée en celle-ci; G Z)* eft à G//* comme aa—bb 
eft à 44—22. Faites maintenant (Fig. 28.) égale à 2b bafe donnée 
du triangle, & ayant divifé cette ligne en deux parties égales au point /, 
menez IN perpendiculaire à yi B, & donnez à l’angle droit AIN pour 
hypothénufe la ligne AK égale à a demi-fomme des' côtés , & vous aurez 
aa—bb=AK' — AI'—IK‘, & l’analogie fera prdfentement ; GD‘ eft à 
ÇH‘ comme /£• eft à 44— zz. De la ligne IN retranchez IL qui foit 
de telle longueur que IK ait la même raifon z IL que GD k GH , & 
vous aurez lK‘z IL' comme GD'kGH': mais comme GD' eft à G H* 
ainû étoit IK' à 44— 22; donc IK' eft à IL' comme IK' eft à 44—22; 
donc aa—zz— IL'. Donnez à l’angle AIL pour bafe la ligne LM éga- 
le à AK, & vous aurez IL' zz LM' — IM' ; donc 44 — zz = LM' 

— IM' ; mais a = LM par la conftruftion; donc z = IM-, donc la diffé- 
rence des deux côtés cherchés fera 2IM. Si donc on conftruit îm AB 
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comme bafe un triangle AC B tel, que le plus petit côté AC kit égal 
à LM— MI, & le plus grand côté B C égal à LA/ -f A//, le triangle i/CB 
fera tel que le problème l’exige. C. Q. F. T. 

Démonjlration Synthétique. 

Puifque AC=LM — MI, & B C=LM-+ MI, la fomme des côté* 
AC&BC fera 2LM ou 2/1 K, comme il le falloir : de-plus , le reftangle 
des deux côtés , favoir LM — MI x LM ~+ MI, fera LA/* — MI‘ = /L* , 
& le double reftangle des côtés fera a/L*. D’un autre côté , nous avons 
déjà prouvé que la fomme des côtés AC-+CB eft égale à 2AK , ce qui, 
en élevant les deux membres de cette équation au quarré , nous donne 
^C* -+ 2//CB-+ CB» = ; mais la grandeur 4//A'» eft égale 34,//» 

— f-4/yiL» ; donc AC* -4. 2ACB — f CB* — q-zil* — l- 4/JC* .'retranchez lACB 
d’un côté, & 2/L* de l’autre (ces grandeurs ayant été prouvées égales) 
& vous aurez AC* ~+ BC*z=^/II* -+^IK* —2 IL* : retranchez //B* d’un 
côté, & 4///* de l’autre, & vous aurez AC* BC* — AB* =:^IK^ 
-2/L* ; c’cft-à-dire, que 4/JC* — 2/L* eft l'excès de la fomme des 
quarrés par-deflus le quarré de la bafe. Ceci étant admis, le relie de la 
démonftration va tout de fuite ainfi: G //eft à GD comme IL eft à 
/JC par la conftruélion ; donc G//* eft à G/)* comme IL* eft à /Jf* , 
ou comme 4/L* à 4/ JC* ; mais il a déjà été prouvé que G D* eft égal 
au reélangle F G H ; donc GH* eHk G D* comme G H* k FGH, c’eft- 
à-dire, comme GH h GF, ou comme 2DE à DE— h EF; donc la 
grandeur 2ÛE edà DE-i-EF comme 4/ L* à 4/ JC» : prenez la moitié 
des antécédens , & vous aurez û E k DE-+EF comme 2 /L* à 4/ A'» ; 
ainfi par l’inverfe de la proportion de l’art. 330, le premier terme fera 
à l’excès du fécond par-deflus le premier, comme le troifiéme eft à l’ex- 
cès du quatrième par-delfus le troifiéme; c’eft-à-dire, DE fera à EF 
comme 2/L* à 4/ AC* — 2/L* tmais la grandeur 2/L* eft égale k 2 ACB 
double reèlangle des. côtés, comme nous l’avons fait voir, &, la gran- 
deur 4/ AI* — 2/L* a été prouvée être l’excès de la fomme dès quarrés 
des côtés par-deflus le quarré de la bafe, favoir, AC* -i- B C* — AB* • 
donc DE eft kEFcomme2/ICBàAC*-i-BC’—AB‘; donc parle derniw 
lemme, l’angle vertical ..éCB eft égal à l’angle aigu DEF. C.Q.F.D. 

En opérant de-même oq trouvera , que fi la ligne IL eft prife de la 
longueur qu’il faut pour avoir la même raifon à / A” que le diamètre G // 
a à la plus petite corde û//, l’angle AC B fera obtus & égal à l’angle 
DEC. Mais fi l’angle /)£ J^ ou DEG font donnés tels que IL foit 
plus grand que .rfJCou LA/, le problème fera impolîible , à caufe qu’il 
n’y aura pas moyen de donner alors la ligne LM pour bafe à l’angle 

AIL 
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^IL; d'où il fuie , que G ce problème eft poffible , l'angle vertical’ don- 
né B ne doit pas être plus grand que A KB, Ibit que cet angle fe 
trouve aigu, droit, ou obtus, & que le triangle^ K B marque la pofi- 
ûon àc ACB, immédiatement avant que ce dernier triangle devienne 
impoGible. 

S c H O L 1 E. {Ftg. 28,29,30.) 

Que AB(^ Ftg. 30. ) foit la bafe du triangle précédent : divifez cette 
bafe en deux parties égales au point K, & ayant mené la ligne HJKL 
perpendiculaire i AB, faites l’angle BAI égal à l’angle D dans le trian- 
gle DEF (Fig. 29.): puis du point I comme centre, à l’intervalle IA 
ou IB, décrivez le cercle AHBL, qui fera partagé en deux fegmens 
par la corde AB\ je dis cela étant, que le plus grand arc A HB fera 
le lieu de tous les angles qui ayant pour fouGendante B, peuvent être 
égaux à l’angle DEF-, éi que le petit arc A LB fera le lieu de tous 
les angles qui ayant la même fouftendante A B , peuvent être égaux à 
l’angle DEC. 

Car G l’on joint A II, B II-, AI, BI-, AL, B L, le triangle 
fera femblable au triangle DEF, ii caufe que les angles en & F font 
droits, & que l’angle KAI a été fait égal à l’angle FD E par la con- 
ftruèlion; donc l’angle AIK ett. égal à l’angle DEF; mais l’angle AIK 
au centre, étant appuyé fur la moitié d’un arc, eft égal à l’angle y^//B 
à la circonférence, & appuyé fur l’arc entier; donc l’angle AHB, & 
par conféquent tous les autres dans ce fegment, par la 2i<inie. propoG- 
tion du troifiéme Livre des Elémens , feront égaux à l’angle DEF-, donc 
tous les angles y^LB dans le fegment oppoféftront égaux à l’angle DEC, 
parla 22énie. propoGtion du troifiéme Livre des Elémens; partant le 
fommet C du triangle ACB ( Ftg. 28. ) doit être quelque part dans l’arc 
AUB ou ALB (Fig. 30.) fuivant que l’angle vertical ACB cR. aigu 
ou obtus. 

Tous ceux qui ont quelque idée de ScêUons Coniques favent , que G 
d’un point quelconque du périmètre d’une ellipfe , on mène une ligne à 
chacun des foyers , la fomme de ces lignes fera toujours égale au grand 
axe ; donc , G en prenant A&.B pour foyers , & pour grand axe une 
ligne égale à la fomme des côtés donnés dans le problème précédent, on 
décrit une ellipfe, le périmètre de cette ellipfe fera le lieu de tous les 
poinu d’où des lignes menées aux points A & B feront enfemble égales 
à la fomme des côtés donnés; donc le fommet du triangle cherché doit 
être quelque part dans le périmètre de cette ellipfe: mais il a été prouvé 
auparavant qu’il étoit quelque part dans la circonlérence du cercle dé- 

TmcII. A a’ crit 
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cric ci-dciTu*; par conféquent l’un & l'autre des deux points dans les- 
quels un des arcs de cercle coupe l'ellipfe (en cas qu’il le coupe) fera le 
fo.-nmet cherché; car chaque arc JHB oüALB peut couper l’ellipfe en 
deux points. Mais fl l’arc où le fommet fe trouve, ne fait que tou- 
cher l’ellipfe , les deux points d’interfeflion ne feront qu’un leul & 
même point, qui fera le fommet du triangle cherché. Si les courbes ne 
fe coupent , ni ne fe touchent , le problème eft impoflible. 

La condruâion que nous venons d’indiquer, ed adez facile: mais les 
févéres loix de la Géométrie ne permettent pas qu’on introduile unefec- 
tion conique dans la condruftion de quelque problème qu’on peut réfoudre 
à l’aide de la ligne & du compas: je dis la ligne & le compas ; car donner LM 
pourfoustcndanteàrangle..^/Z.dansIa/^^.28. afin de trouver le point M 
de l’un ou de l’autre côté du point /, ed proprement la même chofe que 
décrire du point L comme centre, avec un rayon égal ï A K, \m ce> 
de , lequel coupant la ligne AB en deux endroits nous fournit l’une ou 
l’autre des interfeélions M. C’ed pourquoi toutes les fois que les condi- 
tions d'un problème font condruites à part, s’il arrive qu’un des lieux 
fuit une feélion conique, je confeillerois à l’Analyde de n’acquief- 
cer à cette condrudion , qu’aprês avoir, par quelque opération al- 
gébraïque réduit le tout ù une feule équation: cela étant. Ci cette équa- 
tion peut fe condruire à l’aide d’une ligne droite & d’un cercle , ou à 
l’aide de deux cercles , qui ed le cas de toutes les équations du fécond 
degré, de-même que de toutes les autres qu’on peut réduire à de pareil- 
les équations, cette dernière condruèlion doit être admife plutôt que 
fautre ; au-lieu que fi cela n’ed pas, la première condruftion edpermife. 

PROBLEME 21. 

333. Deux côtés tun triangle étant donnés , conjointement avec F aire , on 
demande le troijiéme côté. 

Solution, {fig. 31 .) 

La méthode la plus abrégée & la plus direfte de réfoudre ce problè- 
me , fera de condruire à pan le lieu de chaque condition , afin que l’in- 
terfeftion de ces lieux puiiTe nous donner le triangle cherché. Prenez 
donc la ligne AB égale à un des côtés donnés du triangle, & appliquez à 
la ligne AB m parallélogramme rtftangle/^B CD, dont l’aire dra dou- 
ble de l’aire donnée du triangle, par la 4j^®e. propofition du premier 
Livre des Elémens. D’un autre côté, du point A comme centre, d’un 
intervalle égal à l’autre côté donné , décrives un cercle coupant la ligne 
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CD en E & F; puis menez JE, BE, JF, BF , je dis que Fon des 
uiangles J EB ou J FB fatis fera aux conditions du problème, deforte 
que B £ fera le iroiliéme côté d’un triangle , & B f le troifiéme côté 
de l’autre. '■ 

Car par la4i<«». propofition du premier Livre des Elémens, l’aire de 
chaque triangle fera la moitié de l’aire du parallélogramme JBCD, 
comme il le falloir ; & chaque triangle aura deux côtés , favoir ,JB&JE, 
ou JB &JFégaux aux deux côtés donnés dans le problème. C.Q. F.D. 

Si l’on vouloir avoir le troifiéme côté B E ou B ^exprimé en nombres, 
il faudroit concevoir EG menée perpendiailairementày?B:celaétant,je 
dis quedansIetriangle-rc6langleifG£,rhypothénufe JE ell connue, com- 
me aufli le côté £G,à caufe que \ JB x EG, ou faire du triangle étoit 
donnée dans le problème; donc JG Ce trouvera facilement, & partant 
BG, puifque la ligne JB efi connue: ainfi les côtés £G & GBdu 
triangle-reftanglc £G B étant connus, on aura l’hypothénufe EB, qui 
ell le troifiéme côté du triangle cherché. 

L E M M E. (Fig. 32.) 

334. Si de deux pints donnés A £? B on mène deux iigtus A C S* B D , ÿ 
qu'on fuppfe que ces lignes , prolongées à f infini au-delà des points C G* D,ne 
concourent qu’à une dijlance infinie; je dis , que toutes les parties finies , telles 
que AC BD de ces lignes infinies, doivent être confidérces comme parallè- 
les, c'ejl-à-dire , quelles ont toutes les propriétés des lignes parallèles, au- 
tant que ces propriétés peuvent être exprimées en termes finis. 

Car ayant joint JB, menez la ligne CD E parallèle k JB, ôc BE 
parallèle a JC. Suppofons premièrement que les lignes JC hc BD fe 
rencontrent au point F, à une diftance finie de B , & les triangles EBD 
& JF B feront fcmblables; car f angle D B £ fera égal à fon angle alter- 
ne JFB, & l’angle BZ)£ à fon alterne B £; donc £)£ fera àEB 
comme JB à JF: ccci ell univerfellement vrai à quelque dillanee que 
le point d intcrfcclion F Ibit de la ligne J B. Suppofons maintenant qad 
le point d’interfeélion £fe meuve le long de la figne fixe JF à l’infini, 
& que la ligne B F foit fuppofée tourner fur le point fixe B, de façon k 
palTcr toujours par le point mobile F, la figure JCEB reliant la même 
qu’auparavant , il fera manifelle que la ligne JB étant finie ell infiniment 
plus petite que la ligne .^£qui ell infinie: mais D£ cil à £B comme 
JB à JF, & partant en ce cas, la ligne û £ ell infiniment pins petite 
que la li^e finie EB ; donc, la ligne i) £ ell plus petite qu’aucune ligne 
qu’on puüTc exprimer en termes finis , quelque petits qu’ils foient. Puis donc 

A a 2 que 
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que les côt^s BD & BE du triangle B DE font des lignes finies , de 
que la bafe DE eÜ. infiniment petite , l’angle DBE doit être plus petit 
qu'aucun angle fini quelconque, comme on peut le déduire fans peine de 
la ajéme. propofition du premier Livre des Elémens: mais l’angle DBE 
eft la différence des deux angles /JB D & ABE; donc l’angle A BD, 
autant qu’il peut être exprimé en termes finis , cft égal à l’angle AB E; 
mais les deux angles A B E & B A C font égaux à deux droits , à caufe 
que par h fuppofition AC & BE Ibnt parallèles; donc les deux angles 
ABD & BAC, pour autant qu’ils peuvent être exprimés en termes fi- 
nis , font égaux à deux droits, & les lignes AC Si BD doivent être te- 
nues pour parallèles. C Q. F. D. < 

Il fuit de-là,que tout ce qui peut être démontré concernant deux li- 
gnes AC Si BD, avec une reftriflion infiniment petite à caufe qu’elles 
concourent à une diftance infinie, fera vrai exaftement & à la rigueur 
fans aucune reflriflion , dès qu’elles deviendront aftuellement parallèles. 
De cette manière les propriétés des lignes qui concourent peuvent être 
tranfportées aux parallèles , comme il paroîtra par le problème fuivant. 

Probleke 22. 

335. Partager un triangle donné en riùfun requife par une ligne pajjhnt 
par un point donné. 

C 1 s r. (Fig. 33.) 

Pkeparation. 

Que ABC foit le triangle à divifer, & que le point donné D, par le- 
quel la ligne, qui fera la divifion, doit paffer, foit hors du triangle. Cela 
étant, on peut voir par la fimple confidération des Figures (33 , 34 , &c.) 
que dans quelque Ctuation que le point D fe trouve (foit hors du trian- 
gle ou dans un des côtés ,) il ne peut y avoir qu’un angle du triangle 
ABC, auquel une ligne menée du point E parvienne en traverfant le trian- 
gle, foit avant d’arriver à cet angle, ou après y être arrivée, étant pro- 
longée au-delà: que C foit cet angle, que nous appellerons à caufe de 
cela rmgie principal, & que la ligne D C paffe par le triangle avant d’ar- 
river à l’angle C, coupant le côté oppofé AB en E: partagez auflî le 
côté A B en F, de-forte que les fegmens AF& F B ayent la même rai- 
fonl’un à l’autre que les deux parties dans lesquelles il eft queftiondedi- 
vifer le triangle A B C, & joignez CF. Cela étant ainfi , il paroît manifefte- 
ment que les deux parties cherchées doivent être en même raifonqueles 
deux parties ACF&BCF, puisque par la i propofition du fixiéme 

U- 
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Livre des Elémens le triangle ^ CEtft au triangle B CFccirffic /U- k 
FBi donc fl la ligne CF étant prolongée pafle par le point D la chofe 
efl faite, & les deux parties cherchées feront les deux triangles ACF Si 
B CF. Mais fi la ligne CF ne rencontre pas le point D , comme fait 
la ligne CE, en ce cas la ligne AE doit ôtre plus grande ou plus petite 
que AF: que AE foit plus grande que AF, & le triangle AECfcn 
plus grand que le triangle yf CE, & conféquemment l’autre triangle B CE 
fera plus petit que le triangle B CF: d’où il fuit que pour mener du point 
D une ligne qui partage le triangle AC B en deux parties égales aux par- 
ties ACFSi BCF, la ligne, qui fervira à cette divifion, doit décliner 
de la ligne D C vers A, retranchant du côté de A un triangle égal au 
triangle A CF, Si par conféquent du côté de B un trapèze égal au trian- 
gle B CF-, & ainfi AB Si AC feront les deux côtés coupés par la ligne 
qui fait la divifion. On pourroit démontrer de-même que fi la ligne A E 
efl plus petite que A F, la ligne qui fait la divifion doit décliner de la 
ligne DC vers B, retranchant du côté de B un triangle égal au trian- 
gle BCF, Si par conféquent du côté de A un trapèze égal au trian- 
gle ACF-, auquel cas AB Si BC feront les deux côtés coupés par 
la ligne qui fait la divifion. Que le premier cas ait lieu ici, c’eft- 
à-dire, que les côtés AB Si AC foient coupés par la ligne qui fait 
la divifion, & nommés à caufe de cela les côtés principjux: nenez 
DG parallèle à AB, côté oppofé au principal angle, & rencontrant 
l’autre ooté principal CA prolongé en C, & la préparation fera ache- 
vée, pourvu que le problème doive être réfolu géométriquement. 
Mais fi les lignes qui font données, font données en nombres, & 
qu’on demande de réfoudre le problème arithmétiquement, la ligne 
-^E,.pour ravoir fi elle eft plus grande ou plus petite <]ueAF, doit 
Être calculée au moyen des triangles femblables CCD Si CA li: or 
CG ell à GD, comme CAeü^AE; mais la hgne CAeû donnée, à 
caufe que le triangle ABC eÜt donné; & les lignes CG Si GD font 
données , parce que la fituation du point D rélativement au triangle elt 
donnée; donc la ligne A Eeü donnée aufii. 

Apres CCS éclairciflemens,nous devons nous attacher à trouver un point 

tel que K dans la ligne AC, par lequel & par le point D une ligne Lm- 
rae DHK étant menée , cette ligne retranche un triangle tel nneAHK 
égal au triangle ACF. 

S 0 L n T I O K. 

t 

Nommez AC a, A F b, AG c , D G i ,Si A K x-, & puisque le trian- 
gle AH K doit etre égal au triangle A C t , ces triangles aurono> leurs cô- 

A a 3 tés 
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tés autour de l’angle commun yf réciproquement proportionels par h 
propofition du fixiéme Livre des Elémens , c’dl-à-dire, ^ K cô- 
té du premier triangle fera à. /iC côté du dernier, comme yfFcàté du 
dernier côté du premier ; ou , fuivant la manière dont nous avons 

defigné ces grandeurs, * fera à a comme i ell-^; àoncAH= Ou- 
tre cela par les triangles femblables ,GK fera à G Z) comme yiK ii H, 

dx dx 

c’eft-à-dire ,x-+c fera à d comme x eft à ^ ; donc H— — r- • Nous 
’ »H-r x-H-e 

avons donc deux valeurs Ac AH, lavoir, «S( , qui nous don- 

nent l’équation fuivante = multipliez les deux membres de 

l'équation par X, & il viendra ■ =ab ; multipliez cette nouvelle 

équation par x— 1-c, & vous aurez dxx=abx—i-abc , & dxx — abx 

z^abc, & XX— x=.2^ : pour fimplifier ces exprelBons , faites 
d « * 

^^=f, c’c(l-à-dire , faites DG à AF comme à AC à r, 

d d 

& DG à AF comme AG hf, & l’équation fera, xx-ex = af-, ce qui 
donne AK ou x=ie-+yjee—i-aj: mais de-ces deux racines ou valeurs 
ào AK, l’une, favoir {e—V\ec-iraf cil; négative} car puisque 

cil égale à il faut néceffairement que V\ee-+ a f foit plus grande 
que \e, & cette valeur àe AK fera négative, c’eil-à-dire, le point K 
déterminé fuivant cette valeur, fe trouvera dans la ligne Cyé prolongée 
au-delà de A, & par conféquent de l’autre côté du point A rélativement 
au point C ; & quoique la ligne D K, étant menée par le point D & pro- • 
longée jusqu'à ce quelle coupe le côté AB, retranche une aire égale en 
quantité à faire propofée, cette aire cependant ne fauroit être faire pro- 
pofée , à caufe qu’elle fe trouve hors du triangle ; ainfi il n’y a qu’une 

feule valeur ds AK qui réfolve le problème, favoir, jr-H-vjer-taTT 
Que g foit fhypothénufe d’un triangle -reêlangle, dont un des côtés eft 
•r & l’autre Vaf,ik vous aurezla!igne./éAégaleà;e— (-g. JoignezZ)//, 
& menez FL parallèle à. DA 6c rencontrant le côté F C en L: cela étant , 
les triangles DGA&FAL feront femblables ; car les angles DG A & 
F AL font égaux, ce dernier étant un angle externe, & le premier 
l’angle interne & oppofé du même côté , & les angles DAG & F LA 
feront aulîi égaux par la même'raifon ; donc DG tü. z AF comme A G 
éiï AL-, mais DG eft à AF comme AG eft à/. Par la conftiuaion ; 
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donc/=y^L,& VafeR. une moyenne proportiondle entre &.AL' 
ce qui fournie la conftruftion fuivante. ’ 

Suppofan: toutes chofes comme dans la préparation précédente, faites 
DOkAFcomtatACeUke, & joignant D/V, menez /-A parallèle à 
DA, &. trouvez g hypothénufe d’un triangle-redangle dont un des cô- 
tés eft & l’autre une moyenne proportionelle entre ACSlAL. Ce- 
la étant fait, fi l’on prend la ligne AK égale à & qu’on la re- 

tranche depuis A vers C, on aura le point AT, par lequel & par le point 
D il faut mener la ligne qui retranchera le triangle AHK égal 

au triangle CE, & par conléquent le trapèze BHKC égal au trian- 
gle BCF-. & ainfi le triangle ABC fera divifé fuivant la raifon requife 
par une li^e comme H K , paflant par le point donné D. C. Q. F. D. 

On auroit pu auffi démontrer la chofe fynthétiquement ; mais il y a 
divers autres cas appartenant à ce problème, comme nous le ferons voir 
tout-à-l’heure ; & vouloir donner des déraonllrations fynihétiques de tous 
cescas,feroit une tâche longue &ennuycufe.Ainfi nous allons continuer 
à faire ufage de l’Analyfe. 

Cas 2. (fîg. 34.) 

Suppofons donc enfuite que le point donné D foie dans le côté A B , 
& il en réfultera une conftruélion bien plus fimple ; car la ligne D G 
coïncidera avec la ligne DA,&le point G avec le point A, auquel cas 

la lignes G ou c s’évanouira: donc en ce cas, la quantité ou/, & la 

quantité ou a/ s’évanouiront , & la formule algébraïque pour trouver 
fer4 préfentement réduite à ctHe-ci, favçir, AK—ie-hyiee = fe 
-+ îf = «-“y- quand le point D fe trouve dans le côté le 
point K fera déterminé en faifant F K parallèle 3 D C; car alors AD fe- 
ra à AF comme AC h. AK, «i la ligne AK fera égale 9 ^ , 

C. Q. F. T. 

C A s 3. (Fïg. 35.) 

Concevons préfentement le point D Ctué dans le triangle, & com- 
me toute diftinélion d’angles principaux ceflTe par cela même, deux cô- 
tés quelconques peuvent être faits côtés principaux , & il fera facile dé 
fivoir à l’aide du calcul fi la fuppofition eft jnlle ou non. Au-relle il 
n’cfl pas difficile de juger quelles lignes il convient le plus de mener , 

com- 
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comme auQl de quelle partie il faut faire le triangle, & de- quelle autre 
le trapèze, uniquement en plaçant une règle fur chaque angle & fur le 
point D , & en obfervant en quelle raifon la règle coupe les côtés oppo- 
fés. C’eft, dis-je, ce qui n’efî pas difficile, fi l’on a égard à la confidé- 
tion fuivante, qui porte fa preuve avec elle; favoir, que fi une règle 
comme HD K tourne fur un point fixe D au-dedans d’un triangle, l’aire 
qu’elle retranchera, foit triangle ou trapèze, croîtra toujours du côté 
dont la partie la plus longue de la règle s’éloigne dans fon mouvement. 
Par exemple, fl la partie DK plus longue que û/f, l’aire du triangle 
y^// AT croîtra fi la règle tourne fur le point D de façon que le point K 
s’éloigne de plus en plus du point A , quoique le point H s’en approche 
en même tenis de plus en plus. 

Ces eclaircilTemens étant donnés, que AB & AC foient les deux cô- 
tés coupés par la ligne HD K comme auparavant; & ayant mené DG 
parallèle à l’un d’eux, (uppofons au côté AD, coupant l’autre côté A C 
au point G, joignez DA, Sc menez FL parallèle ï DA,& coupant le 
côté C A prolongé en L : cela étant , il efl clair que le point L fe trou- 
vant préfentement de l’autre côté 4u point la ligne AL oa f doit 
être cenfée négative: la même chofe e(l évidente d’ailleurs par le chan- 
gement de fituation du point G relativement au même point A, ce qui 

rend pareillement négative la ligne AG oac-, d’où il fuit , que ou/ 

& ou a/ feront des quantités négatives. La formule algébraiique 
pour la folution de ce cas fera donc : 

AK o\x x=ie-^Viee—af. 

Je dis :±,à caufe que les,dtuxvaleursdey/A’ font préfentement affirma- 
tives , parce quet^iee— a/ efl: une quantité plus petite que {t. Voici 
la conftruftion que fournit cette formule. 

Que g foit un des côtés d’un triangle-reftangle , dont l’autre côté efl 
une moyenne proportionelle entre AC & AL confidérées comme affir- 
matives ,& dont l’hypoténufe efl: ; cela étant, fi l’on retranche depuis 

le point A vers C la ligne AK égale à on aura le point K, par 

lequel il faudra fimplement mener la ligne KD H, pour qu’elle retran- 
che le triangle AH K égal au triangle ACF. 

Il fuit de cette conftruélion , que pour que les valeurs de AK foient 
poTibles,la moyenne proportionelle entre AC & yiLnii doit point être 
plus pande que ie ;car ce feroit fuppofer un triangle-reélangle dont un 
des côtés feroit plus grand que l’hypothénufe, ce qui eftabfurde. Mais 
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nonobflant la confbuftion précédente, il faut que j’avertille le Lefteur, 
qu’il y a dans ce problème un article particulier, qui n’a point été, ni ne 
fauroit être compris dans l’équation dont la formule «Sc l’équation précé- 
dentes ont été dérivées. Voici ce que c’eft que cet article. Il a été 
fuppofé dans le problème que la ligne H K eft fituée toute en dedans du 
triangle ABC, quoique cette condition ne foit pas exprimée dans l’équa- 
tion , qui e(l uniquement fondée fur ceci , que faire du triangle A H K. 
doit être égale ii celle du triangle ACF-, ce qui eft poflible même quand 
AK k trouve plus grande que AC, oa A H plus grande que , quoi- 
que dans aucun de ces cas la ligne H K foit fituée toute entière en 
dedans du triangle. Ainfi pour juger, en s’épargnant la façon d’une con- 
ftruélion , fi les valeurs de AK, & par conféquent de AH, font pofli-_ 
blés ou non; & en cas qu’elles foient poflibles, fi elles font fituées dans 
l’enceinte de leurs limites, c’eft-à-dire , fi la ligne AK fera plus petite 
que AC,ôcAH plus petite que A B, prenez garde aux indices fuivans. 

1’. Si le produit a b n'ejl pas plus petit que le produit 4c d, les 'valeurs de 
A K feront pofftbles, fans cela point; & fi les produits font égaux , les deux 
valeurs de AYi fe réuniront en un feule, comme c'efl r ordinaire en pareils cas. 

2». Si les deux valeurs de AK font pofftbles, 6? que z foit moindre que 
e— f, il n'y aura qu’une de ces valeurs plus petite que AC. 

3». Si a ejl plus grand que c—f, les deux valeurs de AK. font plus petites 
que AC, ou aucune d'elles ne le fera, fuivant que a efl plus grand ou plus 
petit que Je. 

Ces règles étant faciles à déduire de la formule donnée ci-defTus, 

favoir , que AK eft =se:±V'iee-af, j’en laiflerai la recherche au 
Lefteur, pour ne m’y pas arrêter trop longtems. J’ajoûterai fimple- 
ment, qu’après avoir trouvé une valeur convenable de AK, la ligne AH 
fera aifément connue, foit en menant la ligne K DH, ou arithméti- 
quement par la proportion indiquée dans la folution du premier'eas de ce 
problème, favoir, que /f eft à C comme AF à AH; &fi, com- 
me la ligne AK fe trouve plus petite qae AC, la ligne AHfe trouve 
plus petite que A B, le problème fera réfolu en faifant àe AB àe AC 
les côtés principaux ; finon il faut tenter la chofe avec deux autres 
tés AB & B C, ou bien AC & BC. 

C A s 4. fFig. 36.) 

Tranfportons préfenteraent le point D dans l’angle C ; & réunifiant 
les points C,D & en un feul, de-même que le point H avec le point 
F, le tria.ngle AH K fera égal au triangle A FC, & de cette façon le 
problème fera réfolu en ce cas. Mais ce n’eft point-là tout: mon prin- 

Tme IL B b cipal 



Digitized by Google 



194 E L E M E N S D’A L G E B R E. 

cipal defTein dans ce problème étoic de faire voir comment une formule 
appropriée au feul premier cas «pouvoir fervir à réfoudre tous les autres 
cas , & d'enfeigner aux commençans de quelle manière ils doivent s’y 
prendre en pareilles occafions. Ainfi nous n’avons rien fait, fi nous ne 
démontrons pas par la formule même, que dans le cas préfent la ligne 
ji K eü égale à ^ C, quoique cette égalité foit aflez manifeile d’ailleurs. 
Pour cet cfifet, nous devons confidérer que dans ce cas, la ligne ou 
c efi égale à ÀC ou a, & que la ligne DG ou d eft égale à zéro, ce 
qui doit toujours arriver quand D ctt fitué dans la ligne // C, ou dans 

prolongée: donc en ce cas, ^ ou e, & — ou /doivent être des 

quantités infiniment grandes, puifque leurs numérateurs font des quan- 
tités finies , & que leur dénominateur commun eft infiniment petit , il eft 
clair aufii que ces deux quantités e & / feront l’une à l’autre en raifon 
d’égalité , puisque les deux quantités u & c le font. 

Ces obfervations éunt faites, la formule appartenant au troifiéme cas 

telle qu’elle étoit dérivée du premier, étoit ^£={e^y'ig‘—a/; ou 
bien on pourroit l’exprimer ainfi; Mais ici 

vaut l’unité , puifqu’il a été prouvé que e étoit à/ en raifon d’égalité : 
fiibfUtuant donc l’unité à la place de , la formule pour la folution 
du quatrième cas fera: 

AK=\e:±V^e‘-at. 

Mais cette quantité ie*— ae eft égale à ex if— a, & par conféquent doit 
être infinie, puifque le multiplicateur e eft tel; donc y\e*— ae doit 

auffi être infinie, & je— h — ae doit l’être à plus forte raifon encore: 

c’eft pourquoi dans ce quatrième cas, une des valeurs de .(/A doit être in- 
finie, par cela même ne fauroit avoir lieu dans la folution ; mais l’au- 
tre valeur, favoir je- v'^e*- a e peut très-bien être finie: car quoique 
la fomme de deux quantités infinies foit néceflairement infinie, leur 
différence peut être finie cependant. C’eft donc proprement la valeur de 
cette différence qu’il s’agit de trouver ; & pour y mieux réuflir nous com- 
mencerons par extraire la racine de — ae, de la manière fuivante: 



I 
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B paroît donc ici que y-^e*— a« =it — a— — ■^Êj’c.àrinfini.Or 

quiconque confide’rera cette fuite infinie avec tant foit peu d’attention , 
s'appcrcevra aifément qu’elle eft de telle nature, que chaque terme fub> 
féquent ell infiniment plus petit que le terme qui le précédé immédiate- 
ment; car le premier terme ^ e eft infiniment grand, & le fécond terme 
a eft une quantité finie; d’où il fuit que le fécond terme eft infiniment 
plus petit que le premier. De-plus, le fécond terme eft a, &le troi- 

Cérae — ; donc le fécond terme eft au troiCéme comme a eft à ou 

e e 



comme i eft à ou comme e eft à a ; donc le troifiéme terme eft in- 
finiment plus petit que le fécond. Pareillement le troifiéme terme eft au 
quatrième comme -^eft à , ou comme e à aa; donc le quatrième 

terme eft infiniment plus petit que le troifiéme, & ainfi à l’infini. D’où 
nous inférons, que chaque terme de cette férié .quelque petit qu’il foit, 
fera infiniment plus grand que tous ceux qui le fuivent ajoûtés enfem- 
ble : comme fi — * étoit la fomme de tous les termes qui fuivent le fé- 
cond terme -.a, ce fécond terme —a fera infiniment plus grand que 
— X , c’eft-à-dire , un infiniment plus grand négatif, ou ( ce qui revient 
au même) la grandeur — * fera infiniment petite. Dans cette fuppofi- 

tion nous aurons — ae=:J«— a— x; donc ie—yie^—aeouAK 

~ie—ie-+a-^x=a-i-x=a=AC,zh valeur cherchée autant qu’elle 
peut s’exprimer en termes finis. 



Bb £ 
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C A s 5- 37-) 

Suppofons préfentement que le point D forte de-nouveau du triangle 
pir l’angle C; mais que la ligne D C étant prolongée , paffedans le trian- 
gle & coupe la ligne B en £ , & que les lignes AB & AC foient con- 
fidérées comme les principaux côtés , prccifémcnt de-même que dans le pre- 
mier cas de ce problème: menez DG parallèle à B , & rencontrant 
en G le côté A C prolongé au-delà de C j or comme le point G a changé 
de fituation rélativement au point D, la ligne DG ou d fera préfente- 
ment négative, & par conféquent la ligne -1^ ou e fera négative auflî ; 

mais la ligne ou / fera aflBrmative, comme dans le premier cas ; car 
la ligne c étoit négative auparavant, & continue à être telle; & fi la 
ligne d eft négative aufli , la quantité aura le même figne lorsque 

c & d font toutes deux. des grandeurs négatives, que fi elles avoient 
été affirmatives toutes deux. De-forte que nous aurons pour ce cas la for- 
mule fuivante. ^ 

AK=--\e-+V\f'-^àf. 

Joignez AD, & menez à cette ligne la parallèle FL, rencontrant la 
ligne ACoa y^C prolongée en L, & que g (bit l’hypothénufe d’un trian- 
gle - rcélangle , dont un des côtés ell -Je, & Tautre une moyenne propor- 
tionelle entre AC & AL: cela étant fi de A vers C on retranche la li- 
gne AK égale à g — {e, il fulfira de mener la ligne DKH pour réfoudre 
le problème. 

Cas 61 . (Ftg. j8-) 

Enfin, de l’angle C menez une ligne à volonté en -dedans du triangle, 
telle que CE coupant AB en E, & dans la fuppofition que la ligne £ C 
eft continuée à l’infini au-delà de C , concevons que le point D s’éloigne 
à une diftance infinie dans la ligne £C prolongée;* par le lemme pré- 
cédent la ligne H K deviendra à la fin parallèle à £ C, puisque nous fup- 
pofons qu’elles ne fe rencontrent qu’à une diftance infinie. Ainfi le pro- 
blème précédent fe trouvera changé en celui-ci, favoir, Div//ër un trian- 
gle donné comme ABC en quelque raifon donnée, par exemple de AF à FB, 
par une ligne comme H K menée parallèle à quelque autre ligne comme C E , 
donnée de pujition. Pour effectuer ce que le problème requiert, il faut ob- 
ferver que la ligne FL, qui a toujours été fuppofée parallèle a AD, 
fera préfentement parallèle à £ C; puisque par le lemme que nous venons 
de citer, une partie finie de la ligne AD o& parallèle à £C; donc la 
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ligne A L ou / fera finie & affirmative ; mais compie la ligne DC ou d 
eft à-préfent infiniment grande , la quantité ou e fera évanefcente ou 

zcrojfon dénominateur étant infiniment plus grand que fon numérateur: 
ainfi pour adapter la formule du premier cas à celui-ci , les quantités {e & 
doivent être eflàcccs de la formule, qui par-là fe trouvera être 
AK= Vaf. 

Donc fl l'on fait la ligne A K moyenne proportionelle onxxo AC A 
la ligne A'// menée parallèle à CE réfoudra le problème. C. Q. F. F. 

Difcotirs fur les Infinis des deux genres , à T occafton du prollême précédent. 
336. 11 paroîtrnanifeflcmentparlafolutionduproblêmeprécédent,que 
jes quantités infiniment grandes & infiniment petites ne font pas fi terri- 
bles dans le calcul qu’on fe l’imagine quelquefois, pourvu qu’on les manie 
avec jugement : bien loin même qu’elles foient embarfafTantes dans des pro- 
blèmes, elles fervent fou vent à en procurer unefolution & uneconflruc- 
tion plus aifées: & la raifon en e(l claire; car dans toute comparaifon en- 
tre des quantités finies, on eft en droit de négliger les quantités infini- 
ment petites, qui, fi elles avoient été des quantités finies, auroient dd 
entrer en confidération , & par cela môme embarralfer plus ou moins. Et 
pour ce qui eft des quafltités infiniment grandes , on les rejette , comme 
n’étant nullement propres à donner une folution finie, ou bien on les 
change en quantités infiniment petites. C’eft ainfiquelaconftruftiondes 
cas 2, 4 & 6 du problème précédent a été rendue plus facile que le relie, 
uniquement à caufe des quantités infiniment petites qui s’y trouvent mê- 
lées : ainfi la valeur infinie de la quantité A K dans le cas a été re- 
jettée comme inutile, & les quantités infinies e &f font devenues les 

quantités infiniment petites -î^ , ~ &c. 

Le vrai état de la queftion eft ceci. Aufli longtems que nous raifonnons 
fur de faulTes fuppofitions , nous ne devons jamais nous flatter de parvenir 
à la vérité ; mais plus nos fuppofitions approchent de la vérité , moins la con- 
clufion s'en éloignera ; & fi nos fuppofitions font infiniment près de la 
vérité, les erreurs dans la conclufion feront infiniment petites, & ces er- 
reurs ayant enfuite été négligées la conclufion fera la même que fi nos 
principes avoient été vrais à la rigueur. On demandera peut-être com- 
ment nous favons que ces erreurs infiniment petites dans la conclufion , 
nailTent de pareilles erreurs dans les prémiflës? Et la réponfe eft, parce 
que ces deux fortes d’erreurs "ont une connexion fi étroite enfemble, que 
l’une ne fauroit devenir évanefcente fans que l’autre le devienne nécelTaire- 
ment aufli. Si l’on demande de plus , quelles font ces fauiTes fuppofi- 

Bb 3 lions. 
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tions, dont ces erreurs infiniment petites tirent leur origine, je réponds * 
en premier lieu , qu’elles confident à fuppofer de la quantité à des gran- 
deurs qui réellement n’en ont pas , mais qui l’ont perdue , foit en difpa- 
roiflant dans l’infinL d’un côté , ou dans le néant de l’autre. C’ed ainfi 
que dans la folution du 4<^c. cas, fi nous avions fuppofédanslafolution, 
comme nous avons fait dans le cas même quand il fut d’abord propofé, 
que le point D coïncidât afluellement avec le point angulaire C (voyez 
l'ig. 3<S.) la ligne DG ou d auroit non feulement comparativement , mais 
a iiflî abiblument été égale à rien; c’efl-à-dire, qu’elle n’auroit point-du- 
tout été une ligne, & qu’il n’y auroit pas eu moyen d’en faire aucun 
afage: donc en attribuant à la ligne à quelque quantité, quoiqu’infini- 
ment petite ou moindre qu’aucune quantité allignable , nous avons taci- 
tement fuppofé que le point D n’étoit pas aêluellement dans je point an- 
gulaire C, mais infiniment près de ce point. C’ed ce qui a produit les 
quantités infinies e & /,qui par cela même ne doivent pas être fuppofées 
infinies ou fans bornes, en prenant le terme d’infini à la rigueur, mais 
qu’il faut confidérer comme des lignes terminées, quoique leurs extrémi- 
tés foient l’une de l’autre à une diftance plus grande qu’aucune qu’on 
puifie afiigner : or ces quantités ayant été efifacées à Julie titre à la fin 

de l’opération dans les quantités infiniment petites &c. nous 

fommes arrivés à la même conclufion que fi la fuppofition fur laquelle elle 
étoit fondée avoit été exaélement vraie. Je dis que les quantités 

il* (fc. ont été effacées à Julie titre, non feulement à caufe de 
leur p.titeffe infinie, mais auffi pour la raifon fuivante. La ligne « dans 
la folution étoit égale à conféquent la grandeur . 1 ^ étoit 

égale à & parla même raifon, la grandeur étoit égale à 
fuppofons préfentement que la quantité d, qui cil l’erreur conte- 
nue dans la fuppofition s’évanouiffe, & les erreurs infiniment petites 
s’évanouiront néceflairement avec elle, jenedifeonviens 

b b* 

pas que Jen’eulTepu,par condefcendance pour le Lefteur, tourner la fo- 
lution de ce cas d’une manière qui larendît plus facile à concevoir ; mais, 
pour ,dire le vrai , mon delTein étoit de lui faire voir en une fois tout ce 
qu’il avoit à craindre de ces monllres imaginaires , lesquels (s’il renonce à 
leur égard à d’injulles préjugés, & s’il les traite comme il le doit) ne 
lui paroîtront rien moins qu’ennemis. Mais continuons. 

Une 
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Une quantité après avoii été réduite à rien , cefle d’être une quantité ; 
& fi O n’a point de quantité i n’en fauroit avoir non plus : mais ; défi- 
gne une grandeur infinie en prenant ce mot à la rigueur, puisque rela- 
tivement à fon infinité, aucune autre grandeur ne peut aller au-delà • 
c’eft pourquoi une grandeur infinie, en prenant ce mot dans fa plus ri- 
goureufc précifion, n’efl: après tout pas plus fiifceptible de quantité que 
le rien abfolu; & comparer rélativement à leur quantité des grandeurs, 
qui réellement n’en ont aucune, eft une chofe également oppofée à là 
définition de raifons , & à la nature de ce qu’on nomme proportion. Je 
vais plus loin, «S: j’ofe aflurer que la plupart, pour ne pas dire toutes les 
difficultés qui accompagnent l’idée de l’infini, viennent principalement 
de l’idée abfurde de vouloir comparer enfemble des chofes incapables de tou- 
te comparaifon par leur nature. On dit à-la- vérité que des parallépipédes in- 
finis placés perpendiculairement fur des bafes finies, & fur le mêraeplan, 
font en même raifon que leurs bafesjcequieft très- vraijmaiscen’eft point- 
là comparer des grandeurs rélativement à la quantité qu’elles n’ont pas , mais 
rélativement à celle qu’elles ont} un de ces parallépipédes peut être plus 
large ou plus épais que l’autre , quoiqu’aucun d’eux nefurpalTe l’autre en hau- 
teur. Par exemple , fi la quantité r a pour multiples ar , 3r , on pourra direque 
2r font à 3r comme 2 à 3 , que la quantité r foit infiniment grande, finie, 
ou infiniment petite; la chofe feroit vraie même, quand r défigneroit une 

quantité impoffible, comme >^~,t^'^,&c.} mais en ce cas la quan- 
tité de cette raifon ne dépend point de la quantité r,mais des coefficiens 
2 & 3. II faut néanmoins que j’obferve ici, que fi la grandeur r eft 
actuellement infinie, je veux dire dans le fens le plus précis de ce ter- 
me, il faut entendre alors par ar & par 3r, non des quantités deux ou 
trois fois plus grandes que r, au même égard que cette grandeur ell in- 
finie, mais la quantité r prife deux ou trois fois, ce qui n’eft nullement 
abfurde; car s’il eft poffible qu’il exifte une quantité infinie, fans qu’el- 
le foit infinie en tout fens , d’autres du même genre pourront exifter égale- 
ment, indépendamment de la première; un parallépipéde qui s’étend à 
l’infini uniquement par rapport à fa longueur ,eft néanmoins fiifceptible de 
quelque augmentation ou diminution , en raifon quelconque , rélative- 
ment à fes dimenfions finies, & à ces dimenfions-là feulement. Voyez 
Tranfaflions Philo/ophiquet N*. 195. 

Mais fi nous prenons le mot d’infini dans un fens un peu plus limité, 
& que nous entendions par une quantité infinie, non celle qui n’a ab- 
folument point de bornes , mais dont les bornes font à une plus grande 
diftance l’une de l’autre qu’aucune diftance affignable; & que, d’un au- 
tre 
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tre côté , par une quantité infiniment petite nous entendions , non le 
rien abfolu , ou une quantité dont les bornes coïncident , mais une quan- 
tité dont les bornes font plus près l’une de l’autre qu’à aucune diftance 
aflignable , j’avoue que je ne vois pas en ce cas pourquoi l’addition , la fous- 
traftion, la multiplication, la divifion, la proportion, l’extraftion de 
racines, la figure, le mouvement iÿc. ne pourroicnt pas s’appliquer 
à cette forte de quantités aufli-bien qu’à des quantités finies, & dans le 
même fens : cette notion n’a rien d’abfiirde à mes yeux , puifque chaque 
quantité , qui cH infinie dans un fens abfolu , en comprend néceflairement 
une infinie dans le fens que nous venons d’exprimer. Prenons quelque 
part un point , auquel tous les autres puiflent être rapportés comme à 
leur centre; & dans cette étendue immenfe d’efpace ou de matière, 
(car après tout il faut qu’il y ait quelque chofe d’infini,) il doit néces- 
fuirement y avoir des parties, & par conféquent d’autres points à une 
dillance plus grande qu’aucune dilîance affignable du point choifi ; & fi. 
cela eft, la dillance entre quelqu’un de ces points & le point choifi, fe- 
ra défignée par une ligne, dont les extrémités font l’une de l’autre à une 
dillance plus grande qu’aucune dillance aflignable. On poùrroit de-mê- 
me, en prenant des lignes & des plans au-lieu de points, démontrer 
l’exillence aêluelle de plans & de folides dont les bornes font l’une de 
l’autre à une dillance plus grande qu’aucune dillance aflignable. 

Pendant que j’en fuis fur cet article, il ne fera pas mal-à-propos que’ 
je dife un mot des dernières raifons qu’ont entre elles des quantités crois, 
fantes ou décroilTantes à l’infini , fi fréquemment ramenées dans la Phi- 
lofophie de Newton , qui en a le premier introduit l’ufage. Ce grand- 
homme s’en ell fervi avec un fuccès admirable dans la plupart de fes 
magnifiques découvertes ; cette méthode étant plus abrégée que celle 
que les Anciens employoient pour démontrer la vérité de leurs propofi- 
tions en faifant voir l’abfurdité du contraire, & plus géométrique que 
la méthode des indivifibles, fi heureufement cultivée par Cavalerius, 
TorrteeUi & d’autres. 

Pour donner aux commençans une idée exaêle de ces raifons, nous 
obferverons d’abord, qu’il y a deux manières dont une quantité peut 
paflTcr dans le néant ; ou avec le tems , quand une quantité pafle de fon 
état préfent fucceflivement par tous les moindres degrés de grandeur 
dans le néant, ce que les Mathématiciens appellent s’évanouir; ou dans 
un inflanc , quand la quantité pafle tout-à-coup d’un état fini dans un ' 
état d’anéaniilfcment. Comme fi un corps pefant étoit jetté direéle- 
ment en haut avec un certain degré de viteile, s’il monte jufqu’à ce 

que 
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qae par la force continuelle de fa pefanteur agiflànc dans on fens con- 
traire, il ait perdu tout Ton mouvement, on pourra dire qu'il a perdu 
ce mouvement avec le tems : mais G , tandis qu'il monte , il lui arrive 
de donner contre un obftade placé au-dcfliis de lui , le mouvement ces- 
fera au tems du choc dans un inGant , furtout G l'on fuppofe que le corps 
ou l'obllacle font inGniment fermes ou durs. Et de-même que ce mou- 
.vement eft détruit, il peut être engendré; ce qui arrive en tems, quand 
un corps pcfant tombe en quitant un état de repos , ou dans un inGant 
par la force de la percuGion. 

' N. B, Par un inGant j'entends un point en fait de tems , & pas un 
moment, ou quelque partie de tems très-petite. 

Four appliquer préfentement cette deGruélion à la matière que nous 
vouions éclaircir , fuppofons que deux quantités variables /i &. B pas- 
fent de leur état préfent par degrés dans le néant ,de façon qu'elles s’éva- 
nouïGent toutes deux à la fois ; rien n'empêche cependant que la raifoQ 
de & B ne puiGe durant tout ce tems reGer la même , ou ne puiGé 
croître conGamment , ou conGamraent diminuer : mais ceci eG certain, 
qu'à l'inGant que ces deux quantités A Si B ceffent d'être, leur raifon 
doit ceGer auGi , quoique peut-être d’une autre façon ; car où il n’y a 
point de quantités , il ne fauroit y avoir de raifon. Suppofons donc (ce 
qui eG trés-fouvent le cas ) qu’à l’inGant même que les deux quantités 
A&B s’évanouïGent , leur raGon paGè tout à coup d’un état ûni dans le 
néant ; cette raifon Gnie dans le dernier inGant de fon exiGence , eG ce qu’on 
appelle la àernicri raifon des quantités évme/centes A £7’ B. D’un autre côté G 
■ nous fuppofons que les quantités B paGent du néant à l’être , c’eG-à- 
dire, arrivent depuis zéro par degrés à un état Gni ; & de-plus , qu’au pre- 
mier inGant de leur exiGence leur raifon paGe tout à coup du néant à un 
état Gni, cette raifon Gnie dans le premier inGant de fon exiGence s’ap- 
pelle la première raifon des quantités naiffantes A B. EnGn ,G nous fup; 
pofons que les quantités variables /^& B paGent de leur état préfent Gio- 
^ ceGivemtnt par tous les degrés de grandeur dans l’inGni, ces quantités 
pourront perdre leur raifon de cette manière aufli-bien que de l’autre; 
&fi la raifon ceGe tandis qu’elle eG encore dans un état Gni , on l’appelle 
auGi en ce cas la dernière raifon des quantités A G" B croijfantes à tinfini. 

N, B, Par une raifon Gnie j’entends une raifon qu’une quantité Gni^ 
peut avoir à une autre. 

Un feul exemple fervira pour éclaircir le tout. Que x foit une quan- 
tité variabletfaites 4Xx—^■3ï=/^,& 2xx—h*=B; cela étant & B 
feront auGi des quantités variables , puisque leur valeur dépend des va- 

Tomell. ■ . Ce riations 
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nations de x; quand la quantité x fera évanefccnte, A ôc B )r feront 
pareillement; & quand la grandeur x deviendra infinie,. les grandeurs 
A âc B deviendront auffi : on demande donc proprement de détermi- 
ner la dernière raifon àc A k B, foit que ces quantités fe perdent dan$ 
le néant ou croiflent à l'infini. 

Avant que je réponde direftement à cette queftion , qu’il me foit 
permis d’obfcrver que les quantités A & B, pendant qu’elles exiltenc , 
auront l’une à l'autre une raifon plus petite que celle de 3 à i , & plus 
grande que celle de 2 à i ,ce que je prouve ainfi: la quantité 6xx-+2^t 
ell à 2XX-1-X comme 3 à i;(c’eft ce qui eft manifefte par l’égalité en- 
tre le reSUngle des termes moyens & celui des extrêmes : ) mais la quan- 
tité 4XX-+3X eft plus petite que 6XX-+3X; donc la quantité 4x1 
H-3X eft à 2XX-+X en moindre raifon que celle de 3 à i: d’un 
autre côté la grandeur 4xx-f 3x=J, & 2xx— j-x=B par l’hypothéfe; 
donc eft à il en moindre raifon que celle de 3 à i. C. Q. F. D. 

De-plus la quantité 4XX H- 2x eft à 2xx-|-ï comme 2 à i; mais la 
quantité 4xx-»-3x eft plus grande que 4xx-f 2X; donc la quantité 4x1 
H- 3* eft à 2XX H- X ( c’eft-à-dire , A eük B) en plus grande raifon que 
celle de 2 à 1. C. Q. F. D. 

Mais pour venir au point eflentîel : puifque A=^x -f 3X , & B = 2xx 
A fera à B comme 4xx— f-3x à 2xx— i-x; divifez les deux derniè- 
res quantités par x , & vous aurez Ak B comme 4X -f 3 à 2x -+i ; 
il parolt clairement par-là , que plus les quantités A & B font petites , 
c’eft-à-dire, plus x approche de l’état d’évanefcencc, plus la raifon de 
4x -f 3 à 2X-+ 1 approche de la raifon de 3 à i : quand x eft moindre 
qu’aucune quantité affignable, la raifon de 4x-f 3 à 2x-}- 1 ou la rai- 
fon de ^ à B , approchera fi fort de la raifon de 3 à r , qu’on ne pourra 
marquer aucune différence affignable ; & quand la gtandeur x devient 
évanefeente, & que par cela même 4X & 2x le deviennent auffi, la 
raifon de A k B deviendra celle de 3 à i : donc la dernière raifon des 
quantités évanefeentes A & B ferz celle de 3 à i. C. Q. F. D. 

La raifon de 3 à i continue à être une raifon après que les quantités 
A & B font évanouies, mais elle ceffe alors d’être la raifon de A k B, 

Outre cela, puifque A k B comme 41— f- 3 à 2x— t- 1 , divifez de- 
nouveau les deux dernières quantités par x , & vous aurez A k B com- 

roe 4H- —Z 2—1— J. Cette formule eft générale; mais on voit aifé- 

ment, que plus les quantités A 8c B font grandes, c’eft-à-dire, plus la 

quantité x approche de l'infini , plus auffi les quantités -|- & -L iront 

en .diminuant, & plus la raifon de 4 -+ 3 à 2.-f * approchera de la 

raifon 
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nifon de 4 à 2 ou de 2 à I. Que la quantité jcfoit plus grande qu’aucune 
quantité aflignable , & les quantités -j- & feront alors plus petitea 

qu’aucune quantité qui puilTc être aflignéé^ & la raifon de 4 — 

ou de ^ à B , approchera fi fort de celle de 2 à i qu’on ne pourra mar- 
quer aucune différence alTignable; donc quand x efl infini, & que les 

quantités -l" & , font entièrement évanouies , la raifon A k B 

devient la même que celle de 2 à i. Ainfi nous avons trouvé deux li- 
mites entre lesquelles la raifon de ^ à B ell toujours renfermée , dont 
elle peut , d’un côté ou de l’autre , toujours approcher plus près qu’au- 
cune diftance aflignable, mais auxquelles néanmoins il ne lui ell jamais 
poflible d’atteindre , jufqu’à ce que les quantités mêmes fe perdent dans 
le néant ou dans l’infini : & toutes les fois que des limites de ce genre 
font des raifons finies , c’ell aux Mathématiciens à les déterminer. 

Au commencement de mon difeours fur ce fujet, j’ai remarqué que 
des erreurs infiniment petites étoient quelquefois inévitables dans des 
calculs fondés fur de faulTes fuppofitions. Je n’ai allégué qu’un feul 
exemple de ces fuppofitions ; mais il y en a plufieurs autres du même gen- 
re , que les Mathématiciens font quelquefois obligés de faire , & que je me 
contenterai d’indiquer, m’étant (à ce que je crains) déjà trop étendu 
fur cette matière: comme quand ils fuppofent que les lignes courbes font 
compofées d’un nombre infini de lignes droites infiniment petites , ou que 
les aires curvilignes confillent en un nombre infini de parallélogrammes 
infiniment étroits ; quand ils fuppofent que les furfaces courbes des foli- 
des font compofées d’un nombre infiai d’anneaux plats infiniment étroits, 
ou leurs contenus d’un nombre infini de lames infiniment minces, quand 
ils prennent les incrémens infiniment petits de quantités qui ne croiffenc 
pas uniformément, pour leurs fluxions; quand, en Méchanique, ils 
fuppofent qu’une force continue efl compofée d'un nombre infini d’im- 
pulfions agiffant dans des intervalles de tems infiniment petits, & ainfi 
de fuite: ces fuppofitions, dis- je, font plutôt voifines du vrai qu’exac- 
tement véritables; & par conféquent en fondant fur elles quelques rai- 
fonnemens, nous ne devons pas être furpris de tomber quelquefois dans 
des erreurs infiniment petites , auxquelles il faut abfolument avoir égard 
avant de pouvoir arriver à une conclufion , à laquelle nous ferions natu- 
rellement parvenus en raifonnant exaftement. 

Les Mathématiciens, & particuliérement ceux d’entre eux qui font 
au fait de çette matière, fc montrent, la plupart du tems, alTez léfa- 

Cc 2 vés. 
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vés, quand Ib fe trouvent obligés d'en parler; non qu'ils fe défient âa 
la folidicé de leurs principes , mais parce qu'ils favent combien des fu> 
j^rs de cette nature font propres à donner lieu aux difficultés de ceux 
qui tpient toutes les occalîons*d’attaquer des vérités qu'ils n'auroient ja- 
mais découvertes , & que probablement ils ne comprendront jamais. 
Pour ce qui me regarde, ce n'eft qu'avec une extrême répugnance que' 
je fuis entré dans ce détail , dont j'aurois facilement pu me difpenfer : mais 
fachant par une expérience journalière, que la plupart des apprentifs 
Géomètres fouhaitent d'être initiés à ces Mjfftéres (peut-être plus qu'ils 
ne devroient eu égard à la médiocrité de leurs connoilTances Mathémati- 
ques) & ayant compofé ce Traité en leur faveur , j'ai cru qu'il valoir mieux 
leur communiquer mes idées fur Cet article , que de les lailTer expofés 
au danger d'en concevoir d’autres qui pourroient les jctter dans l’erreur.' 
Que fi dans ma diflinéUon entre l’infini abfolu & relatif je n’ai pas bien 
repréfenté le fentiment des Mathématiciens, je ferai toujours prêt à 
convenir de mon erreur auffi tôt qu’il m’arrivera d’en être inflxuit. 

Définitions, (fvg. 39,40.) 

ï 

■ 337* A P B foit me ligne donnée de pojîtion PM une ligne indéter- 
minée faifant un angle donné AFM avec laligne AF: que cette ligne indétcmù- 
née P RI foit fujipofée fe mouvoir le long de la ligne A B dans une poftsion tou- 
jours parallèle â elle-même, deforte que toutes les lignes PM foiens parallèles 
tune à l'autre ; que dans le inême tems que la ligne PM cjî tranfportce le 
long de la ligne Ab, le point M foit fuppofé fe mouvoir le long de la ligne 
FM, de façon à décrire par ce mouvement compofé quelque ligne droite ou cour- 
te: enfin, qu'il y ait un rapport cordant entre les lignes AP fj" PM, fÿ 
que ce rapport foit exprimé par une équation , qui comprenne cet lignes ou quel- 
ques-unes de leurs puiffanc es multipliées ou divifées par des grandeurs connues: 
tela étant la ligne droite ou courbe décrite par le point M s'appelle le lieu de 
cette équation; la ligne indéterminée PM en ejl une ordonnée, £ 3 * la ligne in- 
déterminée AP , comprife entre P , le point le plus bas rie rordonnée, £ 3 * le 
point A, qui èjl toujours fuppofé fixe, s’appelle l'abfcijfe de l'ordonnée PM. 
Comme par exemple, {Ftg. 39.) nommez rabfcilfe y/Z’,*, & l’ordon- 
née P M ,y , & que p éc q étant des lignes déterminées , le rapport 
confiant entre x & y foit exprimé par cette équation y~ : je dis 

que le lieu de cette équation fera une ligne droite , ce que je démontre 
. ainfi. 

Sur la ligne (prolongée s’il le faut) prenez depuis A vers P la 
ligne égale à p, & menez B C égale à g & parallèle à P A/, & du 

même 
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même côté de JPi cela étant, la ligne droite AC Çen le lieudel’cqua- 
don précédente. Car fi de quelque point comme M dans la ligne A C, 
on mène MP parallèle à BC, & qu’on nomme APx, & PMy, le» 
triangles femblables ABC Si AP M donneront AB (p)àBC (g) com- 
me AP (x) eftà PM (y) 

Suppofons préfentement l’angle APM (Fig. 40. ) toujours droit, Si 
T une ligne donnée, & que la ligne AP étant égale à *, Si P M égale 
à y comme auparavant , le rapport entre x Si y foit exprimé par cette 
équation, yy=rr—xx: je dis cela étant que le lieu de cette équation 
fera la circonférence d’un cercle, dont le centre cSiA,Si le rayon égal 
à la ligne r. Car fi nous fuppofons un pareil cercle décrit , & que de 
quelqu’un de fes points, comme M, nous menions la ligne MP perpen- 
diculaire à A P, Si que nous joignions A M , nous aurons AP'-^-PM' 
=AM', c’cft-à-dire, xx— |-yy=rrj donc yy=rr— xx. C. Q. F, D. 

L E M M E. (Fig. 41.) 

338. Suppo/ant tout comme dans le dernier article, que T angle APM étant 
toujours droit, p , q fÿ r /oient des lignes données, fÿ que le rapport entre x 
(^y/oit exprimé par cette équation xx— t-2px-|-pp— t-yy — aqy— t-qq=rr. 
Sur la ligne AP (prolongée s'il le faut ) 6? depuis A vers P, retranchez l^i 
Figne A B égale à p, & menez perpendiculairement à AB la ligne BC égale 
à q, du même cùté de AB que ta ligne PM: je dis cela étant que le lieu de 
tiquât ion précédente xx — 2px— hpp-fyy — 2qy-)-qq=rr fera la circonfé^ 
rince d" un cercle ayant pour centre C £5* pour rayon r. 

Car en premier lieu ,x’ — 2px -+ p' eft le quarré de x—p ou de p— x, 
fuivant que la ligne AP eH plus grande ou plus petite que la ligne A B^ 
c’eft-à-dire, x’ — 2pxH-p* fera le quarré de BP, quelle que foit la fi- 
tuation du point P rélativement au point B; ou fi l’on mène CD paral- 
lèle i AP, Si rencontrant la ligne P A/ ( prolongée s’il le faut) en D, 
le quarré xx — zpx-i-pp fera égal au quarré de CD. De-plus, yy — zqy 
^qq eft: le quarré de y—q ou de q~y, fuivant que la ligne PAf eft 
plus grande ou plus petite que PD, c’eft-à-dire , yy-2qy-+qq eft le 
quarré de D M : ainfi fubftituez dans l’équation précédente CD* au-lieu 
dex*-2px-i-p*, & DA/* au-Iieu de y*_2?y-f ?*, & vous aurez 
CD*-fDA/*=rr; mais par la 47érae. Propofition du I. Livre des Elé- 
mens, CD*h-DA;*=CA/* ; donc CM' -rr , Si CM=r: donc 
le point M doit être quelque part & peut fe trouver par-tout dans la cir- 
conférence d’un cercle, ayant pour centre C, & dont le rayon eil 
égal à la ligne r, C. jÇ. F. D. 
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. N. B. 1°’ Si nous avons -+ 2px au-lieu de — 2px dans l’équation pré- 
cédente, la ligne JB (= P ) doit être retranchée du côté oppofé kJP} 
& fi nous avons -+2?y au-lieu de —tqy, la ligne B C (=q) doit être re- 
tranchée du côté oppofé à PM. 

2*. Si l’équation efl; ï* -+y'-^2qy—t-q' = r * , c’eft-à-dire , fi la quan- 
tité P manque , il faut la fuppofer égale à o , auquel cas (Fig. 42.) le 
point B coïncidera avec le point & le centre C fe trouvera en me- 
nant J C (=q) perpendiculaire à JP ,&d\x même côté que la ligne P M 
ou du côté oppofé , fuivant qu’il y aura dans l’équation —2qyou-+2qy. 
Si la quantité q manquoit, le point C (Ftg. 43.) coïncideroit avec le 
point B, c’cll-à-dire, le centre C feroit quelque part dans la ligne 
JP, prolongée en cas de befoin; & il fe trouveroit en retranchant 
JC (=p) foit depuis J vers P ou dans le fens contraire, fuivant 
qu’il y auroit dans l’équation ~2px ou -h 2px. 

3°. Si l’équation eft x‘^ 2 px—hp‘-l-y*-^ 2 qy-+q'x: — r*, le- 

rayon du cercle fera y- r* ; & comme c’eft-là une grandeur impoflTi- 
ble, on doit en inférer, .qu’il ne fauroit y avoir une ligne telle que 
MP, qui ait avec JP le rapport exprimé dans l’équation. Mais fi 
réquation eft x' ^ 2px—hp‘ -i-y‘ ■^2qy~+q'=o, le rayon du cer- 
cle fera o, c’eft-à-dire, le cercle fe trouvera coïncider avec le point 
qui lui fervoit auparavant de centre. 

4". Si la ligne JP eft prolongée indéfiniment des deux côtés, el- 
le pafiera par le centre ou non, fuivant que le rayon r eft plus grand 
ou plus petit que la ligne q. 

5'. Si une des deux quantités p* ou ç ’ , manque dans l’équation, ou 
fi elles y manquent toutes deux, il faut les y fuppléer. Comme fi 
l’équation étoit**H:2px-+- J* 7t24y = :+r*. en complétant les quar- 
rés imparfaits x*^2px & y’i+aîyi aurons x*^2pxH-p* 
faites p*-hî*^r*=r* , & r fera le rayon 

du cercle. 

, PROBLEME 23. (Fig. 44.) 

339. £« deux points A fÿ B étant donnés, on demandé d'en trouver 
un troifiéme comme M, fitué de façon, qti’en y menant les lignes AM £f 
B M , ces lignes foient l’une à f autre en raifon donnée. 

Solution. 

Que JM foit h BM comme a h b; & comme nous aurons befoin 
dans la fuite d’une troifiéme proportionelle aux deux quantités a &b, 
que cette troifiéme proportionelle foit appellée rj que la quantité a 
. foit 



Digiiized by Google 




E L E M E N s D’A L G £ B R E. 



É07 



foit plus grande que la quantité i , & par conféqoent b plus grand? 
que c , c’eft-à-dire , que des deux points ^ & B, fok le plus éloi- 
gné de M: joignez AB, & nommez-le d -, enfin faites MP perpen- 
diculaire k AB. Cela étant , il y aura rélativeraent à ce problème 
trois cas différons; car le point P peut tomber entre A & B, ou fur B 1 
ou au-delà de B ; fuppofons le premier cas , favoir , que P tombe entre 
A & B, & voyons fi la folution de ce cas ne comprendra pas celle des 
deux autres. 

Nommez donc AP x, MP y, BP d—x, & vous aurez 
-fy*, PM*=ï* — zrfx— ; & par cela même AM' fera à 
B M' comme x' y* eft à x* - idx-\-d' -f y* : mais AMeîtk BM 
comme a à é par la fuppofition; donc AM' eHk BM' comme a* eft 
k b': ce qui nous donne la proportion fuivante,x*—fy’ eftàx’— adx 
-f d* -+ y* comme a' k b '; changez l’analogie en équation, & vous au- 
rez aaxx“2aadx— f aadd-f aayy=i Axx— f iiyy ; tranfpoicz bbxx 
-4*éyy,& vousaurezaaxx— iixx— 2 aadx— f-aaddH-aayy— Aéyy 
— o; divifez l’équation pas aa—bb , & il viendra ^ »'àx-+a'd‘ 



— l-y* = o;tranfpofez-^^,, & vous aurez xx—î^^-fyy= — r—* 

mais a, b de c font en proportion continue par la fuppofition, & par 
conféquent b'—ac, & a' —b'—a' — ac’, fubftituez donc a'—acklà 
place de a' — b' dans l’équation précédente, & réduifez (autant que 
faire fe pourra) les fraèlions à de moindres termes , & l'équation fe- 
ra — — j-çy*=— Or comme il y a dans cette équation deux 

inconnues x & y', elle ne fauroit déterminer la valeur d’aucune d’elles, 
mais montre feulement le rapport qu’il y a de l’une à l’autre : c’eft ce 
qui fait que ce problème eft fufceptiWe d’un nombre infini de folu- 
tions, c’ell-à-dire, qu’il y a un nombre infini de points, comme M, 
auxquels on pourra mener des lignes AM & BM, dont la première 
fera à l’autre comme a eAk b; & il paroit de -plus par le dernier arti- 
cle , que le lieu de tous ces points M fera la circonférence d'un cercle ; 

car la quantité dans cette équation répond à la quantité p dans 
l’équation du dernier article, & la quantité g dans cette équation eft 
ici égale à zéro ; donc par la fécondé obfervation précédente , le cen- 
tre du cercle fe trouvera quelque part dans la ligne AB prolongée 

au - delà de B , & la diftance de ce centre au point A fera ■ . 



-7 ai dit que ce centre fe trouvera dans la ligne AB, prolongée , à cauf: 

que 
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que la diflance èfl plus grande que ou dow AS, 

Nous devons nous attacher en fécond lieu à déterminer la longueur 
du rayon ; & pour cet effet il fait prendre garde , que la quantité 

PP dans l’équation précédente, c’efl-à-dire, - manque; en l’a- 

0— e 

joûtant donc dans l’un & l’autre membre, l’équation fera xx — 
A ^ ; multipliez tant le numérateur que 

le dénominateur de cette dernière fraction — -d^par o — c , afin quel- 
le puiffe avoir le même dénominateur que celle qui lui eft jointe, & 
la fraélion ’fera alors ; ajoûtez cette fraêlion à l’autre du 

a — f 

même membre , c’ell-à-dire , à la fraflion ■4- ■ " , & la fomme fera 

. a — e 

_î£^, ou - , à canfe que b’=ac: l’équation fera donc xx— 
a — c a — e 

-f **‘^*_ . donc ell la quantité qui répond 

^ a— c a—c a—c 

à r’ dans l’équation du dernier article; par confequent r ou le rayon 
cherché ell égal à ~ ; ce qui nous donne la conlbuêtion fuivante. 
Prolongez la ligne AB jusqu’en E , de-forte que AE foit égale à 
a* . fl après cela, en prenant le point E pour centre, & pour 

rayon un intervalle égal on décrit un cercle, la circonférence 

de ce cercle fera le lieu cherché. 

Cette conftruftion eft une fuite immédiate de l’équation ,& peut être 
rendue encore plus limple de la manière fuivante. 

Prenez fur la ligne B les lignes SA, BC, BD en proportion con- 
tinue , de-forte que B ^ foit à B C, ou B C à B D comme a eft à ê; pro- 
■ longeant- enfuite la ligne AB au-delà de B autant qu’il le faut, prenez 
auffi AD, AB, AE en proportion continue; & depuis E vers A re- 
tranchez EBde telle longueur, que ylE foit à £ B comme AB zBC: 
cela étant je dis, que fi de £ comme centre à l’intervalle EF on décrit 
un cercle FMG, coupant la ligne A E prolongée en G, la circonféren- 
ce de ce cercle fera le lieu du point M. 

Cetteconftruftion (dis-je) eft une fuite immédiate de l’analy fe préceden; 

ic. 
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te; car comme les quantités a 81 b peuvent c treprifes à difcré don, pour- 
vu qu’elles ayent l’une à l’autre la raifon donnée, (1 nous faifons a = d 
S/ZB, nous aurons B C=b D=c,jiD = a—c E= 

a — c a — c’ 

parce que //£ eil à £ f comme a eft à A, ou comme efl à 

Voici une démondradon fynthétique de la condruélion précédente. 

Nous devons prouver, que fi des deux points A B, on mène deux 
lignes à quelque point comme M dans la circonférence du cercle décrit 
ci-delTus,la diftance.<^M fera à la dülance MB comme a à é, ou com- 
me AB à B C. 

Que la ligne AM (prolongée s’il le faut) coupe le cercle dans quelque 
autre point comme //, & menez E H. Puisque par la conllruédon A E 
eft à ££comme AB k B C, nous avons AE’ k EF' comme AB'kBC': 
mais B A, BC, BD font en proportion continue par la conllruélicn ; ce 
qui donne BC'—ABxB DidonoAE' edi EF' comme AB' edk AB 
X BD, ou comme AB 3 . BD: mais dAE'tdkEF' comme ABk BD, 
il fuit de l’art. 330. ({uo A E' odkA E' — E F' comme A B cdkAB — BD: 
mais le dernier terme de cette propordon, fivoicAB — BD, ellégal 
à AD, & le fécond terme , favoir AE'—EF'ed égal à AE — EF 
X A E-~E E = AFx AG=A MxA II, par un corollaire qui fe déduit ai- 
fément de la 36^106 propofition du troifiéme Livre des Èlémens ; donc 
AE' eft à AMxAIi comme AB k AD, ou comme AE kAB par la 
conftruélion , ou comme AE' à ABxAE; donc A E' ed à A MxAIf 
comme AE' cd à ABx.AE-, donc lereélangle AM-t-AH ed égal au 
reélanglc AB* AE-, donc par la i6>-'>ne propofition du fixiéme Livre des 
Elémens,/fiV/ed àyfB comme .<^£ ed à AH; donc par la pro- 
pofition du fixiéme Livre des Elémens, les triangles A MB & A EH 
' font femblables; donc JVcd à MB comme AE à EH, ou comme 
AE k EF, ou comme AB à BC. C. Q. F. D. 

SCHOLIE I. {Ftg. 45, 44.) 

Si le point M fe trouve fitué quelque part dans une ligne droite, qui 
coupe la ligne A B en deux pardes égales , & à angles droits , les didances 
MA & MB feront.par-toutégales,&parconféquent les quantités a 
qui expriment la raifon que ces didances ont entre elles , feront égales aufli : 
ainfi par la raifon des contraires, fi les quantités a & 6, qui expriment la 
raifon qu’ont entre elles les didances MA & MB font égales , ces didances 
le feront aufli , & le Ueu du point M fera une ligne droite , qui coupera la 

Tome IL Dd ligne 
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ligne AB m deux parties égales & à angles droits. Cela eft clair j mais 
peut-être qu’un Lefteur tant foitpeu curieux demandera comment ce cas 
peut fe '.déduire de la conftruaion générale? Je réponds , que la nature du 
cercle FM eft telle, que quelque part qu’on prenne le point M,AM fera 
à B A/ comme « à ê ; que A/ coïncide avec F, & vous aurez AM = AF, Si 
B M= B F, Si par conféquent AFc^kBF comme a eft à i ; mais en ce 
cas a=i; donc AF^BF-, donc en ce cas le cercle AA/ coupe la ligne 
AB ^ deux parties égales & à angles droits par la réunie propofition 
du troifiéme Livre des Elémens. De-plus, fi a=i, nous aurons a‘ = 6*, 
& = c’eft-à-dire, o=c, & a-c=o, ce qui rend _^,oule 

rayon du cercle FM infini; mais une portion finie, comme FM, d une 
circonférence infinie ne diffère en rien d’une ligne droite ; donc en ce 
cas FM lieu du point M eft une ligne droite, coupant la ligne AB en 
deux parties égales «St à angles droits. C. Q. F. D. 

De pareilles recherches paroîtront peu imporuntes à tout homme qui 
ne fera fimplement que géomètre ; mais moi , qui écris ceci comme phU 
lofophe. Si (à ce que j’efpére) pour des philofophes, je penfe n’avoir, 
ni perdu ma peine , ni desobligé mon Lefteur , en contemplant enfem- 
ble la nature de la vérité , & en obfervant les différentes formes qu’elle 
revêt en reftant toujours la même. 

SCHOLIE 2. (_Fig. 46.) 

De la folution du problème précédent dépend celle d’un autre problè- 
me que voici. Que A, B Si C foient les centres des bafes de trois co- 
lomnes érigées fur le plan .//B C, dont les diamètres foient a, ê & c ref. 
peêlivement: on demande un point, tel que M , dans le plan du trian- 
gle A B C, d’où ces colomnes étant vues auront leurs diamètres apparens 
tous égaux. 

Le diamètre apparent d’un objet rond vu i quelque diftance, eft me- 
furé par l’angle fous lequel le vrai diamètre eft vu par l’œil : d’où , en 
raifonnant comme dans l’an. 304 , il fuit que le diamètre apparent d’un 
objet rond vu à quelque diftance fera «mmme le vrai diamètre direêf ement , 
& comme fa diftance de l’œil réciproquement: donc le diamètre apparent 
de la colomne A, vue dn point M, fWa au diamètre apparent de la co- 

lomne B , vue du même point , comme eft à ce pro- 

blème requiert que les diamètres apparens foient égaux; ainfi la quan- 
tité doit être égale à la quantité » 0“> pour mieux exprimer 

la 
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b chofe.A/./^ doit être à MB comme a à i: donc fi,fuivant le dernier 
problème, on décrit la circonférence d’un cercle, dont la diflance d’un 
point quelconque relativement à foit à la diftance dont ce même point 
eft de B comme a ell à ê, le point M devra être quelque part dans la 
circonférence de ce cercle: de-même, C la circonférence d’un cercle efl 
décrite, & que la diflance d’un point quelconque rélativement à £ foit 
à la diflance dont ce même point efl de C comme ê à c , le point M de- 
vra être quelque part dans la circonférence de ce cercle : donc fi ces 
deux cercles s’entre-coupent ou fe touchent l’un l’autre , le point de 
vue M fera dans les points d’intcrfeftion , ou dans le point de contaêl, 
fans quoi la folution feroit impofllble. 

• Si les diamètres a, ê & c font tous égau-x, le point il/ (filg. 47.) fera 
dans une perpendiculaire qui coupera /JB en deux parties égales , par 
le premier fcholie, & auQi dans une perpendiculaire qui coupera en 
deux parties égales la ligne BC, par le même fcholie , & conféquem- 
ment le point M fera dans l’interfeftion de ces perpendiculaires , c’efl-à- 
dire, parla 5<iine. propofition du quatrième Livre des Elémens, le point 
M fera dans le centre d’un cercle, qui pafTera par les trois points J, B 
& C, comme le problème l’exige. Ainfi il n’y aura qu’un feul point de 
vue: car fi ces lieux avoient été des cercles qui s’entre-coupafTent en deux 
points, il y auroit eu deux points de vue; mais comme dans le caspré- 
fent les cercles fe transforment en lignes droites, il ne peut y avoir qu’u- 
ne feule interfeélion , ou un point de vue, l’autre devant être fuppofé 
éloigné à une diflance infinie. 

S c H O L I E 3. 

Au moyen des trois derniers articles le Leêieur pourra fe former 
quelque idée de ce qu’il faut entendre par lieux géométriques, & 
de leur ufage dans la folution «Sc dans la conflruaion des problèmes 
géométriques ; mais il lui fera impoHible de fe mettre bien au fait 
de ces matières , s’il n’étudie avec foin les feftions coniques, qui 
font les lieux qu’on employé ordinairement dans la conflruflion de 
toutes les équations de plus de deux degrés; je recommanderai pour 
cet effet la leâure du Traité des Seêlions Coniques du Marquis dé 
V Hôpital: Ouvrage poflhume à -la- vérité, mais néanmoins très-cor- 
reél à un petit nombre d’endroits près, dont quelques-uns, à mon 
avis’, ont été cenfurés trop févérement; furiout fi l’on confidére 
qu’ils peuvent être aifément corrigés , & qu’ils l’auroient été f^s- 
doute fl l’Auteur avoit vécu affez longtems pour mettre la dernière 

Dde main 



Digitized by Google 



212 ' E L E M E N S D’A L G E B R E. 

main à cet Ouvrage. Ce Traité me paroît plus dair, plus facile à 
comprendre, & plus propre à cnfeigner bien des chofes en peu de 
tems , qu’aucun autre qui me foit connu , & je le recommande furtout 
à ce dernier égard. Dans les quatre derniers Livres de cet Ouvrage on 
trouve la matière des lieux géométriques , rélativement à leur conllruc- 
tion & à leur ufage, parfaitement bien approfondie, & éclaircie par 
un nombre fuffifant d’exemples. En un mot , le plan de cet excellent 
Traité eft,à tous égards, fi bien fait, & exécuté avec tant de facilité, 
de clarté & de jugement, que ce feroit une vanité inexcufable à moi 
de penfer feulement pouvoir ajoûter quelque chofe à une pièce aufli fi- 
nie. Il me fuffit d’avoir donné à mes Ledeurs quelques notions fuper- 
ficielles concernant les lieux géométriques, & il ell tems que je paflc à 
d’autres fujets. 



LIVRE VIII. 

• P A R T I E I r. 

Des Priftnes, des Cylindres , des Pyramides, des Cernes fj* des Sphères. 

P Lufieurs des articles fuivans concernant le Cercle , la Sphère & le 
Cylindre, font pris d' Archimède, mais démontrés autrement; & 
quoiqu’ils n’ayent point de relation immédiate avec l’Algèbre , comme 
leur nombre cependant n’efi pas grand, & qu’ils forment une efpéce de 
Supplément à la Géométrie d’EucUde , je n’ai guéres pu me difpenfër de 
leur donner place ici , pour l’amour de ceux qui n’ont pas occafion de 
lire Archimède , & pour la commodité de quelques autres qui pourroient 
faire cette ledure s’ils vouloient. Outre cela , comme la dodrine des So- 
lides, telle qu’elle fe trouve dans les Elémens d'EucIide, ell de duredi- 
geftion, je ne me fuis fait aucun fcrupule d’inférer dans ce Livre quel- 
ques-unes des principales propriétés des Cônes & des Pyramides , & de 
les démontrer d’une manière plus facile & plus fimple. Enfin, comme 
la mefure du cercle eft abfolument requife pour mefurer le Cylindre, le 
Cone& la Sphère, je commencerai par expliquer ce cp! Archimède nous 
a laiflë fur ce fujet. 

L B H M c. 

34.0. Si dans untriangU-reèlangle un desetùgles aigus ejl de trente degrés, ou 
le tiers d'un droit , le côté oppojè feraégalàlamoitiè de rhypotbènufe.(Jc\g.e^%è) 
Que ABC foit un triangle- redangle , ayant fon angle droit en B, & 

que 
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que l’angle BjiC foit de 30 degrés , je dis cela étant , que le côté op- 
pofé B C fera la moitié de l’hypothénufe W C. 

' Car prolongeant CB au-delà de B jufqu’en Z) ,deforte que la ligne JSD 
foit égale i B C, & menant ^D, les deux triangles ABC &. ABDk- 
ront égaux & femblables; donc l’angle CAD fera de 60 degrés, & les 
lignes AC &AD feront égales ; donc les deux autres angles en C & en û fe- 
ront chacun de 60 degrés , & le triangle A CDCen équilatéral ; donc la li- 
gne B C , qui eft la moitié de CD fera auffi la moitié de A C. C. Q. F. D. 

L E M M E. (Fig. 49, JO.) 

341, Que ABC fuit un triangle-reBangle , ayant /on angle droit en B; £> 
que de deux polygones femblables iÿ équilatéraux , F un étant fuppofé circonferit 

foutre inferit au cercle, f angle BAC foit égal à la moitié de f angle au 
centre, mquelejl oppofé un côté de chaque polygone: je dis cela étant, que 
AB fera à BC, comme le diamètre du cercle au côté du polygone circonferit ; 

41/e A C fera B C comme le diamètre du cercle au côté du polygone inferit. 

> Que D foit le centre du cercle, £FG un çôté du polygone circonferit, 
touchant le cercle au point F, & HI K lé côté d'un polygone fembla- 
ble infait ; enfin que H K & E G foient llippofées parallèles , de façon 
à être foutendantes du même angle au centre. Menez les lignes D HE, 
DIF, DKG; cela étant, les trois triangles ABC, DEF & DHl 
feront femblables, ayant les angles en B, F ôc I droits, & l’angle BAC 
étant égal à l’angle ED F par la fuppofition ; donc A B fera à B C com- 
me DFà EF, ou comme iDFà EG, c’eft-à-dire , comme le diamètre 
du cercle eft au côté du polygone circonferit; & AC fera à BC comme 
DH h HJ, ou comme 2DH à H K, c’eft-à-dire , comme le diamètre 
du cacle au côté du polygone infait. C. Q. F. D. 

Si f angle BAC ejl la 4b!<inie partie d’un droit , A B fera à BC comme le 
diamètre d' un cercle quelconque ejl au côté tf un polygone régulier de 96 côtés , 
circonferit au même cercle , fÿ A C fera d B C comme le diamètre efl au cS. 
té d'un pareil polygone inferit. Car fi la ligne H 1 K eft le côté d’un poly- 
gone régulier de 96 côtés inferit , l’arc H F K fera une 96<iine partie de 
la circonférence, ou la 24^nie partie d’un quart de la circonférence, «St 
l’arc HFnneqS^rsx partie de ce quart; d’où il fuit que l’angle E DF oa 
HDI fera une 48én>î partie d’un angle droit. 

Theoreme. 

342. La circonférence de tout cercle ejl tant foit peu plus grande que trois 
diamètres (Yig. 51.) 

D d 3 Que 
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Que Ah foit le- côté d’un hexagone régulier infcrit à un cercle dont 
le centre e(l C, & menez AC Sc B C-, cela étant, l’angle en C dans le 
triangle AB C fera de 6 o degrés , comme comprenant une partie - 
de toute la circonférence; puis donc que les lignes AC & BC font éga« 
les , les deux autres angles en A & en B feront chacun de 6 o degrés ; 
donc le triangle AB C fera équiangle , & partant équilatéral ; ainfi la li- 
gne AB fera égale à AC, & 6 AB à 6 AC\ mais 6 AB font égales au 
périmètre de l’exagone infcrit, & CAC font égales à trois diamètres; 
donc le périmètre d’un hexagone régulier infcrit à un cercle fera égal à 
trois fois le diamètre de ce cercle: d’où il fuit que la circonférence, du 
cercle même eft tant foit peu plus grande que trois diamètres. C. Q. F. D. 

THEOREME. 

343. Si le diamètre d'un cercle ejl défigné par i , la circonférence fera tant 
fit peu plus petite 3 — j £?' tant foit peu plus grande 3^. 

Dimonflration de la première partie. ( Fig. 52. ) 

Que ABC foit un angle droit , auquel vous oppoferezles lignes AC, AD , 
AF. , AF, AG de la manière fuivante ; faites l’angle BAC égal à la 3^106 partie 
d’un droit, BADà une 6<!ine partie, à une partie, une 

24(imc partie , BAG à une 4’8'iŒe partie : cela étant , AC lêra double de BC par 
fart. 340, & AB fera à BG comme le diamètre d’un cercle eft au côté d’un 
polygone régulier de 96 côtés circonfcrit à ce cercle par l’art. 341. De- 
plus, comme la ligne AD divife l’angle B AC en deux parties égales, 
nous aurons comme AB k AC , ainfî BD k DC par la troifiérae propo- 
fition du fixiéme Livre des Elémens; & par l’art. 330, AB-\-AC eft 
à AB comme BCeftàBD; & ( alternando) AB ~+AC eft à B C com- 
me B eft à B D: donc fi la ligne B C eft divifée en un nombre quel- 
conque de parties égales , quel que (bit le nombre de ces parties con- 
tenu dans la fomme des lignes AB & AC, le même nombre de parties 
femblables de BD fera contenu dans la feule ligne AB-, par exemple, fi 
la ligne B C étoit divifée en 10000 parties égales, & que la fomme AB 
-+AC contînt 37320 de ces parties, en ce cas, fi la ligne BD étoit 
divifée en 10000 parties égales, la ligne AB feule contiendroit 37320 
de ces parties. On peut démontrer de-même, que quel que foit le nom- 
bre des parties de B D contenu dans la fomme des lignes AB, AD, le 
même nombre de parties femblables de B £ fera contenu dans la feule 
ligne AB, & ainli de fuite: d’où nous inférons 

I*. Que 
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I*. Que fi B C eft divifée en locoo partie* égales, ou (ce qui revient 
au même) G nous appelions BC 10000, AC fera 20000, & par confé- 
quent la ligne AB fera plus grande que 17320 , & AB-^AC plu* 
grande que 37320. 

2°. Si = 10000, AB fera plus grande que 37320, plus gran- 
de que 38($3(5 , & AB-¥ A D plus grande que 7595Ô. 

3*. Si BE= 10000, AB fera plus grande que 75956, AE plus gran- 
de que 76611 , & AB-i-AE plus grande que 152567. 

4°. Si BF= 10000 , AB fera plus grande que 152567, .«^i^'plus gran- 
de que 152894, &JB ~FA F plus grande que 305461. 

5°. Si B G= 10000, AB fera plus grande que 305461 ; donc, par 
la raifon des contraires, fi l’on Çm^ço^oAB égaie à 305461, B G fera 
plus petite que 10000: mais il a été prouvé ci-deflus que /iB eft à jB G 
comme le diamètre d’un cercle au côté d’un polygone régulier de 96 cô- 
tés circonfcrit à ce même cercle ; c’eft pourquoi le diamètre d’un cercle 
étant fuppofé égal à 305461 , le côté d’un pareil polygone fera plus pe- 
tit que roooo, & tout le périmètre plus petit que 960000; donc le pé- 
rimètre d’un pareil polygone fera plus {>etit que le produit du diamètre 

multiplié par 3-1^ ou car 305461 x -^ = 96oo20y ; par confé- 

quent , fi l’on défigne le diamètre de quelque cercle par i , le périmètre 
d’un polygone régulier de 96 côtés circonfcrit à ce cercle, fera plus pe- 
tit que 3-^ ; mais la circonférence de tout cercle eft plus petite, qu’un 
polygone quelconque circonfcrit ; donc à plus forte raifon la circonfé- 
rence du cercle fera plus petite que 3~^ Q: 

Démonjlration de la fécondé fartie. (Fig. 53.) 

Que ACDEFGB foit un demi-cercle ayant pour diamètre AB , & que 
dans ce demi-cercle les lignes A C, AD ,AE,AF, AG , foient inferites de 
la manière fuivante:faitcs l’angle égal à latroifiéme partie d’un droit, 
BAD à une fixiérae partie, BAE àune i2^me partie, B AF à une 24<nie 
partie, B AG h une 4S'-‘nie. partie, & joignez fiC, BD,B E, BF, BGi 
cela étant, AB fera double de BC,& AB fera à B G. comme le diamé- 
tre d’un cercle au côté d’un polygone de 96 côtés inferit à ce même 
cercle. Que AD coupe B C en /i, & par la démonflration de la pre- 
mière partie de ce théorème AC— F AB fera à CB comme ACï 
puisque par la confbrudlion la ligne A H coupe en deux partie., égales 
l’angle BAC: mais les triangles & AD B font femblables, ayant 

les 
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les angles en C & D droits , corame étant dans le demi-cercle, & l’an, 
gle CAH éga\ à l’angle DAB’,àonz AC fera Ï.HC comme ADii B D: 
mais il a été prouvé , que comme AC edkUC ainfi A B AC eft à 
BC-, donc commz AB-+ AC eft à BC, ainfi AD eft à BD-, & quel 
que foit le nombre des parties de B C contenu dans la fomme des lignes 
AB, AC, le même nombre de parties femblables de BD, fera conte- 
nu dans la feule ligne AD-. d’où nous inférons 

I. Que fl BC=ioooo, la ligne AB fera =20000, AC ^\\is petite 
que 17321, & . 45 - 1 - .dC plus petite que 37321. 

2". Si B D = 10000, AD fera plus petite que 37321, AB plus petite 
que 38638, &. AB -i- AD plus petite que 75959. 

3». Si B£=ioooo, AE fera plus petite que 75959, AB plus petite 
que 76615, & AB-A-AE plus petite que 152574. 

4°. Si B F= 10000, A F fera plus petite que 152574, AB plus peti- 
te que 152902 , & AB -+ AF plus petite que 305476. 

5». Si B G = 10000, AG fera plus petite que 305476, & . 4 B plus 
petite que 305640; donc par la raifon des contraires, fi AB eft égale 
à 305640, B G fera plus grande que 10000; mais AB ettà BG comme 
le diamètre d’un cercle eft au côté d'un polygone régulier de 96 côtés 
infcrit à ce même cercle; donc fi le diamètre de quelque cercle eft 
305640, le côté d’un pareil polygone infcrit fera plus grand que 10000, 
& fon périmètre plus grand que 960000; donc le périmètre d’un pa- 
reil polygone fera plus grand que le produit du diamètre multiplié par 

ou ; car 305640X .|^=959968 — ^ : donc fi l’on défigne 
le diamètre d’un cercle par le nombre i , le périmètre d’un polygone 
régulier de 96 côtés infcrit à ce cercle fera plus grand que 3^: mais la 

circonférence de tout cercle eft plus grande que le périmètre de quelque 
polygone infcrit; don<^ à plus forte raifon la circonférence de ce cercle 

fera plus grande que 3.^. C. Q. F. D. 

Ainfi le diamètre d’un cercle étant i , la circonférence fe trouvera en- 
tre ces deux limites très-prochaines, favoir 3.^4 3.^: toute la diffé- 
rence de ces limites n’eft que par conféquent cette méthode dé- 

termine la grandeur de la circonférence d’un cercle à une 497-'“e par- 
tie du diamètre prés. 



La 
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La manière la plus abrégée de trowuer les nombres déterminés dans 
ce dernier Article. o i 

344. Si quelqu’un vouloit examiner les calculs précédens, il feroit 
bon qu’il fût que les liypothénufes des triangles ABD, ABE, ABF 
& ABG (Fig. 52,53-) peuvent être calculées, fans qu’il foit befoin 
d’élever le plus grand côté au quarré.ou d’extraire la partie la plus con- 
fidérable de la racine quarrée. Comme fi AD (Fig. 52.) hypothénufe 
du triangle ABD dans la première partie, étoit requife,/?iB étant 37320 
&. BD 10000, voici la méthode dont je me fers. 

I'. Quelle que puifle être la valeur de fhypothénufe D , il eft cer- 
tain que le plus grand côté AB fera égal à une partie confidérâble de cet- 
te hypothénufe; & partant s’il faut trouver AD 3.11 moyen d’une fé- 
tie, comme on lé fait ordinairement en tirant la racine quarrée, il fau- 
dra faire de AB\c premier terme , & voilà pourquoi j’appellerai 37320 
= A B ma première racine. De-plus , comme le quarré de û doit ex- 
céder le quarré de AB d’une quantité égale au quarré de BD, c’eft-à- 
dire, de loooocooo; j’appelle ce nombre mon premier dividende , & 
doublant ma première racine , j’en appelle le produit 74640 mon pre- 
mier divifeur. 

2“. Je divife mon premier dividende par mon premier divifeur, «3c 
le premier caraftére du quotient (car il ne m’en faut pas davantage jus- 
qu’à-prefent) fe trouve être i ; or comme ce nombre vient du rang des 
milliers, jajoûte 1000 à ma première racine, «Scai par-là 38320 pour 
une fécondé racine plus correfte que la première. J’ajoûte aufli le mê- 
me nombre de 1000 à mon premier divifeur, <& puis multipliant la fom- 
me 75^54-0 looo, qui eft le nombre ajoûté, je retranche le produit 
75640000 de mon premier dividende, & il refte 24360000; j’appelle 
ce nombre mon fécond dividende, «Sc le double de ma fécondé racine 
favoir 76640, je l’appelle mon fécond divifeur. ’ 

3°. Je divife mon fécond dividende par mon fécond divifeur, «Sc le 
premier caractère du quotient eft 3, qui venant du rang des centaines 
fignific 300; j’ajoûte donc 300 à ma fécondé racine, «S: ai par-là 38620 
pour ma troifiéme racine; j’ajoûte pareillement le même nombre 300 
à mon fécond divifeur, & multipliant la Ibmme 76940 par 300, le pro- 
duit eft 23082000, lequel étant fouftrait de mon fécond dividende, me 
laific 1278000 pour troifiéme dividende, «S: le double de ma troifiéme 
racine, favoir 77240, me fervira de troifiéme divifeur, 

4°. Je divife mon troifiéme dividende par mon troifiéme divifeur, & 
le premier caraêlérc du quotient eft i , qui fignifie lo ; ainfi j’ajoûte 10 
Tome II. E e i 
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à ma troifiérae racine, & trouve pour quatrième radne 38630: enfuite 
ajoûtant 10 à mon iroiCéme divifeur, la fomme cft 77250, laquelle é- 
tanc multipliée par 10, & le produit 772500 étant foullrait de mon troi- 
fiéme dividende, il relie 505500 pour quatrième dividende, & le dou- 
ble de ma quatrième racine, favoir 77260, me fournit un quatrième 
divifeur. 

5“. Enfin , je divife mon quatrième dividende par mon quatrième di- 
vifeur, & le quotient le plus proche trop petit eÜ 6; j’ajoûte donc 6 à 
ma quatrième racine, & ai par ce moyen pour cinquième racine 38636, 
qui cil la racine la plus proche au-defifous de la véritable qu’on puiffe 
exprimer en nombres entiers: donc l’hypotliénufe Aûeü. plus grande 
que 38636. 

La raifon de ces différentes opérations ell claire pour tous ceux qui 
font bien au fait de la méthode ordinaire d'extraire la racine quarrèe. 

Nombres par lesquels Van Ceulen a exprimé la circonférence d'un 
cercle dont le diamètre ejl i. 

315. Cette méthode à’yfrchiméde peut être portée à tel degré de prè- 
cifion qu’on voudra: Ludolf van Ceulen, fuppofant le diamètre égal à i, 
a exprimé la circonférence par les 36 caraéléres fuivans 

3 .1415 9265 3589 7932 3846 2643 3832 79JO 288 -t-. 

Mais depuis l’invention du Calcul des Fluxions par Neviton , cet illullre 
Matliématicien a déduit de cette invention des fériés , qui exigent in- 
finiment moins de peine que les bifeélions d' Archimède ou de van Ceulen, 
& à l’aide desquelles on peut pouffer le calcul de la circonférence d’un 
cercle jufqu’à 12 ou 13 caraélércs dans l’efpace d’une bonne demi-heure, 
comme le Dofteur Halley l’affure après en avoir fait l’expérience. 

N. B. La raifon du diamètre d’un cercle à la circonférence, telle que 
Metius l’afligne, favoir 113 à 355, efl la plus exaéle qu’il foit poflible 
d’exprimer en d’aufli petits nombres. ( Voyez Schol. r. de l’Art. 179. ) 

Pourquoi la Quadrature du cercle ejl impoj/ïble géométriquement. 

346. Si, le diamètre ou le demi-diamètre d’un cercle étant donné, on 
pouvoit trouver une ligne droite exaélement égale à la circonférence, 
foit que cette ligne fût exprimable en nombres ou non, la quadrature 
du cercle auroit aulfi peu de difficulté que celle de quelque figure termi- 
née par des lignes droites , ce que je prouve ainfi. 

Que 2r défignent le diamètre d’un cercle , & 2e la circonférence ; cela, 
étant, re, produit du rayon multiplié par la dcmi-circonférence , fera 
• ' l’aire 
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J’aire du cercle, par le coroll. 4. de l’art. 311. Que x foit le côté d’un 
quarré dont l’aire eft égale à celle du cercle, & nous aurons xx=rc; 
donc X fera une moyenne proportionelle entre r &c, & peut fe trouver 
par la propofition du fijdéme Livre des Elémens. Mais le diamè- 
tre ou le demi-di^métre d’un cercle étant donné, il ell impoQible de 
trouver à l’aide des Pojlulata d'Euclide une ligne droite égale à la circon- 
férence ; donc le cercle ne fauroit être prouvé égal à un quarré par les 
mêmes principes fur lesquels Euclide fonde la quadrature des figures rec- 
tilignes ; & voilà pourquoi nous difons que la quadrature du cercle eft 
impoffible géométriquement. Mais comme les trois Pojtulata à’ Euclide , 
quoique d’une extrême fimplicité dans la théorie, ne fauroient être exé- 
cutés avec une fi parfaite précifion , qu’il ne s’y rencontre quelques dé- 
fauts en tirant & en prolongeant des lignes , en prenant les diltanccs des 
points &c., & que ces défauts doivent néceflairement produire des er- 
reurs dans les opérations fuivantes j & enfin , comme au moyen du dia- 
mètre un cercle peut fe trouver en nombres, à tout degré afîignable 
d’exaêtitude, il fuit, que dans la pratique, la quadrature du cercle ell 
aufli poflible que celle de toute autre figure que ce foit qui n’efi pas un 
quarré. 

CoTolhiires déduits de r Art. 343. 

347. On peut déduire de l'art. 343. plufieurs corollaires, dont nous 
indiquerons les plus importans. 

I*. Le diamètre de tout cercle ejl à la circonférence comme j à 22 à feu 
pès : car 1 ejl à ou 21 comme 7 à 22. 

2*. Si dejl le diamètre (F un cercle, fon aire fera - car comme 7 

eft à 22 , ainfi le diamètre d eft à la. circonférence & fi le rayon j 

eft multiplié par la demi-circonférence le produit -inféra faire, 
par le corollaire 4 de l’art. 311. 

3“. Kous inférons de ce qui vient dêtre'dit, que le diamètre d'un cercle 
étant donné, on peut facilement trouver f aire, È? réciproquement , fans s'em- 
barrajfer de la circonférence , en difant, comme le nombre 14. ejl à ir, ainji 
le quarré du diamètre donné ejl à Faire cherchée ; mais Ji Faire ejl donnée, fiÿ 
qu’il faille trouver le diamètre, il faut prendre Finverfe de F analogie, Fÿ dire, 
comme le nombre ii ejl à 14, ainji Faire donnée ejl à un quatrième nom- 
bre, lequel nombre fera le quarré du diamètre, Ff fa racine quarrée le diamè- 
tre même, 

Ee a 4°- ^ 
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4.». H fuit des deux derniers corollaires, que^ k diamètre d'un cercle 
ejl à la circonférence comme a 4 b , le quarré du diamètre S un cercle quelcon- 
que fera à fan aire comme 4a i b; fÿ réciproquement Paire fera au quarré du 
£amètre comme b i 4a. • 

5*. Les circonférences de tous les cercles font comme leuri diamètres ou de- 
mi-diamètres, iÿ leurs aires comme les quarré s des diamètres, ou demi-diamè- 
tres. Car fl d & e font les diamètres de deux cercles , leurs circonféren- 
ces feront-^ & & le nombre ell à (en effaçant le dé- 

nomiiiateiir commun 7 & le multiplicateur commun 22) comme dïe. 
Dc-plus faire du cercle dont le diamètre ell d cft par le fécond co- 
rollaire ; & par la même raifon , faire de l’autre cercle dont le diamètre 

ell e ell ; & le nombre ell à comme ddk ee; donc les cir- 
14 14 14 

Confèrences de tous les cercles font comme leurs diamètres , & leurs ai- 
res comme les quarrès de leurs diamètres. Et puisque les moitiés des 
quantités font en même raifun que les quantités entières, & que les moi- 
tiés des quarrès font entre elles comme les quarrès des quantités entiè- 
res, il fuit auffi que les circonférences des cercles font comme leurs demi- 
diamètres, & leurs aires comme les quarrès des diamètres. 

6‘. S'il y a trois cercles tels, que la fomme des quarrès des demi-diatnè- 
tres de deux de ces cercles , ejl égale au quarré du demi-diamétre du troijiémc; 
je dis cela étant , que les aires des deux premiers cercles prifes enfsmble feront 
égales à faire du troifiéme: Car que reprèfentent les demi-diamètres 

des trois cercles, & que puis donc que le demi-diamètre 

du premier cercle ell a , le diamètre fera 2a, & le quarré du dia- 
mètre qaa: mais comme le nombre 14 ell à ii ainli le quarré qaa ell à 

ou ; par confèquent faire du premier cercle fera par 
le troifiéme corollaire; & pareillement, les aires des deux autres cercles 
feront ■— — & ; mais a* -f =c* par fhypothéfe j donc 

4M» 2li‘ 44C* 

”1 7 ~ 7 

N. B, Ce dernier corollaire n’ell point démontré dans la 3ième. pro- 
pofition du fixiéme Livre des Elémens , comme bien des gens fe l’ima- 
ginent peut-être, la démonllration n’étant applicable qu’à des figures 
reêlilignes. 

Les problèmes fuivans,qui font très-faciles, ferviront à indiquer quel- 
ques ufages des corollaires qu'on vient de lire. 

Pro. 
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PROBLEME I. 

348. Tramer h raifort du diamètre <T urt cercle au iCti d'un quarré égal 
à ce cercle. 

Nommez ce diamètre i , & par le fécond corollaire de l’art, précédent , 
faire de ce cercle fera — à peu près; & le côté d’un quarré dont faire 

pfl; ü fera : donc le diamètre d’un cercle quelconque efl au côté 
d’un quarré égal à ce cercle comme i à Mais comme cette frac- 

tion -Ji n’efl pas exaâlement Traie , & que fa racine quarrte ell inexpri- 
mable en nombres, pour diminuer l’erreur, (car il doit y en avoir) que 
c foit la circonférence d’un cercle dont le diamètre ell i ; & faire d’un 
pareil cercle , c’eft-à-dire , le produit du rayon multiplié par la demi- 
circonférence fera — x » & le côté d’un quarré égal à faire du cer- 
cle fera tnais fuivant van Ceulen , c = 3 .141592652^ , & — 
— 4 4 

= .7853981034, & 88623; donc le diamètre d’un cercle eftau 

côté d’un quarré égal à faire de ce cercle comme i à .88623 , ou com- 
me 100000 ell à 88623: fuppofons que la raifon foit celledeiccoooà 
88625, ce qui ne feroit qu’une erreur de 2 au cinquième rang des ca- 
raéléres, & puis multipliant les deux termes par 8, la raifon fbra celle 
de 800000 à 709000, ou de 800 àî 709; donc comme 800 à 709, ainft 
tjl le diamètre d'un cercle quelconque au côté iT un quarré égal à Faire de ce 
cercle à peu près , en exprimant ce coté par cinq caraFlèrcs. 

N. B. Si le diamètre d’un cercle ell de 9 verges , le côté d’un quarré 
égal à faire de ce cercle, pourra fe déterminer à moins d’une centième 
partie de pouce près. 

Problème 2. 

349. Trouver le demi-diamètre un cercle , qui comprenne dans fa circonfé- 
rence la valeur dè un arpent de terre. 

Un arpent de terre contient 4840 verges quarrées,& par conféquent 
ce nombre doit déligner faire de notre cercle. Dites donc comme ii à 14 
ainfi4840 à 6160; & ce dernier nombre fera le quarré du diamètre, par le 
troiliéme corollaire de fart. 347 ; donc le diamètre même fera 78 .486 
verges, & le demi-diamétre 39 .243 verges, c’ell-à-dire 39 verges 8î 
pouces à peu près. 
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Probleue 3. 

350. Qu'un fil de longutuT donnée foit diffofé de façon à former un cercle: 
on demande Paire de ce cercle. 

Que c foit la longueur do fil , & par conféquent le périmètre 
du cercle qu’il s’agit de former, & le diamètre du cercle fera ^.le 

aï ’ 

demi - diamètre & faire Suppofons préfentement que le fil 
foit difpofc en forme de quarré , le côté de ce quarré feroit j , & fon 
aire faire du quarré feroit à faire du cercle comme -^à^.c’eft- 

10 10 oo 

à-dire, comme à ou comme ii à 14: donc. Comme le nom- 
bre il ejl à 14 , ainji Paire comprife par le fil difpofi en forme de quarré i 
Paire comprife par le même fil difpofé en forme de cercle. C. Q. F. T. 

N, B. Il fuit de la folution que nous venons de donner , que fi c ell la 

circonférence d’un cercle, fon aire fera par conféquent que Com- 

me le nombre 88 ejl 07, ainft le quarré de la circonférence cP un cercle ejl 
à fon aire à peu près. 

PROBLEME 4. 

351. On demande de partager un cercle donné en un nombre quelconque de 
parties égales, en menant dans le cercle propofé Vautres cercles coruent ti- 
ques. (Fig. 54.) 

Que..^ foit le centre F le demi-diaraétre du cercle donné, & qu’il 
faille partager faire de ce cercle en cinq parties égales au moyen de qua- 
tre cercles concentriques décrits en dedans du premier , & coupant la 
ligne F aux points B,C,D ,E, c’eft-à-dire , que faire du cercle JB, 
& les aires des anneaux BC,CD,D E,& FFfoient toutes fuppoiees 
égales ; cela étant , faire du cercle J B fera j du tout , le cercle /JC j, 
le cercle JD ÿ &c. & faire du cercle JF Pesa, à faire du cercle AB 
comme s à i : mais faire du cercle AF cü, 'a. faire du cercle J B comme 
le quarré du demi-diamétre F efl; au quarré du demi-diamètre /IF, par 
le corollaire 5. de fart. 347; donc JF* ePtk JB' comme 5 à i : mais 
la grandeur AF* eft donnée par la fuppofition ; ainfi JB*, & confé- 
queramenty^B demi-diamétre du cercle intérieur font donnés aulfi. De- 
même AF dl à JC comme 5 à 2 ; donc JC demi-diamétre du cercle 
concentrique fuivant eft donné ; & ainfi du refte. C. Q. F. T. 

Pro- 
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PROBLEME 5. 

352. Quiconque fait le tour de la Terre doit nécejfairemevt décrire un plus 
grand cercle aiec fa tête qu'avec /es pieds: on demande de combien le premier 
de ces cercles furpaffe le fécond. 

Qiâe /i(l-ig. 55.) repréfente le centre de la Terre, JB Ton demi- 
diamétre, BC la llacure du Voyageur, JC le dcmi-diamétre du cercle 
décrit par (à tête; que de-plus b repréfente la circonférence du cercle dont 
le demi-diamètre eft JB, & que c repréfente la circonférence du cercle dont 
le diamètre cfl: JC, & c — b fera la différence que nous cherchons, & 
qu’on peut déterminer de la manière fuivante. 

Parle cinquième corollaire de l’art. 347, JC etii JB comme c à b, 
& ( dividendo ) BCcü.i. JB comme c — b'zb-, & ( altemando ) B C eft 
'zc — b comme JB à b. Que d foit la circonférence d’un cercle dont le 
demi-diamétre eft B C, & B C fera à d comme JB à b; donc B C eft à 
d comme B C eft à c — i ; donc c — b = d-, c’eft-à-dire , La tête du Voya~ 
geur décrira une ligne plus grande que ne feront fes pieds d'une quantité égale 
à la circonférence d'un cercle dont le demi-àamétre ejl fa propre longueur: 
comme fi le Voyageur étoit haut de fix pieds , fa tête fera 37 pieds 
8 î pouces à peu prés plus que fes talons , & cela foit que le demi-dia- 
métre JB foit plus grand, ou plus petit, ou égal à zéro. 

PROBLEME 6. 

• 353- On demande , la profondeur Ê5* le diamètre de la bafe de quelque vafe 

cylindrique étant donnés , de trouver le nombre de gallons qu'il contient. 

11 faut obferver ici, qu’en mefurant un folide,il faut, en prenant fes 
différentes dimenfions, toujours employer la même forte de mefure: 
comme fi une diraenfion étoit prife en pouces , les deux autres devroient 
être prifes de- même, & alors le nombre défignant le contenu de quel- 
que (blide fera exprimé par le nombre de pouces cubiques auquel ce fo- 
lide eft équivalent. 

Que a foit la hauteur donnée du vafe cylindrique qu’il s’agit de me- 
furer , d le diamètre de fa bafe, & par le fécond corollaire de l’art. 347 , 
le nombre donnera la quantité de pouces quarrés égale à la bafe, 

& cette aire multipliée par la hr.uteur a , donnera > nombre de 
pouces cubiques égal au contenu folide du vafe; mais 282 pouces cubi- 
ques font un gaOon; & partant fi le nombre contenu folide du 

vafe, eft divifé par 282, le quotient, favoir ,ej;primera la quan- 

tité 
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tité de gallons qui y font contenus. An-lien de 3948, fubftituez 3949 , 
ce qui ne fera prefque aucune diÉFdrence dans un aufli grand dénomi- 
nateur, & la fraftion divifant le numérateur & le dénomina- 

teur par II) fera ce qui nous donne la formule fuivante. 

y]près avoir réduit la profondeur le diamètre de la bafe en pouces , multi- 
pliez le quarré ilu diamètre par la profondeur du vafe, £5" le produit divifé par 
359 donnera le nombre de gallons cherché. 

N. B. La fubftitution de 3949 à la place de 3948 corrige à peu près 
A de l’erreur où l’on feroit tombé fans cela, en fuppofant que le quarré 
du diamètre de la bafe eft à fon aire comme 14311. 

PROBLEME 7. 

354. Mefirer un Cône tronqué , dont on connaît la hauteur perpendiculai- 
re ïÿ les ■diamètres des deux bafes. 

N. B. Par un cône tronqué j’entends un cône dont le fommet a été 
coupé par un Plan parallèle à la bafe. 

Que le triangle ABC Fig. 56. ) repréfente la leftion d’un cône fai- 
te par fon axe A D,& que £ F foit quelque ligne parallèle à la bafe B C, 
coupant AB en E,AC en £, & l’axe AD en d; alors le trapèze BEFC 
fera la feftion d’un cône tronqué, dont la hauteur perpendiculaire eft 
Nommez B C, diamètre de la grande bafe, g; EF, diamètre de la pe- 
tite bafe, l;& Dd, hauteur du cône tronqué é; nommez auffi AD, 
hauteur inconnue de tout le cône, x; & par conféquent Ad, hauteur 
du cône qu’il faut retrancher x—é ; & les triangles femblables ABC, 
A EF nous donneront cette proportion ; AD eü.is Ad comme B C eft à 
EF, c’eft-à-dire, x eft à x — h comme g à /; ainfi en changeant l’ana- 
logie en équation nous avons gx—gh=lx, & x, ou la hauteur du cô- 
ne, égal h — Pareillement fi de la valeur de x nous retranchons h, 

hauteur du cône tronqué, nous trouverons ou la hauteur du cône 

qu’il eft queftion de retrancher, égale à . Or le contenu folide de 

g—i 

tout cône fe trouve en multipliant la bafe par le tiers de la hauteur; ainfi 

puifque la bafe du cône AB C eft UM , & fa hauteur ftneon- 

14 g — / > 

tenu folide fera J^x — x — ; de-même le contenu folide du cône 
e — I 3 U 

A EF fera 



g-l 



X— x -^5 retranchez le dernier cone-d^ premier, & 

il 
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il reftera le contenu folide du cône tronqué BEFC égal x U 

, ,, S—> 3 

mais la fraftion ^ — ~ peut être réduite à un nombre entier ^ en divifanc 



le numérateur par le dénominateur, & le quotient fera gg-+gl-i-ll 
X X Ce qui nous donne la formule fuivante : 

y! joutez cnfembh les quarrés le rectangle des deux diamètres donnes ; mul- 
tipliez cette fomme par un tiers de la hauteur donnée, le produit fera une 
pyramide tronquée de la même hauteur ayant des hafes quarrées dont les côtés 
font égaux aux deux diamètres donnes i comme le nombre iq. ejl à ii,ain- 
fi cette pyramide tronquée fera au coite tronqué qu'il s’agiJToit de trouver, 
C. Q. F. T. 

N. B. i”. Puisqu’un cône ne diffère en rien d’un cône tronqué dont 
la plus petite bafe efl égale à zéro, fi l’on fuppofe le diamètre l égal à zé- 
ro dans la formule précédente, on aura le contenu folide d’un cône dont 
la hauteur efl iS: qui a pour diamètre de fa bafe g; car en ce cas, 

gg-+g/-r//x£x.î| devient ^x|. 

2*. Puisqu’un cylindre peut être confidéré comme un cône tronqué 
dont les bafes font égales , fi l'on fuppofe le diamètre / égal au diamètre 
g dans la formule précédente , on aura le contenu folide d’un cylindre 
dont la hauteur efl h, & qui a pour diamètre de fa bafe g; car 
X ^ en ce cas devient sgg x | x -|^ = -^ggh. 

3°. Si l’on fuppofe que la plus petite bafe d’un corte tronqué croît 
jusqu’à ce quelle devienne égale à la plus grande, & fi, d’un autre cô- 
té, l’on fuppofe que la plus grande bafe décroît jusqu’à ce qu’elle de- 
vienne égale à celle qui étoit auparavant la plus petite bafe , le contenu 
folide du cône tronqué fera la même qu'auparavant ; & partant fi la for- 
mule précédente efl jufle,il ne doit y arriver aucun changement en pre- 
nant les quantités g & / l’une pour l’autre; ce qui efl vrai auQi; car 
gg-fg/H-// par ce moyen devient feulement f/H-/gH-gg, c’eft-à- 
dire, refie la même quantité. 

En rcfolvant ce dernier problème nous avons fuppofé que tout cône 
efl le tiers d’un cylindre ayant la même bafe & la même hauteur; ce que 
nous étions en droit de faire, puisque Euclide a démontré cette vérité 
dans la io<Snie propofition du douzième Livre desElémens; mais com- 
me les apprentifs Géomètres ont beaucoup de peine à fefamiliarifcravec 
la doélrine des Solides , je démontrerai cette propofition (dans un autre 
endroit) indépendamment de tout ce qui a été dit ici. 

Tome IL F f Lek- 
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L 2 H K E. (Fîg. 57 .) 

355* ‘fP^^ inixti-Iigne compris entrcàeux lignes droites 

AB 6? ACft coupant à angles droits, £ 3 * une ligne courbe, comme BC, 
concùW vers A B; fÿ que de deux points D £ÿ E dans la ligne A B on mène 
les lignes D F Ü" E G parallèles à la bafe A C, 0* terminées dora la cour- 
be aux points F 6? G: fi Ton achève enfuite le parallélogramme D E G H , il 
fera clair que Tefpace mixti-ligne DE G F fit trouvera être plus grand que le 
parallélogramme DE G H. Mais ce que je me propofe de démontrer ici ejl , 
qu'en fuppofant que la ligne EG Je meut vers D F dans une fituation toujours 
parallèle à elle-même, Ô* coïncide à la fin avec DF, plus EG approchera 
de DF, plus la raifon de T efpace mixti-ligne D E G F au parallélogramme 
DEGH approchera de la raifon d'égalité, Q* coïncidera enfin avec cette 
dernière raifon quand G E coïncidera avec D F. 

Car ayant achevé le parallélogramme GHFK, le parallélogramme 
DEKF fera au parallélogramme DEGH fur la même bafe, comme 
DF eft à £G; donc l’efpace mixti-ligne DEGFCetz au parallélogramme 
DEGH en moindre raifon que celle de DFà GE ; c’eft-à-dire , quoique cet 
efpace foit plus grand que ce parallélogramme, cependant la raifon du pre- 
mier au dernier eft une raifon plus petite que celle de DF à EG: mais 
plus la ligne EG approche de DF, plus la raifon de DFà£G approche de 
la raifon d’égalité, & deviendra enfin cette raifon quand EG comcidera 
avec DF-, donc à fortiori la dernière raifon de l’efpace mixti- ligne D£€f* 
au parallélogramme DEGH fera une raifon d’égalité. 

Il fuit de -là, que fi r onfuppofe la ligne AB divifée en un certain nombre 
de parties, telles que DE, êÿ qu’on faffe de ces parties les bafes d’autant de 
parallélogrammes inferits, tel qu'efl le parallélogramme DG , plus le nombre 
de CCS parallélogrammes fera grand, plus la femme de tous les efpaces mixti-li- 
gnes DE GF, cejl-à-âire, tout l efpace curvi-ligne ABC approchera de 
la fomme de tous les parallélogrammes inferits-, fi nous fuppofons que les bafes 

de ces parallélogrammes diminuent , êÿ que par ce moyen leur nombre augmen- 
te à r infini, ils rempliront tout Tefpace mixti-ligne ABC-, de-forte que ê ef- 
pace ABC fera enfin à la fomme de tous les parallélogrammes inferits en 
raifon d'égalité. Car laiflant-là les parties infiniment proches du point 
d’interfeélion B, qui ne font d’aucune conféquence dans le calcul 
que le parallélogramme DEGH foit celui qui de tout le refte dif- 
fère le plus de fon efpace mixti-ligne correfpondant DEGF; & ü 
en réfultera que l’efpace mixti-ligne ^dBC fera à la fomme de tous 
les parallélogrammes inferits en moindre raifon que celle de l’efpace 
DEGF à l’efpace DEGH: mais cette raifon même devient à la fin 

une 
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une raifon d’égalité, quand DE efl: infiniment petite, par ce lemme: 
d’où il fuit à fortiori que la dernière railbn de l’efpace mixti-ligne 
JB C à la fomme de toua les parallélogrammes infcrits fera une rax- 
fon d’égalité. 

Je me fuis cru obligé de démontrer cette propofition , parce que bien 
des gens affeéient d’en révoquer en doute la vérité , fous prétexte que 
quoique la différence entre quelque parallélogramme particulier & Ibn 
efpace mixti-ligne correfpondant , foit reconnue infiniment petite quand 
la balë efl telle, il ne laifle pas d’étre vrai qu’un nombre infini de ces dif- 
férences peuvent former une différence finie; & fi cela efl;,ajoûte-t-on, 
comment tout l’efpace airvi-ligne pourra-t-il être à la fomme de tous les 
parallélogrammes en raifon d’égalité ? Je réponds , qu’il appanient à la 
Géométrie de déterminer fi un nombre infini de différences mfinimcnt 
petites, forme une quantité finie ounonj&ilparoitparladémonflration 
que nous t^enons de donner , qu’elles n’en forment pas une ; mais que la 
fomme de toutes les différences va en diminuant à mefure que leur nom- 
bre augmente, & à la fin devient égaleàzéroquand leur nombreeflinfinl. 

L £ H H E. (fïg. 57.) 

356. Suppofant la Vigne A B immobile , conenons que tout V efpace ABC 
tourne autour de cetfe ligne de façon à décrire par ce mouvement un folide qui 
ait pour axe AB, £3* pour demi-diamétre de fa bafe AC, les parallélo- 
grammes infcrits décriront en même tems par leur mouvement commun autant 
de lames cylindriques tris-minces, lesquelles prifes toutes enfemble , feront plus 
petites que le folide formé par V efpace A ^ Cernais plus leur nombre fera grand, 
plus leur fomme approchera de l'égalité rélativement au folide, jufqu'à ce que 
leur nombre étant infini , elles fe terminent dans la furface courbe du folide. 

Car achevant le parallélogramme GHFK comme ci-deffus, la lame 
produite par le parallélogramme DK fera à la lame produite par le paral- 
lélogramme DG, comme le quarré de DE efl; au quarré de £G, tous les 
cercles étant entre eux comme les quarrés de leurs demi-diamétres ; c’eff 
pourquoi la lame produite par le mouvement de l’efpace mixti-ligne DEGF 
fera à la lame produite par le mouvement du parallélogramme DG en moin- 
dre raifon que celle de DE* à £G* : mais quand D & E coïncident, la ligne 
DF fera égale à £G , & le quarré de DF égal au quarré de £G ; donc en ce 
cas , chaque lame cylindrique en particulier fera la même avec une lame cor- 
îcfpondante du U)\idc ■,&(^componendo') toutes les lames cylindriques con- 
fUtucront le folide même. C’efl ce qu’on peut prouver aufli en appli- 
quant au cas prêtent ladémonffration du dernier lemme. Ainfi nousfom- 
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mes en droit de fuppofcr que des folides ronds, produits de la même 
manière que celui-ci , font compofés d’un nombre infini de lames cylin- 
driques infiniment minces : Et la même ohfervathm convient au cône : car 
fl l’on fuppofe que BC ejl une ligne droite , T efpace ABC fera un trian- 
gle, Éÿ la figure produite un cône. 

Si un folide ejl comprfé d’un nombre fini de lames prifmatiques ou cylindri- 
ques, dont les diamètres vont en décroijfant à mefure qu’elles s’éloignent de la 
bafe, la furface d'un pareil folide doit nécejfaiiement s’élever par degrés: mais 
plus ces lames élément aii es font minces, moins ces degrés auront de rebord, de- 
forte quelles formeront une furface unie dès que leur nombre fera infini. 

THEOREME. 

357. Tous cônes ifofcéles dégales bauteurs font comme leurs bafes; c'ejt- 
à-dire , le contenu folide d un cône quelconque ejl au contenu folide d un autre 
cône d égale hauteur, comme la bafe du premier cône ejl à la bafe du dernier. 

N. B. Par un cône ifofcéle f entends un cône dont la bafe ejl un cercle, 6? 
dont le fommet ejl par-tout également éloigné de la circonférence de la bafr, y 
par une pyramide ifcofcéle f entends une pyramide , qui a pour bafe un polygone 
régulier , fÿ dont le fommet ejl également éloigné de tous les angles de ce po- 
lygone: enfin par des prijmes êÿ des cylindres ijofcéles f entends des prijmes iÿ 
des cylindres qui ont des polygones égaux £5* réguliers fies cercles pour bafes , 
fcf qui font conjlitués de façon qu’une ligne droite joignant les centres de leurs 
deux bafes leur ejl perpendiculaire. 

Soit jdBC ^Fig. 58.) un triangle-reftangle en B, & qu’apres avoir 
prolongé la bafe B C jusqu’au point D , on joigne A D ; qu’on mène aufli 
dans le triangle la ligne E.FG parallèle à la bafe B CD, de-force qu'elle 
coupe AB en E, AC en F, & AD en G: cela étant, EF fern 3 BC 
comme EG eHk BD, puisque les unes & les autres font comme AE k 
AB k caufe des triangles femblabJes; donc (alternando) £ F fera k EG 
comme BCkBD,&EF' kEG' comme /? C* kBD‘. Ceci pofé , qu’on 
conçoive le triangle Z) fe mouvant autour du côté fixe A B ,dehqon 
à former un cône dont l’axe eff A B: cela étant , le triangle ABC pro- 
duira un autre cône ayant la même hauteur commune A B. Confidèrons 
ces deux cônes comme formés d’nn nombre infini de lames cylindriques 
infiniment minces, & que EF, par exemple , repréfente le demi diamé- 
tre de quelqu'une de ces lames appartenant au cône A B C-,ca cecas £ G 
fera le demi-diamétre d’une lame correfpondance appartenant au cône 
A BD, & la lame dont le demi-diamètre ell EF fera à la lame dont le 
demi-diamètre cil £ G (ayant toutes deux la même épailfeur) comme £ F* 
à EG' eu (fuivar.t ce qui a déjà è.é démontré) comme BC' k BD'; 

c’ell* 
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c’eft-à-dire, chaque lame particulière du cont ABC fera à une lame fem- 
blable ABD comme la bafe du premier cône eft à la bafe du dernier : 
mais les plans ABC & A BD peuvent être conftitués de façon à produi- 
re deux cônes ifofcéles quelconques de même hauteur ; donc fi les hau- 
teurs de deux cônes ifofcdles font égales, ces cônes feront l’une à l’au- 
tre comme leurs bafes. C. Q. F. D. 

THEOREME. 

358. Toute pyramide ifofcéle ejl égale à un cône ifofcéle, fi leurs bafes 
font égales, çue leurs bouteurs f oient égales aujfi. 

. Que P repréfente quelque pyramide ifofcéle, & C un cône ifofcéle, 
dont la bafe & la hauteur foient égales à la bafe & à la hauteur de la py- 
ramide : je dis cela étant que la pyramide P fera égale au cône C. 

Pour le démontrer, concevons que la pyramide P a un cône inferit, 
de façon à toucher chaque côté de la pyramide en autant de lignes de 
contaîd, & repréfentons-nous la pyramide circonferite, & par confê- 
quent le cône inferit , comme confiftant en un nombre infini de lames 
infiniment minces ; & chaque lame de la pyramide circonferit fera à la 
lame correfpondante du cône inferit, comme la bafe de la pyramide ell 
à la bafe du cône. Car le plan de chacune des lames qui conilituent la 
pyramide fera un polygone fcmblable à la bafe, & le plan de chacune 
des lames correfpondantes qui conftituent le cône inferit , fera un cercle 
inferit dans un tel polygone; donc (^componendo) toutes les lames qui 
conftituent la pyramide P feront à toutes celles qui conftituent le cône c, 
c’eft-à-dire, toute la pyramide P fera à tout le cône c, comme la bafe 
de P eft à la bafe de c: mais le cône c eft au cône C d’une hauteur éga- 
le , comme la bafe de c eft à la bafe de C. Puis donc que P eft à c comme 
la bafe de P eft à la bafe de c , & que c eft à C comme la bafe de c cil à la 
bafe de C, il s’enfuit (r* aquo) que P eft à C comme la bafe de P eft à la 
bafe de C; mais la bafe de P eft égale à la bafe de C par la fuppofition : 
donc la pyramide de P, dont la hauteur & la bafe font égales à la hau- 
teur & à la bafe du cône C, eft égale à ce cône. C. ,Q; f. D. 

Corollaire. 

Il fuit de-!à , que fit qu'on compare cnfemble des cônes, ou des cônes avec 
des pyramides, ou des pyramides entre elles, tous ceux de ces différens corps 
q li auront des hauteurs égales feront l'un à Foutre comme leurs bafes. Car les 
cônes ont cette propriété par le dernier article; & par celui-ci, les py- 
ramides font égales aux cônes, dont les hauteurs & les bafes font égales 

Ff 3 i 



Digitized by Google 



230 E LE MENS D’ALGEBRE. 

à celles des pyramides: je parle des pyramides ifofcdles & des conei 
ifofcéles. 

S c n 0 t I E. 

Comme le contenu foMe i un prifine ou et un cylindre i une hauteur perpendiculai- 
re donnée dépend de la f^randew point de la figure de la bafe,ainfi par la démon' 

Jlratim de cette propojition il paroit , que le contenu folide d'une pyramide ifofcéle 
ou dun cône dune hauteur perpendiculaire donnée dépend de la grandeur, £? 
point de la figure de labafe: que la hauteur perpendiculaire & l’aire de 
la bafe foient les mêmes, & la quantité du folide reliera la même, foit 
que la bafe ait la forme d’un triangle, ou d’un quarré, ou d’un polygo- 
ne , ou d’un cercle. Il fera parlé des autres pyramides & cônes dans la 
fuite de cet Ouvrage. 

L E M K Z. 

359. Concevons que fi du centre de quelque cube font menées des lignes 
droites à tous fes angles, le cube fera dijlingiié par ce moyen en autant de 
pyramides ifofcéles égales qu'il a de côtés , faVoir 6 , dont les bajes feront les 
faces du cube , dont le fommet commun fera dans le centre. 

Car fi d’un point fitué au-defiiis de quelque figure plane reéliligne , on 
mène des lignes à tous les angles de la figure , & qu’on conçoive enfuice 
tous les interllices de ces lignes remplis de plans triangulaires , la figure 
folide ainfi renfermée fera une pyramide ; donc au moyen des lignes 
décrites ci-defius , le cube fera diilingué en autant de pyramides qu’il a 
de côtés : or il ell bien clair que ces pyramides doivent être égales & 
ifofcéles : car premièrement leurs bafes feront toutes égales par la natu- 
re du cube; & en fécond lieu, leurs hauteurs feront égales par la fitua- 
tion du centre, qui efl fuppofé également éloigné de tous les côtés du 
cube; & enfin , comme ce centre doit aufli être également éloigné de 
tous les angles du cube , il s’enfuit que ces pyramides doivent toutes 
être ifofcéles. C. Q. F. D. 

Corollaire. 

Chacune de ces pyramides fera la fixiéme partie de tout le cube. 

THEOREME. 

360. Chaque pyramide ifofcéle ou cône efl un tiers dun prifme ifofcéle eu 
.cylindre, ayant une bafe égale, t? une igale hauteur perpendiculaire. 

Que a (oit la hauteur d’une pyramide ifofcéle ou cône , & que b foit 
faire de fa bafe en déterminant l’une & l'autre comme il a été dit dans 

fart. 
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l’art. 353 : concevons aafli un cube dont le côté , c’eft-à-dire dont le côté du 
côté qui lui fert de bafe , foit 2a ; cela étant , 4a* fera l’aire de la bafe , & 
8a’ le contenu folide de ce cube: & fi du centre du cube on imagme des 
lignes menées aux quatre angles de la bafe, elles feront les lignes exté- 
rieures d’une pyramide ifofcéle dont la bafe efl; la même que la bafe du 
cube, favoir, 4a*, & dont la hauteur perpendiculaire ella; donc le 

contenu folide de cette pyramide fera ~ ou par le corollaire du 

dernier article j mais comme cette pyramide a la même hauteur a que 
la pyramide propofée, ces deux pyramides feront l’une à l’autre comme 
leurs bafes, par le corrollairc du pénultième article: on pourra donc 
avoir aifément le contenu folide de la pyramide propofée , en dilant , 
comme 4a* , bafe de la pyramide dans le cube , eft à A bafe de la pyra- 
mide propofée , ainfi contenu folide de la première, à une quatriè- 
me grandeur , favoir , qui fera le contenu folide de la dernière ; 
donc le contenu folide d’une pyramide ifofcéle ou cône dont la bafe ell 
b, Si dont la hauteur eft a, fe trouvé être : mais le contenu folide 

d’un prifme ifofcéle ou cylindre ayant une égale bafe & une égale hau- 
teur eft ai; donc chaque pyramide ifofcéle ou cône efl: un tiers d’un 
prifme ifofcéle ou cylindre ayant une égale bafe & une égale hauteur 
perpendiculaire. C. Q. F. D. 

Corollaire i. 

Le contenu folide d'une pyramide ifofcéle ou d un cône ifofcéle fe trouve en 
mtiltipliant Faire de la bafe par le tiers de la hauteur perpendiculaire, ou bien 
en multipliant Faire de la bafe par toute la hauteur, puis en prenant le 
tiers du produit. 

Corollaire 2. 

Toutes les pyramide ifofcéles iS cônes ifofcélesfur d égales bafes font com- 
me leurs hauteurs. 

L E M M E. 

3(5i. Si une pyramide dune efpéce quelconque efl coupée par un plan paral- 
lèle à fa bafe , la grandeur de la feQion , ou (ce qui revient au même) la gran- 
deur de la bafe de la pyramide retranchée, fera toujours la même, que la figu- 
re de la pyramide foit ce qu'elle pourra, aufft longtems que la bafe iS la hau- 
teur perpendiculaire de la pyraniidetotale la hauteur perpendiculaire de lapyra- 

mi- 
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midi retrjnchéi rejleront lès mêmes: auquel cas la dijîance perpendiculaire entre le 

plan de la feêlion iÿ le plan de la bafe fera aujji la même. (Fig. 59.) 

Que J foie le fommet de la pyramide, & B C un des côtés de /a ba- 
fe; que de-plus les lignes AB Sc AC foient coupées par le plan delà 
feélion aux points D & E refpeftivement , & que AFG foit la hauteur 
perpendiculaire de toute la pyramide, coupant le plan de la feftion en 
F, & le plan de la bafe en G, prolongés l’un & l’autre s’il le faut:joi- , 
gnez FD, FE, CB, CC: cela étant, puisque la bafe de la pyramide 
retranchée doit toujours être femblable à la bafe de la pyramide totale, 
dont DE & BC font les côtés homologues ; & puisque toutes les figures 
planes femblables font l’une à l’autre comme les quarrés de leurs côtés 
correfpondans par la 20<S®c propofition du fixiéme Livre des Elémens, 
il s’enfuit que la bafe dont le côté eft Z) £ fera à la bafe dont le côté cft 
B C comme DE' à B C' , c’eft-à-dire , à caufe des triangles femblables 
comme A û‘ eH à AB', oa comme A F' cfliAG'. Puis donc que 
comme AG' cft à AF', ainfi la bafe de toute la pyramide ell à la bafe. 
de la pyramide retranchée , auflî longtemsque les trois premières quanti- 
tés refieront les mêmes, la dernière reliera la même aulli. C. Q. F. D. 

Corollaire. 

Puisque le nombre des cùtis de la pyramide n'entre pour rien dans la démon- 
Jlration de cette propofition , qui fe trouve également vraie quel que foit le 
nombre des côtés, il faut auffi qu'on puijfe l'appliquer au cône, qui n'ejl au- 
tre chofe qiêune pyramide d'un nombre infini de côtés, que le cône foit de l'ef. 
péce qu’il pourra; c'ejl-à-dire ,foit que A G, bouteur perpendiculaire du cône, 
paffe par le centre de la bafe ou non. 

Theoreme. 

362. Si un prifine ou un cylindre de quelque efpécequc ce foit font décrits par le 
mouvement i une figure plane montant uniformément dans une pofition horizon- 
tale jusqu'à une hauteur donnée , la grandeur du folide produit ainji fera la 
même, foit que le plan monte direâement ou obliquement à la même hauteur; 
(ÿ par conféquent tous prifmes £5* cylindres £ une ef péce quelconque , qui ont 
d' égales bafes £ÿ d' égales hauteurs perpendiculaires , font égaux, foit que leur 
Jituation fur ces bafes foit droite ou inclinée. 

Pour faire mieux concevoir ceci, fuppofons que le plan, qui doit fe 
mouvoir, ne monte pas toujours, mais tantôt monte perpendiculaire- 
ment, & tantôt fe meuve de côté, & cela alternativement: il efl clair 
alors, que la quantité d’efpace folide, ou plutôt la fomme de tous les 
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efpaces folides ainfi décrits , ne fera pas plus grande que il le plan s'étoit 
élevé tout le tems perpendiculairement jusqu'à la même hauteur. Que 
les tems de ces mouvemens alternatifs foient diminués & leur nombre 
augmenté à l’infini, ce qui produira un mouvement oblique uniforme, 
& le folide formé par ce mouvement fera égal à un folide formé par un 
mouvement perpendiculaire du même plan jusqu’à la même hauteur. 
C. £. F. D. 

N. B. Ce qui vient d’être démontré au fujet des prifmes & des cylin- 
dres, peut facilement être éclairci, en donnant à quelques jeux de car- 
tes pofés d’abord direftement l’un fur l’autre une fituation oblique: car 
cette fituation fera voir clairement , que ni la bafe , ni la hauteur per- 
pendiculaire, ni la quantité du folide ne fauroient être affeftées par ce 
changement; mais que plus les lames génératrices feront minces, plus le 
folide oblique qu’eUes repréfenteront fe trouvera vrai. 

THEOREME. 

363. Toutes les pyramides £5* tous les cônes de quelque efpéce que ce fait , 
qui ont d'égales bafes £3* (f égales hauteurs perpendiculaires , font égaux entreux. 

Pour le prouver, concevons deux figures planes (il n’importe qu’elles 
foient femblables ou non) qui s’élèvent enfemble d’un même niveau , l’une 
dircélement , & l’autre obliquement, mais toutes deux dans une pofition 
horizontale , & toujours au même niveau ; & qu’on fe repréfente ces 
plans comme diminuant en grandeur à mefure qu’ils s’élèvent, deforte 
que chacun d’eux fe termine enfin en un point; il fera clair alors que fi 
les corps qui ont été décrits ainfi font des pyramides ou des cônes ayant 
d’égales bafes & d’égales hauteurs perpendiculaires , les plans , qui les 
auront décrits , feront non feulement égaux l’un à l’autre d’abord , & 
deviendront des quantités évanefeentes quand ils feront à d’égales hau- 
teurs , mais iront aulfi en diminuant de façon à être égaux l’un à l’autre 
à toutes les hauteurs quelconques : c’cll ce qui paroit manifefleraent par 
le pénultième article; & partant les folides décrits par ces plans doivent 
néceflàiremtnt être égaux. C. fX F. D. 

Corollaire 

Il fuit dc-là que tout ce que nous avons démoutré au fujet des pyramides ifh 
fclles, des cônes , des prifmes £3* des cylindres rèlatrcement à la raifon que ces 
corps ont entre eux, convient egalement à tous les autres , quelle que fait leur 
figure: comme, que toutes les pyamides £3’ tous les cônes fur des bafes égales 
font comme leurs hauteurs; que toutes les pyramides tous les cines de même 
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bouteur font comme leurs bafes ; fÿ que chaque pyramide ou cône ejl le tiers 
iun prifme ou cylindre , ayant, une bafe égale iS une égale hauteur per- 
pendiculaire. 

L E M M E. (,Fig. 60.) 

364. Que A B C D repréfente un quarré dont la bafe foit AD, i 3 la dia- 
gonale AC; que du point A comme centre, à rintervalle AB, on décri- 
ve le quart de cercle B AD: qu’on mène aufji la ligne EFGHoaEGFH 
quelque part au dedans du quarré , parallèle à la bafe A D , coupant le côté 
AB en E, le quart de cercle BD en F, la diagonale AC en G , le côté 
oppof: C D f» H , G* qu'on joigne A F dis cela étant que le quarré de EF 

le quarré deEG ajoûtés enfemble feront toujours égaux ou quarré de EH. 

Car les triangles C &. AEG font fcmblablcs , comme ayant un an- 
gle en A commun , & les angles en B & en £ droits ; donc £ G fera 
à £ J comme BC eft à BA; mais la ligne BC eft égale à B A, par la 
nature du quarré; donc £G fera égale k EA, & E G' à EA' ,& EF' 
— H£G* à EF'-F EA'=AF'=AD' =E 1 F ,c’eft-à-dire,££‘7+£G» 
-EIF. C. Q F. D. 

THEOREME. 

365. Toute fphére vaut les deux tiers d’un cylindre circonfcrit ,c’ejl-à-dire , 
d'un cylindre qui la contient exaélement. 

Car fuppofant toutes chofes comme dans le dernier article (Voyez 
Fig. 60,) concevons préfcntcment que le quarré ABCD tourne autour 
de fon côté fixe AB deforte que le quarré produife un cylindre, le 
quart de cercle la moitié d’une fphére, & le triangle ABC unconeren- 
verfé; & que ce cylindre «S: conféquemment le cône & la moitié de la 
fphére foient conOdérés comme compofcs d’un nombre infini de lames 
cylindriques infiniment minces : en ce cas ù EH repréfente le demi-dia- 
inétre d’une de ces lames appartenant au cylindre, £ G fera le demi- 
diamètre de la partie de cette lame qui fe trouve dans le cône , & EF 
k demi -diamètre de la partie de cette lame qui eft dans la moitié de la 
fphére ; & comme (par le dernier article) le quarré de £ £ & le quarré de 
£ G font enfemble égaux au quarré de £ //, il fuit du corollaire 6 de 
l’art. 347 , que les deux cercles dont les demi-diamétres font £ F& E G 
font enfemble égaux au cercle dont le demi-diamètre ell £ H; ce qui 
veut dire en d’autres termes , la ligne £ H ayant été prife à diferétion , 
que chaque lame particulière du cylindre efl égale aux deux lames cor- 
rcfpondantes à la même hauteur, dont une appartient au cône & l’autre 
à la moitié de la fphére ; donc (componendo) tout le cylindre eft égal au 
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«one & à la moitié de la fphére eni^ble ; mais il a déjà été prouvé que 
le cône eft un tiers du cylindre , ces deux corps ayant la même bafe & 
la même hauteur , (Voyez art. 360.) partant la moitié de la fphére doit 
être égale aux deux autres tiers ; c’ell-à-dire , que chaque demi-fphe'rc 
vaut les deux tiers d’un cylindre de même bafe & de même hauteur. 

Imaginons préfentement deux demi-fphéres pareilles, & deux cylin* 
dres pareils fur une bafe commune, les deux demi-fphéres formeront une 
fphére , & les deux cylindres formeront un cylinàre circonfcrit à cette 
fphére , laquelle par conféquent fera égale aux deux tiers du cylindre 
circonfcrit. C. F. D. 

THEOREME. 

365. Toute fphére ejl égale à un cône ou à une pyramide, dont la bafe cjl 
lafurface de la fphére èf dont la hauteur perpendiculaire ejlfondemi-diamétre. 

Pour le prouver, fuppofons qu’un corps terminé par des furfaces pla- 
nes, régulières ou irrégulières, foit conllitué de façon qu’on puiffey 
concevoir une fphére infcrite, touchant chaque face en quelque poinç, 
ce qui convient au cube & à une infinité d’autres corps ; & du centre 
de la fphére infcrite imaginons des lignes menées à chaque angle du corps 
circonfcrit: par-là ce corps fera diftingué en autant de pyramides qu’il 
a de côtés , & ces côtés ferviront de bafes aux pyramides , dont le fom- 
met commun fera dans le centre de la fphére , & dont les hauteurs per- 
pendiculaires feront les rayons menés aux differens points de conta£l,& 
partant égales : car comme tous les rayons d’un cercle menés aux points 
d’attouchement font perpendiculaires aux tangentes ;de-méme quand une 
Iphére eft touchée par des plans , tous les rayons menés aux düTérens 
points de contaft feront perpendiculaires aux plans refpeftifs , qui tou- 
cheront la fphére. 

Soit r le rayon de la fphére, & que a,à,e,d reprefentent les quanti- 
tés ou aires des différentes faces du corps circonfcrit; & les contenus 

folides des pyramides dont ce corps eft compofé feront 
& la fomme de toutes ces pyramides, ou le contenu folide du corps, fera 
ar-i-br-i-cr-irdr guppofom a-t-b-irc—i-d—s, c’eft-à-dire , que s dé- 

Cgne la furface entière du corps circonfcrit , & fon contenu folide fera 
JIL; mais eft le contenu d’une pyramide dont la bafe eft r, & 

dont la hauteur perpendiculaire eft r; dont chaque corps circonfcrit i 
une fphére eft égal à une pyramide dont la bafe eft la furface du corps , 
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& dont la hauteur perpendiculaire eft le demi-diamétre de la fphére infcrite. 

Concevons préfentement que les differens angles de ce corps circon- 
fcrjt, de-même que fes dilTe'rens côtés augmentent en nombre, & nous 
aurons toujours un corps circonfcrit à la fphére , quoique fous une au- 
tre forme, & auquel la propriété qui vient d’être démontrée, ne con- 
vient pas moins qu’à l’autre corps : d’où il fuit que fi nous fuppofons les 
angles & les côtés du corps circonfcrit augmentés à l’infini , defortc que 
ce corps ne diffère en rien de la fphére infcrite , la propofition fera aufli 
vraie de la fphére même qu’elle l’étoit auparavant du corps circonfait à 
la fphére, favoir, que chaque fphére ell égale à un cône ou pyramide 
dont la bafe efl: la furface de la fphére , & qui a le rayon de cette Iphére 
pour hauteur perpendiculaire. C. 2 ; 

THEOREME. 

367. La furface de chaque fphére efl égale à quatre grands cercles de la 
mime fphére, 

N. B. Par le grand cercle <f une fphére f entends un cercle produit par Ta 
'feâion d'un plan , qui paffant par le centre de la fphére la coupe en deux demî- 
fphéres, au-lieu qu'un plus petit cercle naît de la feclion d'une fphére en deux 
parties inégales: ou bien le grand cercle d'une fphére peut être défini un cercle 
dont le diamètre efl le même que celui de la fphére. 

Que s foit la furface d'une fphére , d le diamètre , & b faire d’un grand 
cercle de cette fphére; cela étant b fera la bafe d’un cylindre circonfcrit, 
d fa hauteur, & bd fon contenu Iblide; donc par le pénultième article, 
la quantité fera le contenu folide de la iphére : mais par le dernier 
article , cette fphére ell égale à un cône ou pyramide ayant pour bafe 
s furface de la fphére, & pour hauteur pendiculaire ~ fon derai-diamé- 

ue, dont le tiers eil i ; partant ~ repréfentera aufli le contenu folide 

de la fphére: ce qui nous donne l’équation fuivante, favoir; 
c’eft-à-dire, s'=qh. C. Q. F. D. 

O. T peut déduire des trois derniers articles les corollaires fuivans^ 

Corollaires. 

368. I*. Comme le diamètre d'un cercle efl à la circonférence, c’ejl-à-di- 
re comme p à 22 à peu pris , ainfi ejl le quarré du diamètre d une fphére 
à fa furface, 

_ Car fuppofant que le diamètre d’un cercle efl à la circonférence comme 

I àr» 



Digitized by Google 



;E L E M E N s D’ A L G E B R E. 237 

I à c, & 3 éfignant le diamdtre d’une fphére quelconque par d, r d fera 
la circonférence d’un grand cercle de cette fphére , puisque comme i efl: 
à c ainfi d eft à e </; multipliez donc la demi-circonférence par £ Je 

rayon, & vous aurez ^ pour aire d’un grand cercle; donc quatre grands 

cercles ou la furface de la fphére, feront cdd : mais comme i efl à c ainfi 
dd à cdd; donc di:c. 

2°. D’où il fuit, que La furface de toute fphére efl égale au produit de la 
circonférence d'un grand cercle multipliée par le diamètre de la fphére. Car la 
grandeur cdd furface de la fphére efl égale à c d circonférence d’un grand 
cercle multipliée par le diamètre d. 

3°. La furface de chaque fphére efl égale à la furface convexe d'un cylindre 
circonfcrit. Car fi un cylindre concave efl fuppofé fendu perpendiculai- 
rement, & puis étendu en forme de plan, ce plan fera un parallélogram- 
me , ayant pour bafe la ligne qui auparavant étoit la circonférence de la 
bafe du cylindre, & pour hauteur la même que celle du cylindre ; donc 
comme l’aire d'un parallélogramme fe trouve en multipliant la bafe par 
]a hauteur, la furface de tout cylindre doit fe trouver en multipliant la 
circonférence de la bafe par la hauteur du cylindre; mais la circonféren- 
ce d’un cylindre circonfcrit à une fphére efl égale à la circonférence d’un 
grand cercle de la fphére, & la hauteur d’un pareil cylindre efl égale 
au diamètre de la fphére; donc la furface convexe du cylindre fera éga- 
le à la circonférence d’un grand cercle de la fphére multipliée par le dia- 
mètre, c’efl-à-dire , par le dernier corollaire, ù la furface de la fphére 
inferite. 

4". Lecontemi foUde de chaque fphére efl égal au produit de ft furface mul- 
tipliée par un tiers du rayon , ou du rayon multiplié par un tiers de la furface. 
C’efl ce qui paroît clairement par l'art. 366. 

5*. Comme fix fois le diamètre d’un cercle efl à la circonférence, c'efl-à- 
dire, comme 4.2 efl à 22 ou 21 à is à peu près, ainfi efl le cube du diamètre 
dune fphére à fon contenu foUde. Car fi nous fuppofons que le diamètre 
d’un cercle efl à la circonférence comme i k c, la furface de la fphére 
dont le diamètre efl d fera cdd par le premier corollaire; & cette furfa- 
ce multipliée par un tiers du rayon , ou par un tiers de , qui efl -£,don- 

ne pour contenu folide de la fphére: mais comme 6 efl à c ainfi d» 

efl à donc comme fix fois le diamètre d’un cercle efl à la circon- 
férence, ainfi efl le cube du diamètre d'une fphére à fon contenu folide. 

Gg 3 6°. 
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6 ”. Let fmfaces de toutes les fphires font comme les quarrés, tes con^ 
tenus folides comme les cubes de leurs diamètres ou demi-diamètres. Car fuppo- 
fanc que le diamètre d’un cercle eft à la circonférence comme i à r , & 
qu’outre cela d & e font les diamètres de deux Iphères , les furfaces fe- 
ront cd' & ce' par le premier corollaire, & les contenus folides l^ont 

Sc par le corollaire précédent: mais cd' eHk ce' comme d' 
ell à e* , ou comme efl à — ; & eft à comme d* eft à 
r J , ou comme -Ç- eft à 

Pour faire mieux fentir l’ufage des propriétés de la Iphére décrites ci- 
deflus , j’ajoûterai les problèmes fuivans. 

PROBLEME I. 

359. Trouver combien d" acres toute la furface de la Terre contient. 

(^ue le diamètre d’un cercle foit à la circonférence comme d i c, & 

que e défigne la circonférence de la Terre ; cela étant ^ en fera le dia- 
mètre , & ~ la furface par le fécond corollaire du dernier article. 

Or la circonférence de la Terre eft de 131630573 pieds mefure à’Jngle- 
terre , ou de 24930 milles à peu près , en comptant 5280 pieds par mil- 
le: donc faifant e = 24930 , nous aurons e* = 621504900. Or comme 
les nombres 7 & 22 ne Ibnt pas alTez exa£ls pour exprimer la raifon qu’a 
le diamètre d’un cercle à la circonférence conjointement avec un nom- 
bre aufli grand que e' , nous employerons la raifon de 113 à 355 , qui 
eft bien plus exafte,ainfi que nous l’avons prouvé dans le (i.fcholie de 

l’art. 179;) c’eft-à-dire, foit i=ii3 & ^ = 355, & ou la furface 

de la Terre fera de 197831137 milles quarrés: mais chaque mille quarré 
contient 640 acres ; donc li l’on multiplie le nombre précédent de mil- 
les quarrés par 640, le produit 126611927680 fera le nombre d’acres 
cherché. 

N. B. Il eft aflez indifférent d’être plus exaft dans quelque calcul , 
que ne font les data mêmes fur lesquels le calcul eft fondé. 

PROBLEME 2. 

370. Quel ejl le diamètre d'une fftére concave qu: tier.droit tout jtijle un 
gallon mefure d’Angleterre. 

Par le cinquième corollaire de l’art. 368, comme le nombre ii eft à 21 

ainfi 
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ainfi cft le contenu folide d’une fphére au cube de fon diamètre : mais 
le contenu folide de notre fphére ell de 282 pouces cubiques, ou un gai- 
Ion raefure à' Angleterre par la fuppofition ; donc le cube de fon diamè- 
tre fera de 538 A .dont la racine cubique 8 .135 fera le diamètre même. 

N. B. L'extraèlion de la racine cubique eft enfeignée dans la plupart 
des Livres d’ Arithmétique , & dépend de la nature d’un binôme, com- 
me fait pareillement l’extraèhion de la racine quarréejainfi pourvu qu’on 
s’attache à bien comprendre cette dernière, on viendra aifément à bout 
de l’autre: mais l’extraélion des racines de toutes les puiflances firaples 
fe fait bien mieux encore à l'aide des Logarithmes, comme on le verra 
dans la fuite quand nous aurons expliqué la nature & les propriétés de 
ces nombres. 

PROBLEME 3. 



371. Trouver le pnids d'un glube tf eau dm pouce de diamètre étant pefè 
dans Pair, en Juppofant qu'un pied cubique de la même fotte d'eau, quand le 
Baromitre ejl à une hauteur moyenne , péfe tout jujle 76 livres de Troyes. 

N, B. La livre de Troyes contient 12 onces .chaque once 20 deniers , 
& chaque denier 24 grains. 

Si un pied cubique, ou 12x12x12 pouces cubiques d’eau péfent 
76 livres, le poids d’un pouce cubique fera ^ [2 x lï livre, ou 



^ 6 x 12 X ao X V grains, c’eft-à-dire, f en divifant lenume>ateur & le déno- 
la X X 1» ° ' 



minateiu" par 12x12x4)^— grains. Soit préfentement le diamètre d'un cer- 
cle à la circonférence comme d àc ; & par le cinquième corollaire de l’art. 



368, comme le nombre 6d eft à c, ainfi le cube du diamètre d'une fphè- 
re eft à fon contenu folide; par conféquent, comme la quantité 6 d eft 
à c ainfi le contenu folide d’un pouce cubique eft au contenu folide d un 



globe d’un pouce de diamètre , & ainli eft le «ombre 



poids d’un 



pouce cubique d’eau, à 2!!^ poids d’un globe d’eau d’un pouce de dia- 
mètre étant pefè dans l’air. Soit i= 113 & c = 3 lS 5 > & nous aurons 
1^=132 .645, ou 132 ■— ; donc un globe d'eau d’un pouce de dia- 



mètre étant pefè dans l’air, péfe 132 -|^ grains. 

Dans tout ce calcul on a fuppofè que Les poids des corps homogènes 
dans Pair font en même raifon P un à Poutre que dans le vuhle , îÿ par confia 
quent en même raifon que leurs contenus foUàes ; ce qui eft vrai , pourvu 

que 
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que les corps foienc homogènes. Mais pour qu’il ne refte aucune diffi- 
culté fur cette matière, que a & b foient les poids de deux corps À&B 
de même efpéce (fuppofons de l’eau) étant pefés dans le vuide, & que 

l’eau foit 860 fois plus pcfante que l'air; cela étant ^ fera le poids d’u- 
ne quantité d’air égale en volume au corps J, & —fera le poids d’une 

quantité d'air égale en volume au corps B. Or il eft démontré en Hy- 
drollatique, que le poids d'un corps dans l’air n’cll pas fon vrai poids, 
c’eft à-dire le poids qu’il auroit dans le vuide, mais l’excès de fon vrai 
poids par deflus le vrai poids d’un volume égal d’air ; ainfi le poids du 

corps A, étant pcfé dans l’air, fera même raifon 

le poids du corps B , étant pefé dans l’air, fera mais le nombre 

552 ? eft à 5 ^^ comme O à partant les poids des corps homogènes dans 
800 

l’air feront l’un à l’autre en même raifon que leurs vrais poids dans le 
vuide ; mais les poids des corps homogènes dans le vuide font comme 
leurs volumes ou contenus folides ; & par conféquent leurs poids dans 
l’air ont aufli entre eux cette même raifon. C. O. F. D. 

PROBLEME 4. 

372. Trouver le diamètre d’un globe en pefant le globe d'abord dans Pair, 
fÿ puis dans T eau , fans avoir égard à fon poids dans le vuide. 

Oue d fait le diamètre cherché en pouces £3’ en parties de pouce , p le po'tds 
inconnu du globe dans le vuide , q le poids connu du globe pcfé dans F air, £3* 
r fon poids connu dans F eau, le poids p étant fuppofé, £5" les poids q £3* r 
étant pris en grains: Cela étant, il paroît par un principe d'Hydroftati- 
que, dont il a été fait mention dans l’art, précédent , que p— 4 fera le 
poids qu’aura dans le vuide un globe d’air dont le diamètre eft d, & que 
p—r fera le poids qu’au» dans le vuide un globe d’eau de même diamè- 
tre: retranchez donc le premier poids du dernier, & le refte q~r ex- 
primera le poids d’un globe d’eau dont le diamètre eft d étant pefé 
dans l’air: mais les poids de tous les corps homogènes dans l’air font en 
même raifon que leurs contenus folides par le dernier article ; & les con- 
tenus folides de toutes les fphéres font comme les cubes de leurs diamè- 
tres par le fixiéme corollaire de l’art. 368 : puis donc que le poids d’un 
globe d’eau d’un pouce de diametre a été trouvé dans le dernier article 

égala 132.— ou-jl^ grains, nous avons l'analogie fuivtnte; Comme 

411a 

3 t 
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11^ poids dans Fair d'un globe d" eau dont le diamètre ejl i pouce, ejt i q— r 
foids^ dans Fair d'un globe d eau dont le diamètre ejl d,ainji ejl i cube du dia- 
métré du premier globe à d' cube du diamètre du /econd ; donc d’ ^ q— rx 

6’ d fe diamètre cherché fera la racine cubique de cette dernière quantité. C.Q.F.T. 

Comme par exemple; fuppofbns qu’un globe péfe 156^ grains dans 
l’air, & 77 dans l’eau, en ce cas q fera égal à ijdi, r=Yj,q—r=cfg. 

25, & j — r X — 5974587 > dont la racine cubique .84224 fera le 

diamètre du globe en parties décimales d’un pouce. Voyez la fére ex- 
périence dans le feholie de la 40^niepropofition du fécond Livre des Prin- 
cipes de Newton. 

Au moyen des logarithmes la pratique de cette opération devient très- 
facile: car Si d'un tiers du logarithme de q— r on retranche le logarithme 
O .7075636, le rejle fera le logarithme du ^amétre cherché. 

Le grand avantage de cette méthode eft que non feulement elle fur- 
pafle toute autre en précifion , mais que fi le globe en queftion n’eft pas 
une fphére parfaite , elle donne un diamètre moyen, c’eft-à-dire, un 
diamètre tel que le corps auroit s’il devenoit une fphére parfaite :& quand 
même le corps propofé auroit la forme d’un cube ou d’un autre folide 
quelconque, régulier ou irrégulier, cette méthode trouveroit le diamètre 
d’un globe de la même grandeur. 

Par une façon d argumenter toute femblable on peut déterminer le contenu 
folide dun corps quelconque en pouces cubiques 6? en parties dun pouce cubi- 
que, ainfi: que qfoit le poids dun corps dans Fair, 6? r fon poids dans Teau, 

tous deux pris en grains: cela étant, comme le nombre grains, poids dont 
Fair dun pouce cubique d eau, ejl à q—i poids dans F air d un corps deau égal 
en volume au corps propofé ,ainft ejl 1 contenu folide du premier, à q— rx ~ 

contenu fuHde du dernier: ainfi le contenu folide du globe dans l’exemple 
précédent eft .31283 d’un pouce cubique. 

Si le globe dont le diamètre, ou le corps dont le contenu folide ejl cherché, 
iloit plus léger que Feau,que r défigne la force rsquife pour le tenir fous F eüu , 
(S alors le poids de ce corps pourra s'appeller — r, auquel cas le ftgne de r doit 
être changé dans les proportions marquées ci-dejfus, c’ejl-ét-tÿre , qu'il faut 
mettre q-\-i au-lieu de q—t. ^ 

Du Sphéroïde. 

373. Si Fon fuppofe une fphére décompofée en un nombre infini de lames cy- 
Tome IL Hh Un- 
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Oniriques infiniment .minces, 6f que ces lames, en gardant leur figure circu- 
laire, /oient toutes augmentées ou toutes diminuées en même rai/on, elles for- 
msront une figure appeUéc fpUrdide ; fÿ ce fpbérètde fera plat ou oblong, fui- 
vaut que les lames gésrératrices feront augjnentées ou diminuées. Qae ceux 
’dc nos Leéleurs, qui ignorent la nature de l’ellipfe, prennent ceci (s’ils 
le veulent bien) pour la définition du fphdroïde. ' 

Il fuit de cette définition 

Premièrement, Que chaque fphérdide ejl à une fphére fur le même axe , 
comme une lame quelconque dans le premier de cet corps cjl à une lame pareil- 
le danS; le dernier , bien entendu que cette fécondé lame foit prècifément celle 
qui a oidf à former la première; ou comme un nombre quelconque de lames dans 
le premier corps ejl au même nombre de lames pareilles dans le fécond, c'eJU 
à-dire, comme une portion quelconque du premier corps comprife entre deux plans 
parallèles perpendiculaires à fon axe, ejl à une femblable portion du dernier. 

Secondement, Que chaque fphérdide , aujfi bien que chaque fphére, vaut 
les deux tiers d'un cylindre circonferit. Car quoiqu’un fphéroïde foit plus 
grand o;u plus petit qu’une fphére fur le même axe, le cylindre circon> 
ferit au fphéroïde fera proportionellement plus grand ou plus petit que 
le cylindre circonferit à la fphére : car ayant la même longueur, ces deux 
corps feront comme leurs bafes;c’e(t pourquoi le fphéroïde aura la même 
raifon au cylindre qui lui efl; circonferit, que la Iphére a au cyündre 
circonferit à la fphére. r . 

■ L E M M E. 

- 374. La corde d'un arc circulaire ejl une moyenne proport ioncUe entre le 

Jinus verfe île cet arc fÿ le diamètre. 

Que ABC (Fig. '6i ) foit un demi-cercle dont le diamètre ell // C : après 
avoir déterminé à diferctien un arc tel que AB, menez la ligne droite 
AB,jqüi fera la “corde de cet arc; menez auffi BD perpendiculaire au 
diamètre AC en D, & la ligne interceptée Z) ell ce qu’on appelle le 
finus verfe de l’arc AD. 11 s’agit donc de démontrer, que la corde A B 
ell une moyenne proportionelle entre le linus verfe AD& tout lediamé- 
ne y/C: & c’cll ce qui n’ell guércs dilEcile, fi l’on mène l’autre cordé 
B Ci car en ce cas le triangle ABC Ctrx reéiangle en B , comme étant 
dans un demi-cercle, & partant fera femblable au triangle-rc6langIey^Z>A; 
|ionc AD fera 'u AB comme AB k AC. C. Q. F. D. 

PROBIBMÉ5. 

375. Trouver le contenu foli'de d'une 'moitié de fphére tronquée , ou d’un de- 
•mî-J^berdid* tronqué , compris entre un grand cercle perpendiculaire à leur 'axe 

• 6? 
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quelque autre cercle plus petit parallèle à ce grand cercle, let deux bafes 
«ppojées £5* la hauteur du corps tronqué étant données. 

N. B. Gjmme O^D défigne quelquefois le quarré de JD, ou un 
quarré dont le côté tü. JD, ainfi dans cet article & dans quelques au- 
tres fuivans, nous ne nous ferons aucun fcrupulede défigncr par 
l’aire d’un corde dont le demi-diamétre ed JD, par zQJD deux cer- 
cles pareils, 6?c- 

Soit JB CD (Fig. 66) un quarré dont la bafe ell JD, & la diagona- 
le JC; & que du point J comme centre & de l’intervalle JB foit dé- 
crit le quart de cercle B J Di menez aufli quelque parfdans le quarré la 
ligne EFG H parallèle z. JD, coupant J B en E, le quart de cercle en 
F, la diagonale en G, & le côté oppofé CD en H. Enfuite, concevez 
que toute la figure fafle une révolution autour de fon côté fixe JB: en 
ce cas le quarré formera un cylindre, le quart du cercle la moitié d’une 
fphérc , le triangle JB Cnn cône renverfé , & refpace curvi-ligne A E FD 
une moitié de fphérc tronquée : corps dont il s. agit de trouver le conte- 
nu folide , connoiflant la grandeur àe AD 6i de EF demi-diamétres des 
deux bafes oppofées , & celle de hauteur du corps tronqué. ‘ 

11 a été démontré dans l’art. 305*^“®» moyen de cette même con* 
flruftion, que la demi-fphére formée par la révolution du quart de cer- 
cle SD , & le cône formé par la révolution du triangle ABC étoient 
enfemble égaux au cylindre formé par la révolution du quarré ABCD^ 
& les raifons par lesquelles cette égalité a été prouvée en cet endroit, 
prouvent femblablement que le corps tronqué formé par le mouvement 
de l’efpacc JEFD & le cône formé par celui du triangle AEG feront 
enfemble égaux au cylindre formé oar la révolution du parallélogramme 

A E HD ; mais le cône formé par le triangle J EGed égal à 0 E G x y; 
& le cylindre formé par le parallélogramme JEIID ell égal à QAD 
xAE = 2Q^^D^^zz2QAD-i-QEHx^- fi l’on défigne par/ 
le contenu folide du corps tronqué, nous aurons l’équation fuivante, 
y_,.Q£Gx^=20'^D-+©£7fx^i tranfpofezGEGx ^ , <Sc 

vous aurez / =20ÏD-+ QEH — QÔjj x -y > mais par le 3é4'-ne ar- 
ticle, & par le fixiéme corollaire du 34 - 7 '‘'™*> QFH—(3EF~+QEG ; 
donc QEH- QEG = QEF : fubllitusz QEF au -lieu de QEH 

— QEG dans l’équation precedente (/= 2 QAD-F QE H— QKfJx — } 
& vous aurez /=2©35/)-l- QEFx ^i au-relle ce calcul fiippofé qûè 

Ilh 2 le 
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lefolide propofé ell une demi-fphére tronquée. Suppofons préfentemenc 
le folide/ compofé d’un nombre infini de lames cylindriques infiniment 
minces parallèles à fa bafe , & que ces lames , confeivant leur figu- 
re circulaire, fe trouvent toutes diminuées en quelque raifon donnée , 
par exemple de r à r; cela étant, il eft clair que le folide/ fera un 
demi-fphéroïde uonqué , & qu’il fera diminué en railbn de r à r ; mais 

alors la quantité fc trouvera pareillement dimi» 

nuée en cette même railbn ; & partant / fera toujours égal à 
sQAD-i- Q ce qui nous fournit le théorème fuivant pour 

déterminer la valeur du contenu folide des corps tronqués dont il s’agit. 

A deux fois Faire de la plus grande bafe ajaûtez Faire de la plus petite; 
multipliez cette fomme par un tiers de la hauteur du corps tronqué, fÿ le pro- 
duit en donnera le contenu folide. C. Q. F. T. 

PROBLEME 6 . 

375. Trouver la furface convexe de quelque fegment d'une fpbére, dont la 
bafe Êf la hauteur font données. ( Hg. 60. ) 

Suppofant la conllruâion indiquée dans le dernier article, & ce qui 
y a été prouvé , fi de la demi-fphére formée par la révolution de l’elpa- 
ci A BD, on retranche la partie tronquée formée par l’efpace AEFD, 
il reliera un fegment de Iphére formé par l’efpace BEF; & fi on ajoû- 
te de-nouveau à ce fegment le cône formé par le triangle A EF, ces 
deux quantités compoferont conjointement un fefleur de fphére formé 
par l’efpace ABF; & enfin fi le contenu folide de ce fefteur fphérique 
cil appliqué à ou divifé par un tiers’ du rayon AD, le plan ou quotient 
qui en réfultera fera égal à la furface convexe formée par l’arc B F. Car 
comme chaque fphére eft égale à un cône dont la bafe eft la furface de la 
Iphére, & la hauteur fon rayon (Voyez art. 366,) de-même (& par la 
même raifon) chaque fefteur d’une fphére doit être égal à un cône dont 
la bafe ell la partie fphérique de fa furface , & la hauteur le rayon. Or 
la demi-fphére formée par la révolution de l’efpace A BD étant les deux 
tiers d’un cylindre de même bafe & de même hauteur , comme il a été 
démontré dans l’art. 365, fon contenu folide fera exprimé par :q AD 

y.é^=iQADx^-\-2QAD*^; & le contenu folide du corps 
tronqué formé par l’efpace étoit slQADx ~-+QEFx‘^; 

3 S 

retrauchez cette dernière quantité de la première, & il reliera le 

feg. 
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fcgment foimé par l’efpace égal à iQAD^ — -QEFx — ; 

3 3 

ajoûtez à cette grandeur le cône formé par le triangle /^£Fd ont leçon- 
tenu folide eft QEFx-^ , & vous aurez le feéleur fphérique formé 

parl’efpace ifSF égal a Que le diamètre d'un cercle 

foit à la circonférence comme 1 kc, & la grandeur sAD^c défigne- 
ra la circonférence d’un grand cercle , dont la moite jtDxc multi- 
pliée par le rayon AD, doimera AD'*c pour aire d’un grand cer- 

de; donc QAD = AD^xc, & lAD^x — , ou le contenu folide du 

feéleur fphérique, fera lAD^xcx-—: mais EB elWe finus verfe de 

Tare BF-, ôc partant fi nous défignons par / la corde de cet arc, 
nous aurons 2ADxEB = I' par le pénultième article; & le contenu 

folide du feéleur fphérique fera à-préfent l'xcx j divifez ce produit 

par & il vous reliera la fjrface formée par l’arc B £ égale k l'xc: 

mais comme y^D'xc étoit égal à O de-même /‘xt fera égal kQl, 
c’ell-à-dire à un cercle dont le rayon eft la corde de l’arc B F: donc La 
furface de tout Jegment d'une fphére efi égale à un cercle dont le rayon ejl ta 
diftance qui fe trouve entre le point vertical du fegmtnt (3 la circonférence 
de fa hafe. 

Ce qui vient d’être prouvé ici à l’égard de la furface convexe d’un 
fegment de fphére s’accorde parfaitement av'ec ce qui a été démontré 
dans l’art. 367 touchant la furface de toute une fphére. Car fi nous fup- 
pofons que l'arc B F eft un demi-cercle , fa corde fera en ce cas un dia- 
mètre, & la furface formée par cet’arc fera la furface de toute la fphé- 
re; & par conféquent la furface de cette fphére fera égale à un cercle 
dont le rayon fera le diamètre delà fphére, c’eft-à-dire, 2AD; mais 
un cercle dont le rayon vaut t,A D eft quadruple d’un cercle dont le rayon 
eft AD, à caufe que tous les cercles font entre eux comme les quarrés 
de leurs demi-diamétres ; donc la furface de chaque fphére eft égale à 
quatre grands cercles de cette fphére , comme il a été démontré, 

PnOBLEMS 7. 

377. Trouver le contenu folide d’un tonneau confiftant en une portion ce 
fphére ou de fpbéroïde, terminée à chaque bout par deux cercles égaux, ü* pâ- 
li h 3 r.tl- 
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ralléles qui fqffent des angles droits avec P axe du tonneau , le diamètre des cer- 
cles, le diamètre au bondon, Êÿ la longueur du tonneau étant donnés. Fig. 6o.) 

En gardant la conftrudlion de l’art. 375 , fi deux corps tronqués , teb 
que ceux que nous y avons fuppofés produits par la révolution de l’elpa- 
ce. À EF D autour de l’axe AE, font joints enfcmble, tn appliquant la 
grande bafe de l’un à la grande bafe de l’autre , ils formeront un folide 
tel que celui qui vient d’être décrit : mais dans l’article cité le con- 
tenu du corps tronque produit par lelpace AEFD selt trouvé être 



zQAD-^QEFk 



AE 



donc le contenu du folide propofé fera 



iQAD-^QEb'ü— , lesquels feront un tiers de la longueur du folide. 

Nommez le diîniétre du folide dans l’endroit où il efl; le plus grand, 
g, & où il e(l le plus petit,/; c’eft-à-dire, faites g = 2y?D, & l=oEF, 
& vous aurez QAD=g' x” , & QEF=l^*y^ par le fécond corollaire 

de l’art. 347 , & le contenu de notre folide fera 2g» — !-/• x -—xü. Sup> 
pofons préfentement que le folide devienne d’une portion de fphére une 
portion femblable de fphéroïde, & la quantité 2g* H-/* x — j— x H fera 

diminuée en même raifon que le folide , & par conféquent y reliera tou- 
jours égale : ce qui nous donne le théorème fuivant pour mefurer le ton- 
neau propofé. 

yf deux fois le qiiarré du diamètre au bondon ajoutez le qtiarré du diamètre 
des cercles parallèles; multipliez la fonme par un tiers de la longueur du ton- 
neau, 6? puis dites comme le nombre 14. ejl à ii ,ainfi ce dernier produit efl 
au contenu requis. 

N. B.' Si les deux cercles par lesquels le vaifleau efl terminé au deux 
bouts font inégaux , les deux corps tronqués doivent être mefurés fépa- 
rément, & puis ajoûtés enfemble. 

Si l’on vouloir exprimer le contenu du tonneau en gallons , il faudroît 
prendre en pouces les diamètres g & /; & au-lieu de faire ufage de la 

raifon de 14 à ii , la quantité 2g*-t-/*xi^ devroit être dh'ifée par 

359 , & le quotient défigneroit le nombre des gallons que le tonneau 
contient. Voyez Art. 353. 



E L E- 
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LIVRE IX. 



EN QUATRE PARTIES. 

I. Des Puilïiinces & de leurs Expolans ; & de la Méthode 

de Newton pour décompofer un Binôme. 

II. Des Logarithmes , de leur ufage , & des meilleures Mé- 

thodes d’en faire le Calcul. 

III. De l’Invention des Divifeurs. 

IV. De l’Arithmétique des Qiiantités fourde?. 



PARTIE I. 



Des PuiJJances (3 de leurs expofans. 

Akt. 378. T^TOus avons déjà eu occafion de confidércr les expofans 
des puilTanccs, relativement à l’ ufage qu’on en fait 
en Algèbre pour exprimer les diiTérens degrés des puiflances d'une façon 
abrégée; mais l’incomparable Ke-Mton a'porté cet ufage bien plus loin en 
l’étendant à un grand nombre de beaux théorèmes , tant en Algèbre 
qu’en Géométrie, & particuliérement dans la doètrine des Fluxions. 
Pour en donner une jufle idée au Lcéceiu', il efl: prie de jetter les yeux 
fur les fériés fuivames , auxquelles j’ajoùterai les édairciiremens néccs- 
faires. 

PuiJJances fans leurs expofans. 

XXXXX. XXXX. XXX. XX. X. I. — -î ! * •' 

• **• XXX XXXX' XXXXX 

Puis- 
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Puijfancet avec leurs expofans. • 

ï». *+. X». X*. X'. X'. X — X — *. X — >, X— ♦. X — ^ 

Cette efpéce de table contient deux rangées, dont la première eft 
une fuite de puiflances exprimées fans leurs expolani,Ia racine commu- 
ne ou quantité fondamentale étant xj la fécondé fuite exprime les mê- 
mes puifTances par le moyen de leurs expofans. 

Observations. ‘ 

379. I®. Il parois par cette table, fie chaque puijjance fuivante ejl le 
quotient de celle qui la précédé imme^atement divifée par la racine commune x, 
iS que chaque expofant fuivant fe trovoe en retranchant Tunité de rexpofant 
qui précédé immédiatement, C’eft ainfi que x* divifé par x donne x, x di- 

vifé par x donne i, i divifé par x donne — , — divifé par x donne -- 

* * X* 

{ÿc. de-même encore, 2—1 = 1, 1—1 = 0 o — 1=— i, = , 

(ÿc. puis donc que chaque rangée fournit une fuite régulière, 
il s’enfuit que les expofans négatifs ont la même propriété que 
les expofans affirmatifs d’exprimer les puifTances auxquelles ils appar 

tiennent, & que x — * repréfente ^ par la même raifon que x* repré- 
fente XX. 

2®. Donc par quelque nombre que T expofant d'une puijfance fait exprimé, 
ce même nombre précédé et un figne négatif fera t expofant du réciproque de 
cette puifjance, ou de tmité divifée par cette ménu puiffimee. Par exemple, 
fl le nombre 2 efl l’expofant de xx, — 2 fera l’expofant de ; fi i eft 

Texpofant de x, — i fera Texpofant de-j ; & ainfi de fuite. 

3®. Dans tous les cas, taddition des expofans répond à la multiplication des puis- 
fances auxquelles ils appartiennent ‘,c ejl-à-dire ,Ji deux puijfances quelconques de 
la même quantité font multipliées enfemble , t expofant du tnultiplicateur ajouté à 
t expofant du multiplicande , donnera t expofant du produit. Ainfi x* multiplié par 
x’ donnex»,commexxxxxx donne xxxxx : ^fix* xx — J donnex — com- 
me XX X -i- donne -L; ainfi x * x x— J donnex — t tom re — x i- 

*** * XX XXX 

xxx ’ x ’ i ' ** ** X—* donne x®, cornue xx x -i- donne i: 
ainfi xi X X® donne x» comme ,\xx x j donne x,c.r. 

4*. Pa- 
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4' . Pareillemetit hfoujlra^ion des expo/ans répond à la divifion dei puijjances ; 
c'ejl-à-dire,fi quelque puijfance d' une quantité ejl divifée par une putjjancè quelcon- 
que de la même quantité,rexpofant du divifeurfoujîrait de T expofan; du dividende 

kijje de rejle l'expofant du quotient. AMi * Jdivifé par x’donne pour quotient x' , 
comme XX* divifé parxx donne pour quotient x : ainfi x* divifd par don-* 

ne pour quotient x% comme *4 divifé par ^ donne pour quotient .rxxxxj 
ainfi x * divifé par x -*-3 donne pour quotient x — », comme -i- divifé 

XX ■ 

par xxxdonne — î— ;ainCx~* divifé par*— J donne*', comme — di- 

xxxxx . — ' XX 

vifé par —donne xj ainfi x” divifé par x— ‘donne x‘, comme i divifé bar 

donne xx : enfin , x* divifé par *' donne*’ , comme xx divifé par xx donne r . 

■ 5’. Si r expofiint d'une puijjance ejl multiplié par 2,2,4, Êj’e. le produit 
fera Fexpofant du quarré, du cube fÿc. de cette puijfance: êS partant fi Fex- 
pofant de quelque puijfance ejl divifé par 2 ,' 3 , 4 , Ês’r. le quotient fera Pexpo- 
faut de la racine qtiarrée , de la racine cubique Çj’f. de cette puijjànce. Ainfi 
le quarré de x' eft x*, fon cube x*, fa quatrième piliflance x?: 'd’un 
autre côté, la racine quarrée de x'* eft x*, fa radne cubique x+, fà 
racine quarré-quarrée xJ (^c. de-même la racine quarrée de x ou de x‘ 

-î I I * 

eft X ’ , fa racine cubique *’, fa racine quarre-i^uarrcq x! Ç’c. pareille- 
ment la racine quarrée de-1 ou x~ ■ eft *— i, fa racine' cubique x- î» 

fa racine quarré-quarrée x £ff. ainfi encore x* marque la racine cubi- 
> ' » 
que de X*, x^la racine quarré-quarrée de x’. 1 Et généralement, x^ 

gnifie la racine, de x" dont ftxpofant eft «; comme fi y” = x*,cela fi. 

■gnificroit que y eft cette racine de x" dont l’expofant eft n, & qu*il faut 

exprimer par *• ; & par conféquent quand x" = y- , on fera toujouré 

en droit d’en mférer que la quantité y eft égale à x» , ou que la quanti- 

i ■ . . £ . V. j 

té X eft égale à y” . 

6». Les puijfances font rédumies à d'autres pats fimplcs, toutes le^foU 
que les frétions, qui leur fervent d'expofnns, font rédudibles à de plus jhtfi 
pies f rallions. C eft ainfi que la racine quarré-quarrée, de x* eft la piéme 

que la racine quarrée de x, parce que x’=xV ' ' • - 

Tome 11 . li . • 
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7». Si rtipofant (Tme puijpmce ejl une fradion improprement dite , S" que 
cette fra.^ion foie changée en un nombre entier avec une Jradion adhérente , ]a 
puij]ance fe troitvera décompofée par-là en deux autres puijfances, dont l'une 
.aura pour fon expofant le notnbre entier iÿ F autre pour le ften la fraSion ad- 

hirente. Par exemple 3 = 2— lrî> & par cela même x‘ =*• x ; c’ell- 
à-<lire la racine quafrée de x» eft égale à xx multiplié par la racine 
quarrée de x. ' 

8 °. Des puijjaiices four de s peuvent être réduites à la même racine par une 
rédutlion de leurs expofans fraclionaux à la même dénomination, fÿ cela fait 

quelles déftgnent les puijfances de la même quantité ou non. Ainfi x' & y 

\ a 

font les mêmes grandeurs que X* & y ; c’ell-à-dire, la racine quarrée 
de x,& la racine cubique de y font les mêmes grandeurs que la llxiéme 
racine de X* & la fixiérae racine dey* : & de cette manière on peut com- 
parer cnfemble les quantités fourdes de differentes racines fans aucune 
extraflion de ces mêmes racines. Comme par exemple, (1 l’on deman- 
doit, quelle de ces deux quantités efl la plus grande, la racine quarrée 
de 2 ou la racine cubique de 3 ? Je répondrois , la racine cubique de 3 ; 

Il I 

car la racine cubique de 2 ou 2’, ou 2*, ell égale à 8* ; mais la racine 

• « I - t 

cubique de 3 ^ ou 3’, ou 3 , eft égale a çf ; & la quantité 9* efl plus 
grande que S . ' ' 

9*. Ce qui a été dit touchant les expofans défignês par des nombres entiers, 
nef pas moins vrai à F égard des expofans fraclionaux , favoir, que F addition 
£3' la- fnflraclion de ces. expofans répond à la multiplication Ht à la 'divifion 



des ipu{jf.inc.ei-dux'que)Jes ils appirticrméct,. . Ainfi J— & x’x x^=x*, 
ce que je.,démontre ainfi. Soit y'=x,; cela étant par la cinquième ob- 

1 I I I s 

fervation nous aurons y=.v , y’ = x*, oux', y’=x*, oux’, &y'=x*: 

. . , i i. -• • ' « 1. 1 

mais y’xy* efl égal à y’ par la troifiéme obfervation ; donc x' multiplié 
. a -', ■ f ..0 '!■ ■ 

par i donne x. De-même puisque J — j = J, on peut démontrer que 

jl I I * 

x’. divifé parx’ donnera x‘; car y' divifé par y* donne y, qui efl égal 
à X* ^ & les démonflratioDS feront les mêmes dans tous les autres cas. 



, t 

■ ' Dm Théorème df-Newton pour changer un binéme, ou plutôt les puijfan- 

ces d'un binôme , en fériés finies ou injinies fuivaiit qpu k nature d'une pa- 

■ -reilie puijfance pourra le permettre. ' '' 

380* 
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380. Ce théorème eft d’un fi grand ufage dans presque toutes lej par- 
ties des Mathéraanques , & particulitrement dans la plus fublime Géo- 
métrie , que le Lefteur ne fauroit trouver mauvais que je m’y arrête un peu. 

I -+ X fignifit cette puijpmce du binôme i— t-ï dont texpofant ejl m. Ainû 

i-+x=i, par la même raifon que X* = I ; ainfi i -+-x=i H-x, parla 
même raifon que x'=x;& fi l’on fait une multiplication continuelle par 
I -f X , en commençant par le premier multiplicande i -I- x, on formera 
d’autres puiDances du binôme f+'x, de la manière fuivante: 

— P 

I — h X = I . J 

1 , 

I— l-X=I— 1- X. 

M ■■Z 

I-f X=I-+2X-+- XX. 

. I 

i-bx=i-+3X-l- 3XX-1- X». 

I— f-x=iH'4x-+ tjxx-f 4x5— b X*. 

— 5 

i-f x=i-b5x-f loxx-b loxî—b jxt-t- xt. 

iH-x=l— t-6x-+i5xx— b20X>-+ IJX'*'— bfix'— t-x*. 

N. B. Les cocfficiens numériques des termes de cbaqtie férié font appellés 

les unciæ de la pmjfance à laquelle appartient b férié. Ainfi i — t-x = iH-6x 
H- 15XX-T 20X* -b I5X+ —b 6 x' —b IX*, & les coêlficiens numériques i , 
6 , I5> 20, IJ, 6, I, s’appellent les unciædc cette fixiéme puiflânee.. 

381. Après avoir à l’aide d’une multiplication continuelle obtenu la 
fixiéme puiflance du bmôme i— bx, compofèe d'un nombre fuffifant de 
termes pour former une induêlion , examinons préfentement quel rapport 
ces termes ont l’un à l’autre (en cas qu’ils en ayent un qui foit vifible) 
ou comment ils peuvent fe déduire l’un de l’autre , afin que (s’il eft poA 
fible) nous puillions per filtiim, (ans avoir recours à des puiflances inter- 
médiaires, former une férié reprèfentant une puiflance quelconque don- 
née du binôme i -b x confidéré comme racine. Pour en venir à bout, 
il efl bon que le Lcfleur faohe , que quantité de fériés de tous les gen- 
res , font formées par une addition continuelle , ou par une continuelle 
multiplication des termes d’autres fériés plus fimples que celles qu’elles- 
forment ; & voilà pourquoi toutes les fois qu’on propofe une férié , dont 
la loi ou la génération n’eR pas apperçue immédiatement, il ne fera pas 
manvais de rechercher par quelles additions ou multiplications fes termes 

li 2 ont 
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ont été produits : on trouve aflez aifément les additions , en retranchant 
chaque terme du terme immédiatement fuivant , & les multiplications 
(ce qui eft le cas en queftion préfentement) en divifant chaque terme 
par le terme qui le précède immédiatement : ainfi la férié i — t-aH-iH-'c 
-+-d iÿc. efl; formée par une multiplication continuelle des termes 

£. Fÿc.i car ixA donne fl, & ax4 donne *,& ix-f donnée 

I fl fl 

ÿf. Si nous appliquons maintenant cette obfervation à la férié repréfen- 
tant la fixiéme puilfance du binôme i-Hx, favoir, 1-I-6X-+15X* 

neïus trouverons que les termes de cet- 
te férié font produits par une continuelle multiplication des termes fui- 

r. S 0» 

ç. ou enfin ou — : deforte que la férié dont les termes 

^ 1S*« 5 ’ 6xJ 6 

continuellement multipliés donnent la fixiéme puilfance du binôme 

on eft d’abord 

frappé de la régularité de cette férié, les coëlficiens des numérateurs 
décroilfant conftamment d’une unité , & les dénominateurs au-contraire 
croilfant de cettè même quantité ; ce qui donne lieu de préfumer que la 
même régularité fe trouveroit pour toutes les autres puiflances ; que fi 
l’on concevoir quelque doute à cet égard, on pourroit s’alfurer de la vé- 
rité de cette induflion, en elfayant la chofe fur d’autres puiflances, & 
le réfultat de ces eflais feroit toujours que fi quelque puiflanceapourfon 
expofant m, les fraétions, par la multiplication continuelle desquelles 
tous les termes de cette puilfance après le premier font produits, feront 



" X 

T*’ 



a ’ 3 



« — 4 
5 



X, X (j’e. Mais on voit 



clairement par la manière dont ces puilfances fe déduifent l’une de l’au- 
tre à l’aide d’une ccntinuelle multiplication par 1 x*,que funité ou i fe- 
ra toujours le premier terme de chaque puilfance: donc Si l'on fait ce pre- 
mier terme i = A, Ax=B, 2 ^^ Bx=C , ^ Cx=D, Dx =E, 

51^.2 Ex=F,î2^^Fx=G &c. o« flWfl t— l-x = A— J-B— FC— 1-D— fE 
5 ° 

-f F -F G «&c. : ou plus élégamment (conformément à la manière dont New- 

^ m * ■ ■ X in J 

ton exprime ces fériés) ainfi , i-+x=:i-1-yAx-+ — — Bx-F 



Cx-f: 



Dx- 



m — 



Ex -f 



m — S 



a 3 

F X &c. , oit les lettres capitales 



4 5.6 

À, B, C, &c. repréf entent les termes de la férié à mefure qu'ils s'i'évent ; 

c'eJK 
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c’tjl-à-dire, A reprifente le premier terme i, B Jignifie le fécond terme 
H Ax, C Signifie le troifiéme terme Bx &c. Tout ceci fera éclair- 
ci par des exemples dans l’article fuivant. 

Exemples pour faciliter F intelligence du théorème précédent. 

382. 1". On demande d’élever tout d’un coup le binôme i — t- x à la 

feptiéme puiflance. Ici ^ =7 > — ~ — 

donc T^^=i-i-iyix-^f,Bx~+iCx-i-iDx-+’Ex-{-iFx-t-iGx. 
Après avoir couché ainfi la férié, en exprimant ”, — ^ ^ «&c. 

en nombres, il faut en faire le calcul de la manière fuivante; 

2*. '^x = 5.xIX = 7X=B, 3*.;Bx = |x7xx = 2ixx = C, 4‘.iCx = ^x2ixJ 
= 35 x»=D , 5*. iDx = î X 35 -'î+= 35** =£ , 6’. ; £ x = ) x 3 jxf = 2 1 x* = F, 

I 7 

7*.|£x=îx 2ix‘= 7x*= G , 8*. tGx= } _f 7x'=x’=//; donc 1 -V x = i -by* 
r+ 2IX* -b 35XÎ -f 35x*--+ 2ix» -b 7x*-bx?. 

2*. I -+ x = I -b i/^x-b^Bx-bîCx-f ^Dx— b j£x-bl/x— b^rx-+4 
I/x= I -+ 8x-b28x* -bjôx» -b 7ox+-b s6xt -+ 28x‘-b 8x? -bx*. 

^ t 

3». I — X =ri — )-ix— ^X-+ Jx — £x-(- JX — Cx -+ÎX — Dx-bjx_£x, 
où le figne -(- marque firaplement que les termes fuivans doivent être 
ajoûtés au précédent , foit que ces termes foient aflîrmatifs on négatifs. 

J 

I.a même férié pourroit aufli être exprimée ainfi ; i—x=i~iAx 
~\Bx-\Cx—\Dx—^ Ex. Voici le calcul des termes, 1°. i=A, 
2". — 4^x=-ixix=-5X=S,3*. — îBx=-ix-5xx= -+ ioxx=C, 
4». — ^C.r=-^ X lox» =— 10x5 = D, 5*. — iDx=— Jx— iox+=H-5x+ 

= £, 6*. -i£x=-^x5xf = -x5=£,- donc i-x =i-5x-brox* 
— IOX5-+5X+— x5, les termes étant alternativement affirmatifs & né- 
gatifs. 

♦ 

4*. I — X =t — 4x-f 6x* — 4x» -f Xh 

On peut inférer des deux derniers exemples, qu' après avoir trouvé quelque 
piijfance du binôme I — (- x , on n'a qu'à changer les figues de tous les termes 
qui appartiennent aux puijfances impaires de x., iS qu’on aura par ce moyen 

( 

la même puijfance du binôme i — x. Ainfi i -f x = i — bjx —b io.r’ —h lox* 
— f- 5X+— i-x' : changez les fignes des termes — bjx, — b lox» , H- x» , & 

vous aurez r— x ai — jx-biox* — lox’— b5x+— x^, comme aupara- 

li 3 vant. 
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vant. La raifon en eft manifefte ; car fi la grandeur x eft négative", 
toute puiflance impaire de x fera négative aulTi, au-lieu que toute puis- 
fance paire fera affirmative autant que fi la grandeur * étoit affirmative 
elle-même; ainfi -xx—x=-+x', & -+x*x— x = — & — x» x 
— x=-î-x+, & -+X+ X — x=— xt, G'f, 

383. Si quelque puiffimee d'un binôme doit (tre multipliée par un nombre 
donné comme n, on pourra s'y prendre de deux manières , /avoir , en muhi- 
pliant chaque terme dmt cette puij/ance ejl compofee par n, ou bien, en mul- 
tipliant Jimplement le premier terme , qui ejl toujours connu, par n (^produit 
qu’on peut appeller A ) £5* puis en dérivant de ce premier terme tous les autres 

comme ci-dejfiis. Par exemple; i — x x n peut s’exprimer ainfi, n — 4«x 
-f 6 hx* — 4HX* — I- «x<-; ou bien ainfi, n — ^Ax — \Bx — \Cx — sDx: 
car les termes de cette dernière férié, étant calculés, fe trouveront être 
les mêmes que ceux de la première: c’efi ainfi que le premier terme fe- 
ra n= J, le fécond fera —\Ax=-i-x,nx= — 4nx, & ainfi du relie. 

38+. jd l'aide de ce dernier article nous pouvons exprimer par une férié telle 

• tn 

puijfance qu'on voudra d'un binôme quelconque , comme p-+ q , en confidérant 
le binôme p-i-q comme le produit de deux grandeurs multipliées lune par l au- 
tre, /avoir 13 p: car.fip-+-î= iH- xp, nous aurons p— (-5 

■ — m 

= I X ; mais le premier terme de i — réduit en forme de fé- 

rié fera i : multipliez donc ce premier terme i parp", faites le produit 
P" —/d, comme dans le dernier article, & dérivez de A tous les autres 
termes de la manière qui a été enfeignée ci-deflus, mettant àla pla- 

ce de X , & vous aurez p-r q = p” —h -r- ~tr "+ » ■ - •* 

-^-&c. Ainfi p-+q =p’•^-T 7 -+jy=p’-f 3 P*Î-+ 3 M* 

■ 3 

-fgJ; mettez 1 à la place de q, & vous aurez p-+-i=pî-î4-3pp-t-3/>-4i; 

quantité qui eft, & qui doit être la même que i-t-p ; la feule diffé- 
rence qu’il y a, eft que la férié fe trouve renverfée. Et c’eft ce qui fait, 

■ sn 

qïen rédui/ant le binôme p -|- q rn férié , on a les mêmes coïjficiens pour deux 
termes quelconques également éloignés des extrêmes. 

385. Il puroit par ce qtû a été dit, que fl m expofant de la puijfance à la- 
quelle le binôme i -f x doit être élevé, ejl m nombre entier i 3 affirmatif, 

la 
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la férié, qui repréfentera cette puffance, aura une fin, par cela même ne 
fera compofie que i un nombre fini de termes, fans quoi elle s’étendrait à Finfi. 
ni: car fi w eft un nombre entier & affirmatif, la progreffion des numé- 
rateurs m, m-i, m~2, «1-3, Êfr. doit, fi on la continue, paffer 
par m-m ou o, ce qui rend un des termes J,B,C,D,E,F, G,(ÿc. 
égal à rien; & G l’un de ces termes eft égal à rien, il détruira néceflai- 
rement tous ceux qui la fulvcnt, & par cela même la férié aura une fin. 
Par exemple, la férié qui donne la troifiéme puiflance de i-t x, fera, 
étant régulièrement continuée, — 
—}Fx fÿc.; mais le terme £ de cette férié, qui eft égal a {Dx, fera 
égal à rien; & fi £ n’eft rien, F, qui eft égal à ne fera rien 

aulli; & fi £ n’eft rien. G, qui eft égal à F*, fera pareillement égal 
à rien;deforte que les quatre premiers termes feront des grandeurs réel- 
les, & la férié Ibra terminée-là. Si la quantité m eft négative, m~i 
fera plus négative encore, & m— 2 encore plus négative ; tellement que 
dans ce cas la progreffion m, wi-i , m~2 [fc. ne fauroit pafler par le 
néant ; & ainfi la férié J,B,C,D fc?c. doit être infinie , je veux dire , 
quant au nombre des termes. Si m n’eft pas un nombre entier , mais 
une fraêtion , comme fi m— f , nous aurons m — 1 = t, - 2 = ], m - 3 = -j, 
m — 4=— donc on peut dire encecasquelaprogrcs- 
fion m ,m—i ,m — 2 , ni — 3 iÿc. paffe à côté de zéro , mais point p-r zéro ; 
& partant la férié doit être infinie. Mais il fera parlé plus au long de 
ces fériés infinies dans les articles fuivans. 

386. Comme —\-i efl l'txpnfmt de la première puffance de i— 1-x, ainfi 

— I fera fexpofant de car nous avons prouvé qu’un nombre quel- 

conque étant fexpofant d’une puiflance, le même nombre négatif fera 
fexpofant de la grandeur réciproque de cette puilTance , ou de l’unité 

divifée par elle. Suppofons donc qu’on veuille changer la fraêlion 

ou 1 -t- * en une ferie infime: ici — =— 7— — 

£— — I , fy’e. donc en ce cas chaque coefficient fera — i ; & ainfi 

nous aurons i x =i — Ax~Bx—Cx—Dx—Ex—Fx à 1 infini —x 

— à finfini tfc. De- môme nous aurons i - x = i-i x 
— l-x'-l-x’—l-x^— t-x’ H- x'fÿr. à l’infini. 

387. Qu’il faille réduire en férié la fraêlion coi.ûdo- 

rcr comme Ap multiplié par ou bien par p — 4 : mais 
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le premier terme de p—q , fi l'on réduit cette grandeur en férié, eft 

P — I ou -y; voyez art. 384; multipliez ce premier terme — parle 

multiplicateur commun Ap, & le produit ^ fera le premier terme de la 

férié : donc-^ =^H- ^ ^ àrinfini,=^H- ^ 

fi —1 t ' P f P P 

—4 tlll -4. â£. -+ fs'r ; qui eft une férié infinie dont les termes font 

P' P^ P* * 

dans une progreffion géométrique continue, & obfervant entre eux la 
raifon de p à ^ ; par conféquent plus la quantité q eft petite en compa- 
raifon de l’autre quantité p , plus la férié fera convergente , c’eft-à-dire, 
plus un nombre quelconque de termes pris depuis le commencement de 

la férié approchera en valeur de la fraftion originale pourvu qu’on 

prenne toujours le même nombre de termes: d’où^ il fuit, que plus la 
q jaiitité q cjl petite en comparaifon de p, moins il faut prendre de termes 
pour rcprêfenter la férié entière avec le même degré d'exaêlitude ; £3* la chofe 
nejl pas feulement ainji dans le cas préfent , mais aujfi dans le cas de toutes 
les autres fériés , qui naijfent d'une racine binôme p— l-q ou p—q. 

Pour que la férié foit rendue plus convergente , il faut toujours la commen- 
cer par la plus grande partie du binôme. Comme fi la quantité p étoit plus 
grande que q dans le binôme pH-? , il faudroit commencer la férié parp : 

car qu’on réduifepH- q en une férié, & l’on aura p— =p" -f ~ 

^ -f ^ £? ê 3 c. comme dans l’art. 384. Suppofons la gran- 
O p 3 p • 

deur q égale à zéro, ou du-moins infiniment petite en comparaifon de 
p ; & l’on verra aifément , que chaque terme fuivant de cette’ férié fera 
infiniment plus petit que le terme qui le précédé immédiatement , que par 
cela même tous les termes apres le premier peuvent être confidérés com- 
me cvanefcens,& conféquemment que toute la férié fera comprife dans le 

premier terme, comme elle doit l’être: car fi ç=o,il fuit qiiep-f^ 
= p"; donc fi la quantité q eft presque égale à zéro, un petit nombre 
des premiers termes de la férié fera presque égal à la férié entière, & 
pourra être pris pour la férié même toutes les fois qu’il n’eft pas néces- 
faire de porter l’exaélitude au dernier point. 

Mais pour revenir à notre fujet; puisque la fraélion .i^aététrou- 

p — î 

vée égile à la fuite infinie .el-pdH -+~ -f-^«Scc. quand 

la 
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ia grandeur 5 eft plus pecitequep.les termes de cette fuite décroinent en 
proportion continue (dont il fera parlé plus au long dans l’article fuivant): 
nous inférons de-là par la raifon des contraires, qu’une fuite de quantités dé’ 
croijjantes en proportion géométrique continue , comme A -f ^ — I- £fç. fera , 

quoique continuée à Finfini , fimplement égale à une quantité finie; laquelle quan- 
tité finie fe trouve en multipliant A, premier £j* plus grand terme de lajerie , par P , 
. antécédent de la raifon que les termes ont entre eux puis en divifant le produit par 

p~q, excès de l antécédent par-deffus le conféquent: on concevra mieux la 
chofe par les exemples fuivans exprimés en nombres. • , 

Soit'p=2, g=i, & .d=i ; en ce cas -dÎL = 2, & la fuite fera 

. . : ■ • ! • / — 1 

&c. donc la fuite &c. , quoi- 

que continuée à l’infini, fera fimplement égale à 2, ce qui paroit d’ail- 
leurs par l’argument que voici. Le premier terme i ell égal à 2 — i ou 
à 2 - I; partant 1 -hi = 2-i = n~î ; donc i- 4 - J-l-i = 2-i ouà 
2-i; donc i -b ;-+i-f-i = 2— i ou à 2-/,; donc 
— b-,i~2 — ,'j &c. d’où l’on peut inférer que cette férié ne peut jamais 
furpafler le nombre 2 , ni même y atteindre à moins que le nombre des 
termes ne foit infini. Soit p=io, g = i, & nous aurons la 

fuite infinie I H-— -f —î Q’c. = — ou i-f i; & 

10 100 1000 looco ^ 5> 

pour s’en afiurer davantage encore, on n’a qu’à réduire la fraflion i en 

parties décimales, qui feront .11 ù i Ifc. à 1 infini. 

Si la fraélion ell mife en férié , cette férié fera -+■ 

p-+<l P 

G’f. à l'infini. Soit p=2,q=i,6c comme daps 

le premier exemplé , ôc nous aurons dît. = - , & la férié fera i — 1 H- ! 

^ P-+1 3 ' ; 

— i — b Vj tfc- donc , c converfo , la férié infinie i — 1 -4 i~bfe iSc. fera éga- 

le à la fra£lion 4, ce qui paroît d’ailleurs ainfi. Le premier terme i cil 
égal à|— b-ijdonc 1 — î=j — j; donc i — j-bî—j— bY,;doric r— i-b i 
— î — donc I î~b4~i~b-,'j = j~b^ fj’f. 

•ou t-+T, 



S’il falloir mettre en une fuite Ihfinie cette fra6üon 



I — XX 



ni m — I m — ï m — r m— 4 _ — 2 — 3 — +' 

nous aurions ^ ^ ^ — , — — -, — ^ — fj’c. — , — — , , 

^&?f.donc I -bx=i— — -JBx — JCk — 4Dï^5£.v.£3’c. = r,2* 
—f3x*—4x’ —b 5x*—(Sxt £fc. à l’infini , • 

38S. Comme toutes les puiffances d'un binôme, dont les expofans font des 
Tome IL Kk non- 
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nombres entiers affirmatifs font produites par une multiplication contmuefle, 

de-méme toutes les puiffances , dont les expofans font des nombres entiers (f né- 
gatifs, font produites à F eide d'une continuelle divifton. Ainfi i-+* ou 
étoit dans le pénuldéme article , fuivant lej théorème de Kesuton , 
I— ar* x’H-x* &c.;& l’on aura le même quotient, fi 
la fraâioQ ■ efi changée en une fuite infinie par une divifion aâuel* 

le de I par I-+X fuivant les règles ordinaires de divifion, en mettant 
des étoiles dans les endroits vuides du dividende, comme dans l’art. 14: 

1 

fl l’on divife de-nouveau ce quotient par i -»t- x, on aura ■ ■■ ■■ ■ 

^ ^ ’ I-+X X t _f * 

du n- X = I — !x-f 3x* — 4xJ sx*—Cxt &c. comme dans le dernier 

article , & ainfi de fuite. 

Mais on pourrait propofer ici une queftion capable d’embarrafler 
même un Leêleur très - intelligent (qui ne feroit que médiocrement 
initié à ces myftéres) : voici quelle efi; cette queftion. Puisque ces 
fériés s’obtiennent par divifion, comment fe peut-il que continuées 
à l'infini elles ne donnent pourtant point le vrai quotient? comme 
elles me le font furement point dans un grand nombre de cas: car fi 
1 eft divifé par i— l-x, le quotient fera i — x-t-x' — x* H-x<-, comme 
ci-deflus. Suppofons préfentement x= i , & le vrai quotient de i di- 
vifé par I -+ X fera certainement j ; mais la fuite qui donnera le quotient 
en ce cas, fera i — i-Hi — r-+-i — i tfc. à l’infini, de laquelle fi on 
prend des termes en nombre pair la fomme fera zéro , au-lieu que fi 
le nombre de termes qu’on prend eft impair , la Ibmme fera i ; de- 
forte que le quotient donné par cette fuite fera toujours trop grand 
ou trop petit, & jamais égal à j. 

Je réponds , que fi on divife i par i — h x , & qu’on ne place au 
quotient qu’un feul terme, le quotient fera i, & le refte — x; fi on 
poulie la divifion jusqu’à deux termes , le quotient fera I— x, & le 
refte -l- xx ; fi Je nombre des termes va jusqu’à trois , le quotient fe- 
ra I— X-+XX, Si le refte — x* ; s’il y a quatre termes, le quotient 
fera i— x-fxx — x’, & le refte & ainfi à l’infini. Or fi x 

eft moindre que i , xx fera moindre que x , & ainfi de fuite , auquel 
cas les relies iront en diminuant; & fi la divifion eft continuée à l’in- 
fini, les relies deviendront des quantités évanefeentes , & le dividen- 
de étant épuifé, la férié, i— x— l-x’ {ÿc. fera le vrai quotient. Si x 
cil égal à 1, chaque puiflance de x, comme x’, x* , ÿc. fera égale 
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à 1 ; & par coaféjuent le relie en ce cas fera toujours i , pu — i , 
même quoique la divifion foie contiouée à l’infini ; par-tout où Ù y 
a un relie le quotient n’ell point exacl, mais toujours trop petit ou 
trop grand fuivant que le relie ell affirmatif ou négatif; donc en ce 
cas la férié r— Jt-fx’— si» fcfc.» quoique continuée à l’infini, ne don- 
ne pas le vrai quotient. Si x ell plus grand que r , x x, fera plus grand 
que X, & x> plus grand que xx, ât àinli de fuite; donc en ce cas les 
relies bien Imn d’aller en diminuant, augmenteront de plus en plus; & 
11 la divifion ell poulTée à l’infini, les relies feront infiniment grands, & 
partant la férié r— x— l-x* Éÿc. poulTée à l’infini, fera infinimeni; éloi- 
gnée du vrai quotient : ce font- là les fériés qu'on appelle divergen- 
tes : mais li x ell plus- grand que i , & qu’on commence la divifion 
par X au-lieu de la commencer par ,i, conformément à ce qui a été 
dit dans le dernier article, la férié avancera plus vite ou plus lente- 
ment vers le vrai quotient, fuivant que Texccs de x par-delTus i effi 
plus grand, ou' plus petit; car en ce cas, le quotient de r divifé par 
x-f I fera - — -i - -P -1 H- &c. à l’infini. 

Cell une'chofe ufitée dans la divifion ordinaire , toutes les fois qu’il y a un 
relie , de corriger le quotient en fuppléant une fiaflion , dont le numérateur 
ell le relie, & dontle dénominateur eQ le divüèuf : fi Ton fait lamêmechofe 
ici, le quotient fera toujours exaél, à quelque bout du divifeur que la divifion 
commence, ou à quelque endroit qu’elle finifleiparexèmple fi i elldivifé 

par i-lx, le quotient fera — - — , ou i — , ou i — x-f — ** — . ou 

’ »-f* »— b* i^a ’ 

I — X— l-x* — — — , & ainfi de fuite; c’ell-à-dire , fi x = i le quotient 

» —P a . . t * i 

fera i, ou i — i,ou i— j— l-|,ou i — i— br — ainfi de fuite: le quo- 
tient étant toujours une feule & même fraélion, favoir ». • ' 

389. Qu’il Ibit quellion à-préfent de tirer la racine quarrée de i-+x 
à Taide du théorème de Neviton, comme nous f avons fait auparavant 

à Ja manière ordinaire; voyez art. 19 cas i. ,Or x, fuivant, 

Texpreffion de AVxfon, ell i-tx’, donc", •— — > " ■ 'J'* 

"îîipi en ce cas , font des quantités ég îles à » ,— ,— i ,— 4 ,— , — A 6?r . & 

forment une fuite régulière de fraftions, dont les numérateurs vont décrois- 
fant du nombre 2, tandis que les numérateurs croilTent de ce même nom- 

— ~ t 

bre; deforte que iH-x’ = i-I-î.^x — » 5 xr-iCx— 4Dx&c. =r-l-»x-4.x* 
H-jijX»,— &c. précifément comme dans le cas indiqué ci-delTus. 

‘ • Kk a Pour 
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Pour s’eit convaincre on n’a qu’à tenter la chofe par multiplication, com- 
me nous l’avons fait dans le même cas: car fi cette racine étant multi- 
pliée par elle-même produit i -+iCi ce fera une marque certaine que la 
racine a été bien alTignée. 

Si la quantité x eft fuppofée pU»s grande que i , il faut com- 
mencer le calcul par i , & le pr|mier terme de la fuite fera *' ou 
Ÿx , & nous aurons alors x H" i x 2 -yx~i‘j ou 



j- î- Ù. 

y Xxî“+ *“»•"+ *> iac- 



; Si l’on demande de réduire cette fraftion on i-xx ’enu- 

ae fuite infinie, cette fuite fera ; i —xx'= i -f i Axx-+ ’ Bxx -f- ’Cxx 
-f iDxx -h T*. Exx fs’c. = I H- î ** -b ix*-+A ** l'nX' H- •j\x ' * &c. 

Enfin, foit à changer en une fuite infinie cette quantité i H-xT.-jci 



au-!ieu de m, employer ï 



ü T-> r-a 
«» > 



_ m m—n m—irt .n j’ _ _ . . ~ »» y , m—n 

&c. ou donc 



« ' 2 » 

« — ^ 

3 », ■ 4 " 



Bx 



■ Dx\ où les fignes — 1- fignifient fimplement que 

1.3", V 

ces termes doivent être ajoûtés enfemble fuivant les règles de l’addition, 
foit qu’il leur arrive d’être affirmatifs ou négatifs. Si l’expofant ~ eft 
lailTé indéterminé & qu’on ne demande qu’un petit nombre de termes 

• ' “ ^ _ n* 

de la fine, il conviendra de l’exprimer ainfi, i’-+x~= i 






2ff iî SIX 



• 'im Jt stm A» 

J’aurois pu démontrer ce théorème deftiné à trouver les coêfficiens 
d’un binôme réduit en férié de bien d'autres manières; mais il me pa- 
yoît que le Leéleur aimeroit mieux œ cbnnoître l’ufage; c’eft pourquoi 
je me hâte d’appliquer ce théorème au calcul des logarithmes. 



PAR. 
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. P A R T I E I I. 

Dn Logarithmes , de leur ufage & des meilleures Méthodes d en 
faire le calcul. 



Définition des Logarithmes , 6? Corollaires qu’on en peut déduire. 

Logarithmes font une fuite de nombres artificiels placés vis 
à vis des nombres naturels , ordinairement depuis i jufquà looooo, 
fÿ déterminés de façon que leur addition réponde à la multiplication des nombres 
nattarels auxquels ils appartiennent ; c’ejl-à-dire , fi ton multiplie enfemble deux 
nombres, qu on enferme ainfi un troifiéme, leurs Logarithmes étant ajod- 
tés enfemble feront le Logarithme de ce troifiéme nombre. 

AinG O .3010300, logarithme commun ’de 2, ajouté à 
0.4771213, logarithme de 3 , donnent 
. O .7781J13, logarithme de 6 , parce que le nombre 6 eR le 
produit de 2 & de 3 multipliés enfemble. 

Il fuit de cette déGnition, i®. Que dans une table de logarithmes quel- 
conque, le logarithme de Funité ou de i fera zéro: car comme i n’augmen- 
te ni ne diminue le nombre qu’il multiplie, pareillement fon logarithme 
n’augmentera ni ne diminuera le logarithme auquel il eft ajoûté ; & par- 
tant le logarithme de i doit être zéro. ' 

2‘. Par une raifon toute. pareille , le logarithme d'une fraS ion proprement 
dite fera toujours négatif; car une pareille fraftion diminue toujours le 
nombre qu elle multiplie , & partant Ibn logaritlunc diminuera toujours 
le logarithme auquel il fera ajoûté. • 

3*. Cette propriété des logarithmes , par laquelle ils ont été définis ci- deffus, 
facilite extrêmement la multiplication: car pour multiplier un nombre par 
un autre, il fuflit dajoûter enfemble leurs logarithmes, & leur fomme 
fera un troifiéme logarithme, vis-à-vis duquel le tronvera dans les tables 
le nombre naturel qui eft le produit requis; «' 

4 °. La fouflraêlion des logarithmes répond à la divifion des nombres natu- 
rels auxquels ils appartiennent; c’eft-à-dire , toutes les fois qu’il faudra di- 
vifer un nombre par un autre, il fuffira de fouftraire le logarithme du 
divifeur du loprithme du dividende, & le refte fera le logarithme du 
quotient : & ainfi , à l’aide des logarithmes , la divifion fera changée en 
fouftraéüon , comme la multiplication l’a été en addition. Donc , comme 
chaque fraêlion n ejl autre chofe que le quotient du numérateur divifé par le 
dénominateur , fon logarithme fe trouvera en retranchant le logarithme du dé- 

Kk 3 nwnl* 
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nominateur du logarithme du numJràteur. Pour détuontrer cette vérité, fii- 
voir , que le logarithme du divifeur foultrait du logarithme du dividende 
laiïïera le logarithme du quotient; que le nombre ^foit divilë parle nom- 
bre B, & que le quotient foit le nombre C; que de-plus les logarithmes 
des nombres & C foient a,b &c refpeélivement; je dis cela étant, 

que le nombres - 1 fera égal i e: car puifque par la fuppofition - j = C, 

nous aurons A — BC, & a-=b-+c par la définition; donc a—b—c. 

5'. Comme toute quatrUm pioportionelle fe trouve en multipliant evfemble 
lefecorJ nombre ^ le troifiéme en 'divifant le produit pat le premier , ainfi 
le logarithme de chaque quatrième proportionelie fe trouvera en ajoutant etfeni- 
hle le logarithme du fécond nombre £? celui du troifême, £? en retranchant dt 
la fomme le logarithme du premier. Ceci abrège & facilite toutes les opé- 
rations de la règle d’or, furtout pour ceux qui fe font accoutumes à fai- 
re ufage des tables des logarithmes, dont futilité efb mcrveilleufe dans 
la Trigonométrie, tant plane que Iphérique. 

6°. Si A cjl un nombre ayant pour logarithme a, le logarithme de A* fe: 
Ta 2a , celui de A^ 3a &c. celui de , - a, cebû de-L, - sa, &c. Et 

généralement, le logarithme de A’^ fera axm, cela, que Fexpofant m 
foit un nombre entier ou une f radiai, affirmatif ou négatif: d'un autre côté , 
fl q ejl logarithme de quelque puiffiance de A, par exemple de A” , en ce cas 
i fera le logarithme de A. La raifon de tout ceci eft manifefle; car 

comme A' efl le produit de if multiplié par lui-mème , ainfi fon logarithme 
fera le logarithme dexfajoûté à lui-même, ou doublé, c'eft-à-dire 2a. Le 
même raifonnement cft applicable aux puilTances plus élevées de la gran- 
deur A. De-plus, comme -E eft le quotient de l’unité diviféepar^, fon 
. 

logarithme fe trouvera en retranchant a, logarithme de de zéro, 
logarithme de i , ce qui donne —a; & ainfi des puilTances plus balles. 
Enfin, comme VA, étant multipliée par elle-même, produit A, ainfi 
fon logarithme, étant ajoûte à lui-même, doit faire a; donc le loga- 
rithme de y A fera 3«,& ainfi de toutes les autres puilTances éxprlmdes 
par des fraêlions. Nous trouvons donc ici un nouvel exemple de l’ex- 
trême utilité d’une bonne table de logarithmes , favoir , d'élever un 
nombre à une puillancc quelconque donnée , ou de tirer d’un nombre 
une racine quelconque , toutes ces opérations fe faifant avec une égale 
facilité , uniquement en multipliant le logarithme du nombre par l’cxpo- 
lànt de la puillknce donnée, ou en le divifant par l’cxpofant de la ra- 
cine donnée : par exemple, il faut doubler le logarithme d’un nombre 

pour 
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pour avoir le qnarré de ce nombre , le tripler pour avoir le cube &c. 
en prendre la moitié pour avoir la racine quarrée, le tiers pour avoir la 
racine cubique &c. ced, dis-je, ne peut être que d’une extrême utilité 
dans un grand nombre de cas , & particuliérement en calculant l’intérêt 
de l’intérêt , où il faut quelquefois extraire la trois cens foixante cinquième 
racine d’un nombre, & quelquefois élever cette racine à la trois cent 
foixante cinquième puiflance, ce qui ne feroit guéres poflîble, s’il fal- 
loir s’y prendre autrement ; pour ne rien dire des méprifes fans nombre 
qui (croient en quelque forte inévitables dans un fi long & fi pénible cal- 
cul, & qu’on prévient toutes par l’ufage des logarithmes. On ne fau- 
roit à-la-vérité fe promettre d’avoir par ce moyen des puiflbnces entières, 
& moins encore des racines complètes ; mais dans la plupart des cas on 
obtient aifément autant de termes qu’il efi nécelTaire. 

7 *. Sidesnoml/rer,coinmeA,B,C-,D font en proportion géométrique cotf 
tinue, leurs logarithmes, que nous appellerons a, b , c, d, feront en progrès- 
Jion artbimétique : car puifque par la fuppofition A cB- k B comme B efl 

à C comme Cefi à D, c’efi-à-dire, puilque nous au. 

S 



rons h—a—c — h—d—c par le quatrième corollaire; donc a,b,c,à font 
en progrefiîon arithmétique. C. Q. F, D. 

. 8°. Ce dernier corollaire indique un moyeu aifé,deux nombres étant donnés, 
de trouver entre eux autant de moyennes proport ioneiles qu’on voudra. Que les 
nombres donnés foient A & F, & qu’il faille trouver entre eux quatre 
moyennes ■proportionelles, que nous appellerons B, C,D,E, tieforte 
que les nombres A,B,C,D,E,F forment une progreflion géométrique 
continue. Il paroît clairement par le dénier corollaire , que comme ces 
nombres font en proportion géométrique continue, leurs logarithmes, 
que nous appellerons a,b,c,d,e,f, feront en progreflion arithméti- 
que : or les deux extrêmes de ces logarithmes font connus comme étant 
les logarithmes des nombres omnus A & F, & les logarithmes intermé- 
diaires pourront fe trouver de la manière fuivante. Que x défigne la 
différence commune de cette progreflion arithmétique ; cela étant <J-f j; 



—b, a-+2i = f, a-î-3X=</, a-i^qxzze, a-i- sx=f; donc 
■ donc <j-+-x ou b=a-i-^.^ = ^ '*“*'3* 



ou d— ■ 



S 5 

U-+ 4 X OU e= - dtforte que les logarithmes des. 



quatre moyennes proportionelles cherchées font ^ 

suj-t-aT' a-i-ef . 

“ 7 “’ “ 1 ^ 



: ainfi prenant les nombres naturels B, C, D, E de- 



ces 
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ces logarithmes , nooj aurons les moTcanes proportionellet cherchées. 
C. Q. F. T. . 

Legarithmts mefures dtt m/m. ' 

391. Les logarithmes font nommés ainji à caufe qu'ils font les txpofans 
arithmétiques ou numériques des ràifons : car fi l’on fait de l’unité le confé- 
quent commun de toutes les raifons , ou la mefiire commune à laqudle 
tous les autres nombres doivent être rapportes , chaque logarithme fera 
alors l'expofant numérique de la raifon de-(bn nombre naturel à l’unité. 
Comme par exemple , la raifon de 8 1 à i contient aéluellement en elle-même 
ces quatre raifons, favoir , la raifon de 8 1 à 27 , celle de 27 à 9 , celle de 9 
à 3 , & celle de 3 à 1 ; (voyez art. 293.) c’efl: ce qui fait que la raifon de 8 1 à i 
dcfigne quatre fois la raifon de 3 à i , ( voyez art. 294. ) & par cela 
même le logaritlime de 81 eft quatre fois plus" grand que le logarithme 
de 3. . Par exemple encore, la raifon de 24 à i contient ces trois rai* 
fons , favoir, la raifon de 24 à 12 , celle de 12 à 4, & celle de 4 à i f 
la première de ces raifons, favoir, la raifon'de 24. à 12, eft. la même 
que celle de 2 à i; la fécondé, favoir la raifon de 12 à 4, eft la mê; 
me que celle de 3 à i ; & partant la raifon de 24 à i eft égale aux rai- 
fon de 2ài, de3ài, &de4ài ajoûtées enfcmble ; d’où il fuit «que 
le logarithme de 24 eft é^l aux logarithmes de 2 , 3 & 4 ajoûtés enfern- 
ble: £t généralement , la grandeur de la raifon de A à i ejl à h grandeur 
de la raifon de Q à 1 comme le logarithme de A ejl au logarithme^ de B. Ce 
qui nous fourrât un moyen de mefurer toutes les raifons quels que pujfent être 
leurs conféquens: comme par exemple, la raifon de à 5 eft l’excès de" 
la raifon de ^ à i par-delfus la raifon de B à r (v'oyez art. 296 ; ) donc 
l’expofant numérique de la raifon de /é à B fera l’excès de l’expofant 
numérique de la raifon de à i par-delfus l’expofant numérique de la 
raifon de B à i , c’eft-à-dirc, l’excès du logarithme de yi par-delfus le 
logarithme de B; donc La grandeur de la raifon de A à B ejl à’ la gran- 
deur de la raifon de C à àD comme f excès du logarithme de A par-dejfus le 
logarithme de B, qui ejl la mefure de la première raifon , ejl à l’excès du lo- 
garithme de Ç par-dejfus le logarithme Je D, qui ejl la mefure de ta dernière 
raifon: & il paroît par-là que les logarithmes font des mefures aufli vérita- 
bles & aufli propres à l’égard des raifons, que les arcs circulaires le font 
par rapport aux angles. 

* J’aurois pu définir les logarithmes par l’idée que je viens de donner 
ici, & en déduire toutes les autres propriétés décrites ci dellus; mais 
comme tout le monde n’a pas une notion Julie & diftincte de la nature 

èc 
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& de la compofition des raifons , j’ai jugé qu’il valoit mieux les traiter 
d’une façon qui fût davantage à la portée des commençans. 

Dei Logarithmes de Briggs. 

392. On peut inférer de la définition donnée dans Fart. ^ço,que dès qu'on 
a une table de logarithmes, on peut au moyen de cette table en former une in- 
finité d'autres , en augmentant ou dimiiuant fes logarithmes fuivant une propor- 
tion quelconque donnée. Comme par exemple, que dans la table de loga* 
rithmes, que nous fuppofons faite, a, b, c foient les logarithmes des 
trois nombres /I,B, & C, dont le troifiéme efl le produit des deux au- 
tres multipliés enfemble ; cela étant, a— Hi=:cpar la définition. Con- 
cevons préfentement tous les logarithmes de cette table doubles; en ce 
cas a, b & c feront changés en 2a, 2b & 2c; mais comme a—^-b étoit 
égal à c dans la première table, ainfi 2a— l-2i feront égaux à 2cdans la 
dernière, c’eft-à-dire , que tous les nombres de cette dernière table con- 
ferveront la qualité de logarithmes. Mais quoique toutes ces différentes ta- 
bles foient également parfaites, fi le calcul en efl fait avec le même degré 
d'exactitude , elles ne font cependant pas toutes également bonnes pour l'ufage ; 
car de toutes les tables de logarithmes , il n'y en a certainement aucune, dont 
on puijfe tirer meilleur parti que de celle qui eft connue vulgairement fous le 
nom de logarithmes de Briggs. Mylord Napeir fut le premier inventeur 
des logarithmes; mais iiotre Compatriote Âlr. Br/ggr , ProfelTeur en Géo- 
métrie au Collège de Gresham , réduifit l’invention de Napeir en tables , 
qu’il publia du confentement & avec l’approbation de l’inventeur. 

La marque dijlinâive de ces tables efl, que le logarithme de 10 y ejl i, 
£5* par conféquent celle de 100,2, celle de 1000, 3, celle de 10000, 4, fÿr. 

celle de 1,0, celle de ou de o celle de ou de o .01, —2, 

(fc. Dans ce fyjlême de logarithmes , leur partie qui conjifle en un nombre 
entier, efl toujours diflinguée du refle , iÿ appellée Fexpofaht ou la caracti- 
rijîique des logarithmes dont elle efl partie: ainfi le logarithme de 20 efl 
I .3010300, & a pour caraélénllique i ; celui de 2 ell o .3010300, & 

a pour caraclérifliquc o; celui de ou o .2 cft-iH-. 3010300, & a 
pour caradériflique — i , &c. - 

Quelques avantages de ce Syflême. 

393. Quelques-uns des avantages que ce fyflème a par-defliis tous les 
autres, paroîtront par les confidérations fuivames. 

Tome IL L 1 iv Tou- 
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1*. Toutes les fois qu’on doit multiplier ou divifer un nombre par 
10, 100, looo on fera aifément ces opérations dans ce fy(tâ> 
m2, uniquement en ajoûcant à la caraâériflique, ou en retranchant 
de la caraftërhlique les nombres i, a, 3, Êfr. ; & comme ce font* 
là des nombres entiers, les opérations dont il s’agit ne changeront 
que l’expofant ou la caraftériilique d’un logarithme, fans en affeéler 
la partie décimale. 

2*. Aufli longcems que les carafléres qui compofent un nombre 
font les mêmes , & dans le même ordre , queUes que foient leurs pla* 
ces rélativement à la place des unités , les parties décimales du logarith- 
me d’un pareil nombre feront toujours les mêmes. Par exemple, que le 
logarithme du nombre 34567 .89 foit exprimé par 4 —b / le nombre 4 ^ 
fen-anc de caraéleriflique, & l repréfentant la fomme de toutes les par- 
ties décimales, qui appartiennent au logarithme; cela étant 5— b /fera 
le logarithme de 345678 .9. 6— b/ celui de 3456789, 7— b /celui de 
34567890, ifc. D’un autre côté, 3 -b/ fera le logarithme de 3456 .789, 

2 —b / celui de 345 .6789 . i / celui de 34 .56789 , o -b 1 celui de 3 
.456789, — I -+ / celui de o .3456789 j — 2-b / celui de o .03456789, 
(^c. : la raifon de ceci eft claire ; car fi le nombre 34567 .89 tll multi- 
plié par 10, le produit fera 345678 .9; donc fi à 4-b/, logarithme du 
premier nombre, on ajoûte i, logarithme de 10, la fomme 5 -b / fera 
le logarithme du dernier. Si le nombre 34567 .89 étoit divifé par 10, 
le produit feroit 3456 .789 i donc fi de 4— b/, logarithme du premier 
nombre , on retranche i , logarithme de 10 , le refte 3— b/ fera le loga- 
rithme du dernier. Ceci nous fait voir pourquoi dans les tables de Bnggx 
la partie décimale de chaque logarithme efi affirmative, que le logarith- 
me total foit tel ou non ; car dans les logarithmes de tous les nombres 
plus grands que l’unité, la partie intégrale & les parties décimales font 
affirmatives ; & par conféquent les parties décimales doivent toujours 
être telles , puisqu’elles ne font point changées par le changement qui 
arrive au nombre naturel , aufli longteras que les caraéléres qui compo- 
fent ce nombre font les mêmes, & dans le meme ordre: ainfi rzl ou 

10 

—.3 peut être un logarithme; cependant on ne l’exprime jamais de cette 
façon, mais plutôt ainfi, —i— b.7, la négation tombant entièrement 
fur la caraflérillique. 

3*. Par ce moyçn on trouve fans peine dans le fyfléme de Briggs la 
caraêlérillique du logarithme d’un nombre quelconque : fuppofons qu’on 
me deman Je quelle efl la caraélériflique du logarithme de ce nombre 

345 ( 57 -89? 
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345(57 .89? Je confidére ici que ce nombre ft trouve entre roooo & 
icxKioo; donc fon logarithme doit être quelque nombre entre 4 & 5 ; 
donc il faut que ce foit 4 avec quelquesparties décimales annexées, c’eft- 
à.dire, la caraftériftique doit être 4. Par exemple encore, fuppofons 
qu'on demande la caraêlériflique du logarithme de ce nombre, o .0 

3456789: Ici je confidére que ce nombre fe trouve entre ^ , 

c’e(l-à-dire , entre o .1 & o .01 . & qu’ainfi Ibn logarithme doit fe trou- 
ver entre — i & —2, c’ellà-dire , fon logarithme doit être— 2 avec 
quelques parties décimales affirmatives annexées , pour diminuer la né- 
gation ; donc la caraftériftique même fera — 2, 

Trouver la caraElériJliqite d" un logarithme de Briggs pour tout nombre donné. 

394. On peut déduire de-làune règle courte & aifée pour déterminer 
la caraftériftique du logarithme d’un nombre donné. Voici quelle eft cet- 
te règle. Si le nombre donné cjl un nombre entier, ou un nombre mixte corn- 
pofé d'un nombre entier de parties décimales , alors autant qu’il y aura de 
rangs vers la- gauche, après le rang des unités, autant y aura-t-il d’unités 
dans la caraBérijlique-, maisji le nombre propofé ne conjijle qu’en parties déci- 
males , il faudra prendre garde au nombre des zéros qui précédent le premier 
earaâére qui ait quelque valeur, ce nombre marquant en- combien d’unités né- 
gatives la caradcrijlique doit cotftfter. Ainfi la caraftériftique du logarith- 
me de ce nombre 34567. 89 elt 4, parce que le nombre 7, qui occupe 
le rang des unités, a quatre rangs vers la gauche: de-méme,la carafté- 
riftique du logarithme de ce nombre o .03456789 eft— 2 , parce que deux 
zéros précédent le premier caraftére qui ait quelque valeur, favoir 3. 

Ces règles doivent d’autant plus être retenues , que dans quelques ta- 
bles les parties intégrales de tous les logarithmes font omifes , & qu’on 
y lailTe à celui qui s’en fert, le foin de les fuppléer lui-même ; par ce 
moyen, les logarithmes deviennent d’un ufage bien plus général, que 11, 
en ayant leurs caraftériftiques,‘ils étoient reftreints à des nombres parti- 
culiers. 

Autre idée des Logarithmes. 

395. Dans le fyflême que nous venons de décrire, chaque nomlre rmturel 
ejl, ou peut être conjidéré comme quelque puijfance de 10, ü* fon logarithme 
comme l’cxpofant de cette puijfance: que a foit le logarithme de quelque 
nombre naturel comme A; cela étant, puisque dans lefyftême de Briggs 
le logarithme de 10 eft i, le logaritlime de lo* fera a; c’eft ce qui eft 
démontré par le corollaire 6 de l’art. 390 j donc A doit éa'e égal à lo' , 

L 1 2 puis 
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puisque ces deux nombres ont le même logarithme; c’ell-à-dire, que le 
nombre naturel /î ell une telle puiflance de lo qu’exprime fon logarith- 
me a. Cette remarque donne une nouvelle idée des logarithmes , & ôte 
à ceux qui connoiflent la nature des puilTances & de leurs expolâns, 
tout fujet d’être furpris que l’addition & la foulbaêlion des logarithmes 
répondent à la multiplication & à la divifion de leurs nombres naturels. 

Précautions dont il faut fe fervir enfaifant vfage des logarithmes dePrtg^. 

396. Quoique ces logarithmes (comme je l’ai obfervé ci-delTus) foient 
préférables à tous les autres , à caufe de leur fimplicité, & de la facili- 
té qu’on trouve à s’en fervir , leur ufage ne laiffe pas d’exiger quelques 
précautions) dont voici les principales. 

I'. Dans Faddilion des logarithmes , tout ce qui ejl tranfporti des parties 
décimales aux nombres entiers, doit être confidéré comme affirmatif, £? ajou- 
té comme tel à ces nombres , quels qu iis foient, affirmatifs ou négatifs. Ainlî 
__ 3 -t- .^000000 étant ajoûtés 4—4-+- .8000C00, la fomme fera —6 
-+ .5000000 ; car quoique la fomme des caraêlérilliques —3 & —4 foit —7 , 
l’unité affirmative transportée des parties décimales aux nombres entiers 
réduit cette fomme à — 6. 

2*. Toutes les fois qu'il s'agit de faire une foujlraêlion en logarithmes, il 
faut la faire en parties décimales à F ordinaire; mais fi k caraflérijlique du 
nombre qui doit être foujîrait, ou du nombre fur lequel h foujlraîlion doit fe 
pratiquer , ou de tous les deux , ejl négative , il faut bien prendre garde à ce qu'exi - 
ge la nature de ces fortes de quantités. Ainfi — 3 -f .8900000 étant retran- 
chés de — 1 -f .7600000, il relie i .8700000 : car fi H- 1 , à caufe des 
parties décimales , ell ajoûté à — 3 , caraftérillique de la grandeur qui 
doit être foullraite, cette caraêlérillique fera —2, & étant foullraite 
de —1 comme ci-defliis, il reliera -+ r. Quelquefois même (& ceci ne 
doit point décourager les commençans ) on ell obligé de foullraire un 
plus grand logarithme d’un autre plus petit, ce qui a toujours lieu quand 
on demande le logarithme d’une fraêlion proprement dite: comme par 
exemple, fuppofons qu’il faille trouver le logarithme de j: en ce' cas, 
retranchant O .3010300, logarithme de 2, de 0.0000000, logarithme 
de I , il reliera — i -1- 6989700 pour le logarithme de J; car dans cette 
foufirafUon , -f i à caufe des parties décimales étant ajouté à la carac- 
lériftique du nombre qui doit être foullrait , donne i , qu’il faut fouflrai- 
re de o comme ci-deflus, après quoi il relie — i. 

N. B. Le logarithme d'une fraêlicm vulgaire peut fe trouver aufft , en ré- • 
àuifjit ce logarithme en fr.iFiion décimale. Ainfi le logarithme de j peut fe 

trou- 



I 

I 

I 



Digitized by Google 



ELEMENS D’ALGEBRE. 

trouver, foit en retranchant le logarithme de 3 de celui de 2, ou bien 
en prenant le logarithme de cette fraftion décimale .6666667 . qui eft le 
même qhe celui du nombre entier 66(56667 , excepté que la caraêlérilU- 
que du premier nombre eft — i , & celle du dernier -t- 6. 

3'. En multipliant des logarithmes il faut avoir la même attention que nous 
avons reemmandée par rapport à leur addition. Par exemple, s’il s’agiflbit 
de multiplier ce logarithme —3 -b .7000000 par 9, le produit feroit 2i 
-+ 3000000 ; car quoique le produit de - 3 xp foit - 27 , cependant le 
nombre —H6 fourni par les parties décimales réduit —27 à —21. 

4», Quand il s'agit de divifer un logarithme par 2 , 3 , 4 &c. pur avoir 
la racine quarrée , cubique Êfc. du nombre naturel auquel ce logarithme répond, 
fi la caraêlérijlique ejl négative, & ne fauroit fe divifer fans fraSlion, marné- 
thode ejl de la réfoudre en deux parties javoir , une négative , qui fera divifée , 

une partie affirmative , qu’il faudra incorporer aux parties décimales an- 
nexées. Par exemple, fijedevois prendre la moitié de ce logarithme 

— I H- 7000000, je ne pourrois pas joindre — i aux parties décimales 
annexées, à caiife que ce font des quantités de différens genres; c’eft 
pourquoi je décompofe la caraélériftique — ï en deux parties, favoir 

— 2-f I , & puis prenant la moitié de — 2 , qui eft - 1 , je joins la 
partie affirmative H- 1 aux parties décimales annexées , <Sc prends la 
moitié de H- 17 qui eft -h 8 &c.donc la moitié du logarithme en ques- 
tion eft — I -H .8500COO : fl la caraftériftique avoit été — 3 , j’anroisdé- 
compofé ce nombre en —4 H- x. Si l’on avoit demandé j du logarith- 
me —I -+ .70<X5000, j’aurois décompofé la caraélériftique — x en— 3 —1-2, 
& aurois pris ainft, premièrement, le tiers de 3 , qui eft — x , «& puis 
le tiers de -1- 27 , qui eft -+ 9 : fi la caraélériftique avoit été — 2 , je 
l’aurois décompofée en -3-fx ; fi elle avoit été -4, je l’aurois dé- 
compofée en — 6 -1- 2 , ainfi de fuite. 

N. B. De toutes les tables dont on s’eft fervi jufqu’à-préfent , & donc 
les logarithmes n’ont tout au plus que fept parties décimales , je regar- 
de celles que le Dofteur Sherwin a publiées comme les meilleures à plus 
d’un égard, & pirticuliérement dans la difpofition des logarithmes: ainfi 
je les recommande à mes Lecteurs, en leur confeillant de fe mettre bien 
au fait des direftions qui y font données pour trouver les logarithmes de 
tous les nombres abfolus depuis x jufqu’à 10000000, & réciproquement 
Mais j’avoue ne pouvoir pas gagner fur moi de recommander la métho- 
de qu’on y fuit pour éviter les expofans négatifs en en créant de nouveaux, 
& en employant des complémens arithmétiques. Cette pratique à-la-, 
vérité eft abfolument nécdTaire pour ceux qui ne comprennent rien à 

Ll 3 la 
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la nature, ni à l'ufage des qùantités négatives; mab ceux qni (ont air 
fâic de ces chofes, trouveront, je penfe, les régies données ici plus na> 
turelles; & comme elles portent leurs raifons avec elles, je fuirperfua* 
de qu’elles paroîtront à un Leéieur tant foit peu intelligent plus facika 
à retenir , & moins fujetces k être comprifes de travers. 

397. Dans les tables recommandées ci-deflus , après les logarithmes 
fur chaque page, il y a deux colomnes, l'une appellée colomne desdif. 
férences, & marquée D, l’autre colomne des parties proporiionclles, 
& marquée au haut, & au bas Pro: ces deux colomnes ont été 
expliquées par l’Auteur; mais comme il fe pourroit que tout le monde 
n’entendît pas également bien ces explications, je prendrai la liberté de 
mettre , par un feul exemple , le but & l’ufage de ces tables dans un 
plus grand jourj&c’eft de l’Auteur même que cet exemple fera emprun- 
té. Qu’il foit queftion de trouver par les tables le logaritîune de ce nom- 
bre compofé de fept caraôéres , favoir , 5423758 , pour cet effet je 
mets d’abord 6, caraélériftique du logarithme cherché , conformément, 
aux direclions données dans l’art. 394 : puis j’obferve que quoique par 
le fecours des tables noos puillions trouver le logarithme d’un nombre 
quelconque au-deffous de 10000000 , cependant les nombres abfolos 
n’y ont, à proprement parler, pas plus de cinq caraéiéres;c’eft pourquoi 
j’abaiffe le nombre abfolu donné, favoir 5423758, & en fais 54237.58 , 
ce qui n’affeéle aucunement la partie décimale du logarithme cherché ; 
puis mettant à part la caraâériftique , je cherche dans les tables le loga- 
rithme du nombre entier compofé des cinq caraéléres 54237 fuivant les 
direftions qui y font données , & trouve que c’efl: 7342957 ; je retran- 
che ce logarithme de celui de 54238, c’ell-à-dire, de 7343037 , & trou- 
ve pour différence 80. Mais le principal but de la colomne des diffé- 
rences eff d’épargner cette fouftraétion ; car 11 j’avois pris de cette co- 
lomne le nombre qui répond à 54237, partie intégrale du nombre ablb- 
lu propofé, ou (1 aucun nombre ne s’étoit trouvé qui répondît au nom- 
bre propofé, & que j’euffe pris le nombre le plus prochain au-deffus 
(point au deflbus) j’aurois trouvé le nombre 80 .t , c’ell-à-dire, en nom- 
bre entier , 80 , fans aucune foullraéüon. Voici donc comment il faut 
concevoir la chofe. Comme le nombre abfolu propofé 54237 .58 ell C- 
tué entre les deux nombres 54237 & 54238, dont la différence eft i , 
auTi fon logarithme doit-il être entre les logarithmes de ces deux nom- 
bres: or la différence de ces logarithmes ell 80; donc par la Règle d’or 
je dis , comme t , différence des deux nombres de la table entre lesquels 
lé trouve le nombre propofé, ell à 80, différence des deux logarithmes 

entre 
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entre lesquels fe trouve le logarithme cherché, ainfi eft .5g, cHffërence 
entre mon nombre & le nombre prochain plus petit de la table, à-46, 
différence entre le logarithme cherché & le logarithme prochain plus 
petit de la table ; c’eff pourquoi ajoûtaiit cette différence 46 au loga- 
rithme prochain plus petit de la uWe, favoir, 7342957 , j’ai 7343003 ^ 
lequel nombre ajoûté comme parties décimales à la caraftériffique 6 , 
donne 6 .7343003 pour le logarithme cherché. Ce nombre 46, qui étoit 
la quatrième proportionelle trouvée ci-deffus , fe nomme la partie pro- 
portionelle, à caufe qu'il eff la même partie proportionelle de 80, dif- 
férence des deux logarithmes prochains de la table, que .58 , partie dédr 
male du nombre propofé , elt de i, différence des deux nombres prochains 
de la table. Quiconque examinera avec un peu de foin l’opération précé- 
dente, s’appercevraaifément que cette partie proportionelle 46 a été trou- 
vée en multipliant 80, différence commune, par .58 , partie décimale du 
nombre abfolu propofé ;& l’on auroit trouvé la même chofe fi la différen- 
ce commune 80 avoit été multipliée d’abord par .5 & enfuite par .08 , & 
que les produits euflent été ajoûtés en une fomme : c’ell pour épargner la 
peine de ces deux multiplications , que la colomne des parties proportionel- 
les a été imaginée: car pour peu qu’on étudie la conftruftion de cette co- 
lomne, on trouvera tous les produits de la différence commune 80 multi- 
pliée par .1, .2, .3, .4, -J jusqu’à .9 inclufiyement ; & fi l’on jette 
les yeux fur le nombre vis-à-vis de .5, on verra le nombre 40, ce qui 
donne àconnoître que le nombre 40 eft Vi différence commune 80; 

pareillement, vis-à-vis de 8 il y a 64, qui font voir que le nombre 64 eft^ 
de la différence commune; mais il ne nous faut pas de cette différen- 
ce, mais 8 centièmes; ainfi on ne doit pas prendre 64, mais la dixié- 
me partie de ce nombre, favoir, 6.4 ou 6, lesquels étant ajoûtés i 
40, partie proportionelle trouvéeci-devant,donnent46,à ajoûter au lo- 
garithme prochain plus petit delà table pour avoir le logarithme cherché. 

Mais quand on demande toute l’exaflitudc poffible, & qu’on fouhaite 
d’éviter toute erreur qui ne naît pas de l’imperfeélion des logarithmes 
mêmes, il eft bon de faire foi-même le calcul des parties proportionel- 
les, comme ci-deffus, plutôt que de s’en fier à la table, ou la plus gran- 
de précifion eft néanmoins ordinairement affez bien obfervée. La rai- 
fon qui m’engage à donner cet avis eft, que dans la table des parties 
proportionelles, les parties décimales ne font point marquées, quoiqu’il 
ne faille pas négliger ces parties dans tous les cas , au-moins avant que 
l’opération foit achevée, & qu’on fâche s’il convient de les négliger ou 

non , pour diminuer l’erreur autant qu’il eft poffible. 

. Ayant 
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Ayant rempli ainfl la tâche que je m'étois propofée concernant la na- 
ture des logarithmes en général , & du fyftême de Briggt en particulier, 
je palTerai préfentement à laLogarichmotechnie , ou Art de calculer ces 
logarithmes ; & en traitant cette matière j’aurai peu égard aux métho- 
des employées par les premiers inventeurs , qu’on peut voir dans Briggt 
& autres , comme étant infiniment plus difficiles & plus embarraflees que 
les méthodes modernes. Celle que je vais décrire, ell fondée fur le plus 
petit nombre des principes pollibles , & tels encore qu’ils ont en par- 
tie déjà été expliqués. Au refte , je ferai de mon mieux pour rendre 
mes idées avec autant de clarté que la nature d’un pareil fujet pourra le 
permettre. 

De la Logariihmotechnie , ou Conjlruàion des Logarithmes. 

Proposition ,i.. 

598. Dans k même fyjlême, les logarithmes hanefiens de tous les nomlret 
qui approchent par degrés de ê unité, font comme les différences entre ces nom- 
bres l’unité. 

Qu’il y ait deux quantités i— 1-2 & i-l-y, dont les différences avec 
l'unité, favoir z & y, font fuppofccs aller en diminuant par degrés , & 
s’évanouir enfin en ayant entre elles une raifon finie: je dis cela étant 
que les logarithmes des quantités i-+-2&de i— 1-y s’évanouiront avec 
elles, & dans la même raifon. 

Il efl manifefle d’abord que les logarithmes dci-f2&dei— t-y s’é- 
vanouiront dans le même tems que les quantités 2 & y , puisque 2 & y 
ne fauroient s’évanouir, fans que les quantités 1-1-2 & i— l-y deviennent 
égales chacune à l’unité; & par conféquent le logarithme de chacune 
fera zéro, par le i. coroll. de l’art. 390. Ainfi ce que je veux princi- 
palement démontrer dans cette propofition, efl que la dernière raifon 
des logarithmes évanefeens de i-f2 & i— l-y fera la même que la der- 
nière raifon des quantités évanefeentes 2 & y. 

Mais avant que de paffer à la démonflration, qu’il me foit permis de 
rappeller au Leéleur une choie, que je n’ai fait qu’indiquer dans un au- 
tre endroit , favoir , que quoique deux quantités, après avoir ceffé d’exif- 
ter, foient également rien, ou également dans un état de non-exiflen- 
cc, il ne s’enfuit point de-là qu’elles doivent s’étre évanouies en ayant 
entre elles une raifon d’égalité. 

(^Li'un parallélogramme & un triangle , ayant la même bafe & étant 
terminés par les mêmes parallèles, foient rendus évanefeens par la dimi- 
nution de leur bafe commune ou de leur commune hauteur, eu de tou- 
tes 
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tes les deux ; alors ces deux grandeun , après leur évanefcence , fe trou- 
▼eronc également dans un état de non-exKlence ; mais fî à chaque in- 
llant de leur exiilence le parallélogramme étoic double du triangle, il doit 
être tei auili au dernier inilant, & ainfi ces grandeurs s’évanouiront en 
ayant entre elles la raifon de 2 à i. Voyez fur les raifons évanefcentes 
Fart. 336. 

Al. B. Le tems eft compofé de momens , comme une ligne ell formée 
de lignes plus petites ; mais un inllant ell au tems ce qu’un point ma- 
thématique ell à une ligne ; on l’appelle en Latin articulus temporis , com- 
me n’étant lui-méme aucune partie de tems, mais la rencontre de deux ’ 
parties de tems qui fc fuccédent l'une à l’autre immédiatement , & ne 
fervint qu'à diftinguer l’une de ces parties de l’autre ; & c’eft-là le fens 
qu’il faut attacher à ce que difent les Mathématiciens, quand ils fuppo- 
fent qu’une quantité eft changée en un moment , mais qu’elle t'évanouit 
en un inftant. Revenons prefentement à ladémonftration de la propofition. 

Que la dernière raifon de z à y foit celle de i à m , & que la quanti- 
té t-+z foit réfolue en une férié par le théorème de Keviton pour 
l’évolution des puilTances d’un binôme, que nous avons eu foin d'ex- 
pliquer ci defTus, & vous aurez i-fz = i -f "z— l-^x^L^z*-*- “ 
x ”~ -x '”^^ z> iSc.: mettez 5 pourJa fomme de tous les termes de cet- 
te férié excepté le premier, c’eft-à-dire, que "z H- y x 2» 

m ^ ' X,. ”* ^ I gi ^c . , & vous aurez i-+z =i-+g,&z fera à q 
comme z eft à -yaH-— x— lz*~+ ”x ” x ” ^ * z> iÿc. ou com- 
me I eft à — H--rx ? ' z fÿc. Cette formule eft univerfelle: mais (i 

nous fuppofons la quantité z évanefcente,en ce cas le terme "xî^^z 

& tous ceux qui le fuivent s’évanouiront en même tems , & la dernière 
raifon de z i q fera celle de i à m ; mais la dernière raifon de z à y eft 
aulfi celle de i à m par la fuppofition ; donc dans le dernier inftant de 
leur cxiftence , la grandeur y fera égale kq,ce qui donnera i— i-i-q 

= I -t z , & le logarithme de i-ty fera égal au logarithme de i— t-z ; mais 

■i 

le logarithme de i-fz eft au logarithme de i— l-z comme i à w, 
par l’art. 390. coroU. 6 ; donc le logarithme di i — hz eft au logarith- 
Tomt JL Mm me 
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me de I - 4 - y comme i à m ; c'efl-à-dire , la dernière raifon des logarith- 
mes évanefeens de i H-z & de i -fy eft la même raifon que celle des 
quantités évanefeentes z & y. 

On peut démontrer de-même que la dernière raifon des logarithmes 
évanefeens de i — z & de r— y eft la même que la dernière raifon des 
quantités évanefeentes _z & -y; favoir, en mettant en férié la puis- 
fance m du réfidu i “Z, comme nous avons fait auparavant la même 
puiflance du binôme i — z. 

Cette propofition eft fufceptible encore d’uûe autre démonftration', 
qui a pour fondement l’art. 298, & que voici: puisque les quantités 
J _).j. & I y approchent infiniment près de l’unité, il fuit de ce qui 
a été obfervé vers la fin de l’article cité , que la différence z fera à la 
différence y comme la quantité de la raifon iH-z à i eft à la quantité 
de la raifon de i -+ y à i : mais la quantité de la raifon de i - 4 - z à i eft 
à la quantité de la raifon de iH-y à i comme la mefure de la premié- 
Te raifon eft à la mefure de la dernière, c'eft-à-dire, par l’article 391 , 
comme le logarithme de i -+ z eft au logaritlime de i H- y ; donc le lo- 
garithme de iH-z eft au logarithme de i -f y commezày. C.Q.F. D. 

Puisque finalement le logarithme de i~+z ejl au logarithme de i-i- y com- 
me z eft à y, il s’enfuit (aitevnaado) que le logarithme de i-\rzeft àz com- 
me le logarithme de i-l-y ’eft à y. Nous avons donc ici un fondement 
■pour élever autant de fyftêmes différens de logarithmes qu’il nousplaîra, 
en aflignant la raifon que nous voudrons pour dernière raifon du loga- 
rithme évanefeent de i -+ z à la différence évanefeente z. Comme par 
exemple, fi dans le dernier inftant de leur exiftcnce nous fuppofons le 
logarithme de i -b z égal à z , les logarithmes dérivés de cette fuppo- 
fition (comme dans l’article fuivant) font appellés communémentles lo- 
garithmes de Napeir, par d’autres les logarithmes naturels, par d’autres 
ks logarithmes hyperboliques, à caufe du rapport qu’ils ont aveç une 
certaine propriété de l’hyperbole ordinaire : mais fi nous prenons quelque 
grandeur comme p différente de l’unité, & que nous fuppofions que la 
raifon du logarithme de i H- z à la différence z devient à la fin la raifon 
de P à I , nous pourrons en ce cas former un autre fyftême de logarith- 
mes différent du premier 5 car les logarithmes de ce lyfteme feront aux 
logarithmes de Xapeir, en comparant enfemble les mêmes nombres na- 
turels , comme p à i. Cela étant , ü nous faifons p égal à .43429448 1 903 , 
nous aurons un fondement pour établir le fyftême des logarithmes de 
Priggs,' cwnme nous le venons dans la fuite. 

P R O- 
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399. Trouver le logarithme de Napeir pour un nombre quelconque **• 
tier, ou pour une fraSion quelconque. 

’ . C a' s I. ’ 

Qiie Z foit un nombre plus petit que l’unité , & qu'il faille trouver 
le logarithme de Napeir pour i'-+z. - " •» 

, ■ SOLOTION. ► 

Prenant un nombre quelconque comme m pour expofant d’une puis- 



fance, que la quantité i~+z foit étendue en fc'rie, fuivant la méthode 
de Newton, & vous aurez i-+-z = i -f yZ -r yx— x — 

m 

x-yz» C7C.: faites i-+q= i-hz ,avousaurczî=yZ -+ 7'* "^2* 

mb 

“’-z* : cette équation 



-f y X X ” y Z> ffc. divifez les deux membres de l’équation par m , 



& vous aurez 1= z 



-f 



a 3 



ell univcrfelle, que l’expofant m foit ce qu’il voudra. Suppofons pré- 
fentement l’expofant mévanefcent,& les quantités ^-y ÊJ’e* 

deviendront Q’f.: car l’expofant m étant devenu infini- 

ment petit en comparaifon des fra£lions qui l’accompagnent, peut à 
cet égard être négligé ; mais il ne doit nullement être négligé à un au- 
tre égard : car quoiqu’une quantité infiniment petite ne produife aucun 
çlTet, fi on l’ajoûte à une quantité finie, ou qu’on l’en retranche, elle 
ne laifle pas de produire un effet infini quand quelque quantité eft mul- 
tipliée ou divifée par elle: donc dans le dernier inllant de m nous avons' 

n — t I — t — a 1 . — r — * — 3 . “i — a — a 

1=Z —h — - Z*H -X Z’H X — rx — ^Z+H x x — i 

m 2^*3 234 «34 

X — îz’H S’' le ligne —fn’eft employé. 

qu’à fignifier que les termes fiiivans, affirmatifs ou négatifs, doivent 
comme tels être ajuûtés aux termes antécédens. Mai» 

233' 

donc — — -X — ^ou^^x — donc — -x— ^x — ^x — ^ ou 

234 344 *343 

zii^z:i=:ii;donc^x=:ix= 4 x— S= 4 ou-f -i-x=i=:ii éfe. 



3 4 s 

Mm 2 



donc 
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donc dam le dernier inftant de m , la fraftion — fe trouve être la fom- 

IR 

me de la férié fuivante , z — J iz'-ftfc.; mais 

la femme de cette férié e(l une quantité finie , ce que je prouve ainfi. 

• La fomme de la férié fuivante , favoir ,z-l-z*-l-zJ-t-z+-+z'-+z* c . 

eft une quantité finie, & égale àlafraêlion — comme on peut s’en 

*1 . "î ^ ' * 

convaincre en divilânt le numérateur de cette fraêUon par le dénomina* 
teur; or cette dernière férié eft plus grande que la première, & partant 
la fomme de la première férié doit être une quantité , ou finie ou infini- 
ment petite ; mais il eft impollibie qu'elle foie une quantité infiniment 
petite ; car les deux premières paires de termes forment une quantité fi- 
nie, & chaque paire fuivante ajoûte quelque chofe ï cette quantité ; donc 

quand la gupdcur m eft évanefeente, la fraêlion ou la fomme de la 

lërie z —— — — ““4- ffr* eft une quantité .finie; donc 

* 3 4 5 ® 

la dernière raifon de q à. m eft une raifon finie ; d’où il fuit que quand 
Fexpofant m eft évanefccnt, la quantité q fera évanefeente avec lui: 

mais 

* (La fommt de la flrie fuivante , favoir z -+ z* -+ H “f H" z* z* &c. eft um 
Suanliti finie, & égale à la fraOion Voici coniinan on peut démontrer par lejEW- 

ifiefit ÜEuclide que la fuite a — 1- a* —f fj’c. ell' égale à la fra^Hon 

■ ■ — : cette fuite eft eu progrefllon géométrique : donc par h izéme propoO- 

lion du Livre V, des Elémens a, a*:: S, S—z: donc Jaa=^a — aa, ce qui pat 
la tranfpoOtion , & en divilânt toute l'équation par s— a a donne la quantité S, c'eft-â- 

dire , la fotmne de la fuite , égale â — 

Qu'ii me Ibit permis à cette occafton tfindiquer une méthode d'obtenir par une fîmple Ibui- 
traéiiun, ou plutôt par un feul trait de plume, ta fomme de toutes les puiiVances â l'inBni d’u- 
ne fraélion moindre qne funité. MouGeur de Montre , â qui je pris la liberté de communiquer 
cette méthode, il y a quelque: années, me témoigna en être latisfait, & ce n’eft qu’en coo- 
féquence de l'approbation de cet illuftre Mathématicien que je dotmerai ici le théorème fuivant. 

Toute frafHon moindre fue f unité f cuvant être défignée far dis gue la femme des 

termes — Î-— , — ; — — r-rr &c. à ritdmi,fe trouvera en retranchant la auantité a du dé- 

a* I Y i4d b* 

mominateur de la fradion trofofée,e'efi-i-dire,que fuelles ipte foientlesvaleursdezff Jeb,la 
fomme de toutes les fui fanees de lafraOion frofojiefera égale à En voici la démonliration : 



il a été prouvé que la Ibmaie de la fuite étoit la fraétion ■ ^ : le numérateur de cette frac- 

tkm eft — ^ & le dénomina-jur t r- : divifam donc - 

«-f* *— h* a— f* •-+* •— r* 

par J » le que rem ren 
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paî« q dans fon état d’évanefcence eft le logarithme de Napeir pour la 

grandeur i -f j par le dernier article , & conféquemment de T-fz par 

la fuppofition : que fi le logarithme de Napeir pour la quantité i~tz 
eft égal à la grandeur q évanefcente, le logarithme de Napeir pour 

i-hz fera par l’art. 390, corol. 6 , ou la fomme de la férié 

Z- Ai H- Aî _ Ai H- îi - ^ -h 6fc. 

^ 3 ♦ s * 

Cas 2. 

« 

Changeons préfentement le figne de z, & par ce moyen les figues de 
toutes les puifl^ces impaires de z feront changés ; mais ce changement 
n’affeélera point les puiflances paires , qui refteront par conféquent les 
mêmes qu’auparavant ,& nous aurons le logarithme de Napeir pour i— z 

exprimé par la férié fuivante,— z — ^ j ^ — ffc. 

C A s 3. 

Retranchez le logarithme de i— z dans le fécond cas du logarithme 
de i-t-z dans le premier, & il reliera le logarithme de Napeir pour la 
fraélion par l’art. 390. coroll. 4. favoir,’ 2z -+ ~ — 1- — j- Ail 

H- -iAl —h S*c. ; férié beaucoup plus convergente qu’aucune des deux au- 
tres. Cela étant, puisque 2zxz* =2z’,& que az^xz* donnent aztfj’e. 
nous aurons le théorème fuivant au moyen duquel fe pourra &ire le cal- 
cul du logarithme de Napeir pour la fraélion A^AA-. Faites 2Z = A, 
Az’ = B, Bz* = C, Cz’=:D, Dz*=E&c. le logarithme de Napeir 
pour lafraBion fera A — f- -2 &c. 

, C A s 4. 

Soit propofée préfentement une fraftion quelconque comme ayant 

le numérateur plus grand que le dénominateur, & qu’il faille trouver le 

logarithme de Napeir pour cette fraftion. Faites iAA ^ & réfol- 

vaut cette équ^ion vous aurez z=-i^i . Suppofez donc - i~t l =z, 

2Z=A, Az’ = B, Bz’ = C, Cz* = D, Dz*=:E&c., curez fe 

m 3 loga- 
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logarithme de Napeir pour —, ou, ce g«i revient au même, pour 

=ah-jl_i. 4&C. 

1 s 7 9 



4 D / ^ 

N. B. Plus la quantité ou z efl petite en coraparaifon de 1 ' 
té, plus la férié B, C, D, E, &c. ell convergente. 



um- 



Soitpropoféeà-préfcnt une fra£Hon quelconque-^, ayant le numéra- 
teur plus petit que le dénominateur. Afin de trouver le logarithme de 
Napeir pour une pareille fraétion , changez la en , dont le logarith- 

me vient d’être déterminé dans le cas précédent; enfuite, mettez le li- 
gne négatif au devant du logarithme trouvé, & vous aurez le logarith- 
me de la fraftion :1a raifon en ell, que ces deux fraflions 

étant multipliées enfemble produifent ou i ; donc leurs logarithmes 

ajoutés l'un à l’autre font égaux à zéro ; donc le logarithme de eB le 

logarithme négatif de ’ 

. Propositions. 

400. Calculer le logarithme de Napeir prar le noml re 10 par le fccours de 
la propofit ion précédente. 

Le logaritnme de Briggs pour le nombre 10 ell" connu, étant i , & par 
conféquent fon logarithme de ioo,deiooo,dc loooo&c.ell 2,3,4&c. 
rcfpeêlivement: mais avant de pouvoir déteiininer quelqu’un des autres 
( car nous raifonnons dans la fuppofition qu’aucun de ces logarithmes 
n’exille encore,) il fera nécefiaire de calculer le logarithme de Napeir 
pour ce même nombre; afin qu’en obfervant la raifon qu’il y a entre ces 
deux logarithmes , & par conféquent entre tous les autres logarithmes 
des mêmes nombres naturels, nous fuyons mieux en état de remplir une 
férié calculée fuivant les logarithmes de Briggt. Or s’il falloit calculer le 

logarithme de Nape/r pour 10 ou ^ en une feule opération par le fecours 

du théorème énoncé dans le quatrième cas de la propofition précédente, 
cette tâche feroit d’un ennui infupportable; à cajfe qu 9 le nombre z, 

qui 



; 
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qui en ce cas efl ^ ou •— diffère fl peu de l’unicé , que la férié fe- 

roit trop peu convergente: voyons donc s’il n’y auroit pas moyen d’en 
venir mieux à bout à l’aide de deux opérations, de la manière fuii’ante. 
Le nombre lo peut être confldérè comme 8 multipliés par V ou donc 
le logarithme de lo cfl: compofé du logarithme de 8 & du logarithme 
de J ajoûtés enfemblc ; mais le logarithme de 8 efl triple du logarithme 
de 2, à caufe que le nombre 8 efl la troidéme puiflânce de 2: ainfl tou- 
te la tâche fe trouve réduite au calcul de ces deux logarithmes , favoir , le 
logarithme de 2 , & celui de ^ , qui font l'un & l’autre faciles à trouver. 

Premièrement, ddtenninons le logarithme de 2 ou -p 11 efl manifes- 



• te ici que z ou _lnL.= i , & 2* = i. ;donc fi nous faifons 92 ou -i 
a-H 39 3 






ou ■ 



—=C, —=D &c. nous aurons le loga- 
V 9 9 

B C D E 
rithme de Napeir pour le nombre 2 égal aA-\- -j- -+ — — ^ — — l- — 

H- ~ — i- JL. -\-JL &c. oufinous faifons z=A, JÎ-=B, .J- 
" 13 , 99 

~ C, — =D &c. nous aurons le logarithme de AVpfir pour le nom- 
B , C . D , E , F , G . // 



■ H- . — . . 

357 9 13 



«5 



bre S égal à A- 

3 J I ^ - -»» -J 

&c. car en faifant A=2 au-licu de le faire =3, le premier terme de la 
férié , & par conféquent tous les autres , font multipliés par 3 ; voyez 
art. 383. 

Pour trouver enfiiite le logarithme de j nous avons 2 ou 
& 2’— — ; donc fi nous faifons ~ =K, i = Ji- = M, J^ = N 

; nous aurons le logarithme de Kape'ir pour L — 1- M. -Jr- - 

i^c. Mais il fe tfbuve heureufement ici que chaque terme de cet- 
te férié efl égal à chaque autre terme de la férié précédente ex- 
primant le logarithme de 8: car commençant par le terme B, nous- 
aurons K B , L — D , Al =: F , N= H fÿc. ce que je démontre 

ainfi. K-- = ~=zB-, L = _ = = iV/= 

c -- =F; N= — = =: — =7/, 6?c. Donc en calculant le loga- 

9 81 81 9 

garithme de i nous n'aurons befoin d’aucune nouvelle férié, mais fom- 
mes à même de prendre chaque autre terme de là férié déjà calculée 

pour 
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pour le logarithme de 8 , en com- 
mençant par le terme B ; & nous 
aurons par-là le logarithme de Na- 
peir pour égal à 5-f —H- — 

N. B. Si nous voulons avoir un 
logarithme e:ta6i pour un certain 
nombre de caraéléres, il n’y aura 
qu'à calculer le logarithme pour un 
caraélére ou deux de plus , afin que 
l’erreur dans le dernier caraftére, 
ou peut-être dans le pénultième, 
n'ait aucune influence fur le refie. 

Voyez l’opération dans laquelle 5 
efl le quotient de J divifé par 9 , 
C le quotient de B divifé par 9, & 
ainfl de fuite. 



A 2 


.00000000000000. 


B 


22222222222222. 


C 


2469135802469. 


D 


274348422497- 


E 


30483158055. 


F 


3387017562. 


G 


3763352S5. 


H 


41815032. 


I 


4646115. 


K 


516235. 


L 


57359- 


M 


6373- 


N 


708. 


0 


79. 


P 


9- 


O. 


I. 



a .00000000000000. 
7407407407407. 

493827 iSo494< 
39192(53178 J. 
3387017562. 

307910687- 
28948868. 
2787669. 
» 7 3 3 O I. 
2717a 

2731- 

a 7 7- 
2 8 . 
3- 



Log.B. 2.0 7944 iJ 4 ïC 7 S> 8 a. 
B 22222222222222 

914494741e <î. 

«77403512. 
' J 9 7 3 5 7 e. 
5 7 3 5 9- 

57 9 ^ 

6 . 
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A 
5 

3 
c 

s 

D 

7 
£ 

9 
P 
Tl 
G 
13 
H 

JS 
I_ 

17 

K 
19 
L 
21 
M 
23 

HL 

2 S 
O 
»7 



3 

F 

H 

7 

9 

M 

11 

O 

>3 



itgia2.3o 25 8509299409.' 



N. B. Le vrai logarithme de Napeîr pour 10 fe trouve entre 
2 .30258509299404 & 2 .30258509299405. 



P R O- 
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Proposition 4. 

401. Trouver le logarithme de Briggs pour un nombre quelconque entier f 
eu pour une fraSlion ^elconque. 

S O t, O T I 0 N. 

Le logarithme de Briggs pour un nombre quelconque eft au logarith- 
me deNapeir pour le même nombre, comme le logarithme de pour 

10 efl: au logarithme de Napeir pour 10; c’ell à-dire , parla dernière 
propofition, comme i efl à 2. 302585033, ou comme eft 

à I, c’eft-à-dire , en changeant la frafUon en parties décimales, comme 
.4342944819 à I. Faites ce nombre .4342944819=^, & nous aurons 
alors les logarithmes de Briggs aux logarithmes de Napeir comme p à i ; 
c’ell-à-dire, fi quelqu’un des logarithmes de Napeir ell multiplié par />, 
le produit fera le logarithme de Briggs pour le même nombre : mais les 
logarithmes de Napeir feront multipliés par p , fi le premier terme de la 
ferie qui les produit cil multiplié par p, conformément à ce qui a été 

prouvé dans l’art. 383. Si donc Refila fraSion propojîe , iÿ qu'on fuppofe z 

égal à au-lieu de faire 2Z=A, comme ci-dejjùs, faites 2pz = A, 

Az* = B , Bz* =.C &c. £5* vous aurez le logarithme de Briggs pour 

— égala A-+ h — &c. Comme par exemple , qu’il faille trouver lelo- 

* 3 5 

garithme de Briggs pour le nombre 2 ou pour la fraftion improprement di- 
tei;jepounoisfaireici2=i, 2‘ = -, 2p2ou^=y^,-=B-= C&fr. 

comme auparavant; mais pour varier & abréger en même tems,je ten- 
terai la recherche de ce logarithme en fuivant une autre voye. Dans eet- 
te vue, je m’attache d’abord à trouver deux puilfances des nombres 10 
& 2 qui ne différent pas beaucoup l’une de l’autre, comme par exemple 
les nombres loco & 1024,1e premier étant la troifiéme puiffance de 10 
& le fécond la dixiéme puiffance de 2; cela étant, puisque le nombre 

1024 dl le produit de 1000 multipliés par la fraftion , il s’enfuit 
que le logarithme de 1024 ell compofé du logarithme de 1000 & du lo- 
garithme de ajoûtés enfembletmais on fait déjà que le logaritli- 

me de Briggs pour looo ell 3 ; fi donc le logarithme de Briggs pour 
■ I°’i- cil calculé , & ajoûté au nombre 3 , on aura le logarithme de 

1000 

Tome IL Nn Briggs 



l 
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Briggt pour 1024; fa dixiéme partie de ce logarithme fera le logarithme 
de 2, à caufe, comme on l’a vu ci-deflus , que le nombre 1024 eft la 



iCl UUIJC 



dixiéme puilTahce de 

1 O A 9 ^ 

64009”’ "253 ~ * 64009 



253 ’ 64009 

=.4342944819; 

_?5_ ouf=.o2occoooo2;~.ocoooo4827, 
C400P 3 ^ 



f r I » 

2 d — = B , — = C 6fc. Mais o 

Aooo 64009 



.^,ou//=.oio2994739,g-^^ou £=.0000014482, 

fy 

— = .ooooooooco ; donc 

g * 



^-+5., ou le logarithme de eft .0102999566; ajoûtez à ce logarith- 
me celui de 1000, qui eft 3 , & vous aurez le logarithme de 1024 égal 
à 3 .0 102999566, & tous CCS onze caraftéres feront vrais; voyez dans 
Brtggs le logarithme de 2, l’édition in folio. Mais fi l’onne vouloitpren- 
drc\ue fept caraélércs, comme dans les tables ordinaires, deforte qu’il 
n’y eût que la plus petite erreur poüible, nous aurons le logarithme de 
Briggs pour 2 égal à .3010300. 



Proposition 5. 

402. Compofer une table de Ic^arithmes de Briggs pur tous les non- 
hres naturels depuis i jusqu'à 100000. 

N. B. Pour abréger , eu plutôt pour épargner des mots fans que la 
clarté du difeours en puiffe fouffrir, je ferai ufage de la lettre L pour 
fignifier le logarithme de: ainC L. 2 fignifie le logarithme de 2, L. ;figni- 
fic le logarithme de la fraftion 1 , L. 8 = 3^. 2 fignifie que le logarith- 
me de 8 eft égal à trois fois le logarithme de e , G'f. 

Quiconque entreprend de conftruire une table de logarithmes, ne doit 
pas s’y prendre per Jaltum , mais fuivre une marche régulière d’un nom- 
bre à un autre. Les logarithmes de tous les nombres compofés , c’eft- 
à-dire , tous les nombres qui font le produit de la multiplication de quel- 
ques autres nombres, fe trouvent aiférocnt par l’addition des logaritli- 
mes de ces derniers nombres: ainfi L. 4=2i. 2 ; £.. 10 — L. 2— t- Lg. 
& partant L. g — L, 10 — L. 2; L. 6 = L. e—l L. 3 ; £• 8 = 3^. 2; 
i. 9=2L. 3, yc.-, deforte qu’au moyen des Icgarithmcs des trois pre- 
miers nombres 2, 3 & 7 on peut déterminer les logarithmes de tous 
les autres nombres au-ddlbus de 1 1 : or de ces trois logarithmes celui de 
2 a été calculé dans la dernière propofition , & ceux de 3 & de 7 peu- 
vent fe déduire directement de la même propofition; pour cet effet il 
faut confi ’erer le nombre 3 ct:r.me le produit de 2xi, & réfoudre ainfi 
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fon logarithme en L. 2-+Z. ÿ; & le nombre 7 comme le pred.iit de 
6 x 1 , & ainfi refondre fon logarithme en L. 6 -¥ L. ilais comme la 
fuite -f — 6?f. rcprcfcntant ks logarithmes de j & de | 6f<r. eft 

le moins convergente au commencement de la table dos logarithmes, je 
propoferai quelques autres expédiens pour trouver ces logarithmes. Cora- 
mensons par le logarithme de 3. 

Le nombre 81 cli: le produit de 8ox{i; donc £. 8r =Z. 80— f-Z. {5; 
mais L. 8o=Z. 8-f Z. 10 ou 3 L. 2 -1- L. 10 ;& le calcul de Z. jjpcut (ê 
faire aifément par la férié de la dernière propoficion; car fi on étend le 
calcul des logarithmes jufqu’à dix ou onze caractères , afin d’en rendre les 
fept premiers vrais , ce que nous fuppoferons toujours dans ces calculs, les 

deux premiers termes de la férié, favoir .^ 4 -+ -j-» fuffiront; car le ter- 



me fuivant (qui eft .00000000000 &c.) ne peut alTeélcr que le douziè- 



me caractère décimal & ceux qui le fuivent. Ayant donc les logarith- 
mes de 80 & de leur fomnie fera le logarithme de 8r, & le quart 
de ce logarithme fera le logarithme de 3 , à caufe que le nombre 81 ell 
la quatrième puiflance de 3. 

Le logarithme de 7 fe trouvera aifément de la manière fuivante : la 
quatrième puiflance de 7 cfl; 2401 ; donc 4Z. 7 = 2401 ; donc L. 7 . 



mais 24 oi = 2400x- °^°* -; donc Z.240i = Z. 2400-4-Z. _îi£LÜ. or 

3400 1^00 

le nombre 2400 ell: le produit de 2X2x2x3x 100 ; donc Z. 

2400 = 3Z. 2 -H Z. 3 H- 2 ; donc Z. '2400 eft: connu ; il 

nous relie donc à calculer Z. , en failànt 2 = — °* 

3400 2401— P 2403 



= — ~ — ; cela étant nous aurons 2’ = î ;donc en ce cas, 2» s 

4 to* 23049^1 ’ ‘ 

ou .,^z:-I^ 255 M 3 S°? = .oooi8ooi 83428 , y/2* ou 5 = 0000000000078; 

4801 

ainfi — = .0000000000025 : ce qui montre que J donnera les onze pre- 
miers-caractères de Z. — exaèlement vrais, & que cette prècifion 
fera portée encore plus loin li l’on fait aufli entrer dans le calcul le fécond ter- 
me y/ -P ; & ce logaritlunc ajoûtè à Z. 2400 donnera Z. 2401 , dont 

le quart eft Z. 7 * .. . • n 1 r 

Avant que d’aller plus loin , je demande qu’il me foit permis d obferver 

^ N n 2 -V 
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le logarithme de 3 peut Te calculer indépendamment de tous les autres 
logarithmes excepté celui de 10, de la manière fuivante: 9x‘,* = io; 
doic L. 9-f-L. y=i ; donc i — L. 'i=L.g, donc la moitié efti. 3. 
Il faut donc calculer ici L. en failant & 2 '=jiT> car nous 
aurons alors 2pz ou .0+5715208621, Az* ou B = .0001 26634927, 
B 2* ou C = .000000350789 , C 2* ou D =: .000000000972 , Dz' ou 
£= .000000000003: ce qui nous donne 
A= .045715208621. 

n 

-y —•000042211642. 

— .OOOOCOO7OI58. 

■y =.000000000139. 

L. -^=.045757490560. 

Retranchez ce dernier logarithme de L. 10 ou i .000000000000 , & 
vous aurez L. 9 =.9542+2509440» & 3= •+77*21254720 , en dou- 

ze caraftéres qui font tous vrais. 

Les dix premiers logarithmes étant ainfi calculés, ou bien étant fup- 
pofés calculés , voici tout ce qu’il y a à faire pour trouver les autres 
nombres. Que « foit quelque nombre premier, & que les logarithmes 
de tous les nombres plus petits que n foient fuppofés connus : cela étant, 
puifque « efl un nombre premier, & partant ne fauroit être divifé para, 
il faut qu’il foit un nombre impair; donc le nombre fuivant immédiate- 
ment au-defliis, n-+i ,doit être un nombre pair; donc - doit ê- 

9 

tre un nombre entier; donc L. n— j-i doit être regardé comme connu, 
étant égal à L. 2 -f L. ■ ' : mais £. n - 1 eft un nombre connu par 

rhypothéfe; donc le lo^rithme de n — i x n-f 1 oude «n — i eft con- 
nu auffi ; mais le logarithme de rm ell égal au logarithme de nn— i ajoûté 

au logarithme de '• ainû calculez ce dernier logarithme par le 

moyen de la férié, favoir, le logarithme de — . faifant — * — =2; 

’ 2nn^t ^ 

& ce logarithme étant ajoûté au logarithme donné de nn - i , donnera 
le logarithme de n n , dont la moitié efl le logarithme de n. Par exem- 
ple, les logarithmes des dix premiers nombres étant déterminés, le 
nombre premier qui fuit immédiatement après efl ii ; or L. 10 ell con- 
nu par rhypothéfe , & L. 1 2 = L. 2 -f JL. 6 ; donc L. lo -f Z» 1 2 = L. 1 20 
eil donné: mais ii* =121; c:Jculcz. donc par le moyen de la férié 
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X. faifant & ce logarithme ajoûté à !.. 120 donnera 

L. 1 21 , dont la moitié eft I. 11 ; & dans ce calcul , de-même que dans 
tous ceux qui fuivent, il ne fera néceflaire d’employer^ue les deux pre- 
miers termes de la férié. Et à l’aide de cette méthode, apres avoir dé- 
terminé quarante des premiers logarithmes, le feul premier terme de la 
férié fuffira} car le nombre premier fuivant étant 4 1 , dont le quarré eft 1 68 1, 
le logarithme à calculer fera celui de , dont le premier caraélé- 
» 

re — qui a quelque valeur , eft précédé de onze zéros. Et de 

cette manière le travail de celui qui entreprend de conftruire la * 
uble des logarithmes en qucftion, fera tellement diminué, qu’après 
avoir déterminé 1200 logaritlunes , il pourra avoir les autres d'une ma- 
nière plus direéle,c’efl;-à-dire, qu’il pourra trouver le logarithmedeizoï 
uniquement en calculant le logarithme de la fraftion — > & puis en 

«joûtant ce logarithme au logarithme de 1200: ainC le premier terme 
j de la férié fuffira pour donner un logarithme de 1201 , dont la fraélion 
décimale fera vraie jufqu’aux dix premiers caraéléres. 

On peut de cette façon compofer un fyficme entier de logarithmes 
depuis I jufqu’à 100000 , avec autant de parties décimales vraies qu’on 
voudra ; mais (grâces à nos prédéceffeurs ) cette tâche a déjà été rem- 
plie. Mr. Briggs nous a lailTé les logarithmes de trente & un mille nom- 
bres (depuis un jufqu’à 20 mille, & depuis 90 mille jufqu’à ioi mille) 
ayant chacun jufqu’à quatorze parties décimales; & Hacq nous a donné 
une table complète de logarithmes dont les parties décimales vont jus- 
qu’à dix; & il eft ceruin qu’il n’y a que l’extrême utilité de ces nom- 
bres qui ait pu obliger ceux que nous venons de nommer , à entrepren- 
dre une tâche qui demandoit autant d’induftrie & de travail. Cependant 
cette doftrine des logarithmes, n’a pas été fi parfaitement cultivée par 
les premiers inventeurs , que les modernes n’ayent tiré de ces nombres 
quantité d’ufages auxquels les autres n’avoient pas même fongé ; comme 
par exemple, en réfolvant les équations du troifiéme & du quatrième 
degré ; en déterminant les un:ia des puiflances fort élevées d’un binô? 
me; en réfolvant divers problèmes curieux rélatifs aux chances, &c.; en 
trouvant la quadrature & la reélification de différentes courbes ; en me- 
furant des furfaces &c. ; en déterminant les centres de gravité de plu- 
fleurs corps ; la nature & les propriétés des quantités de courbes mé- 
chaniques , telles que la catenaria & autres; la denfité de l’atmo.Ol.ére à 

N n 3 - toutes 
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toutes les hauteurs- & fuivant toutes les hypothéfes de gravité ; la réfl. 
fiance des fluides dans tous les cas de mouvement &c. 

• Proposition €. 

403. Trouver k nombre nafurelqui répond à quelque logarithme donné de Napeir. 

S O L Ü. T I O N. 



Que I foit le logarithme donné, & m un nombre quelconque indéfini 

qu’on fuppofe augmenté à l’infini ; cela étant S, en décroiflant à lin- 

fini , deviendra à la fin le logarithme de Napeir pour ‘le nombre 

i-»-i- mais G iH-- eft un nombre dont Ic'logarithme i , en ce cas 
m ■ m ’ 



fera le nombre dent le logarithme c(l /; donc le nombre cher- 



ché efl la dernière grandeur de la quaniité i -+ -i quand l'expofant m 



fe trouve augmenté à l’infini. Or la quantité i > étendue en ferie 

ttt l 

fuivant le théorème de Neviton au fujet des binômes, fera ~ ~;pp 



■+ ^ I C-^— h - Ü’f.; cette férié a pour fe- 

2 I« 3 m 4 ™ 

m — I ^ _ m — I 

2 m ~ m 2 



cond terme = pour troifiéme terme ■ 

I fn 1 

— — ; pareilLment, le quatrième terme cft 



ff; — 2 r- I 



C— = 1 



‘C'-ês’f.Donci-b^ =i.-+/74.-+i-ixi}fH-i-lxCi.-+i-.i 
^ £) J_ ô^c. Cette formule eft générale ; mais fi nous fuppofons l’expofant 



m devenu aftuelleraent infini, les quantités deviendront 

par cela même égales à zéro , £5* la dernière grandeur de la quantité 

■ i ■ m 

I — l- — , qui ejl le nombre cherché , fera i-+A — — l-B — — f-C-— (-D 
m ’-' I 1 3 



l&c -T-f ‘ -f H- '* 1 - 

4. ■ 1 JX 2 1x2x3 IX2X3X4 



C. O. F. T. 



• Donc réciproquement , toutes les fo 's que nous rencontrons une férié de ce 

genre , /avoir , i -b — -b’ -^ —b — b — i &c. la femme d'une 

telle 



I 
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telie férl; feti le nombre naturel qui répond au logqtitbme l de Napeir, ou au 
rff Briggs Ix.4342p4-)8i903. Maisfi les termes delà Jériefont ahtr- 

nativement affirmatifs négatifs, comme i — -L —j- _Ü Ü l !ll_ 

1 1x2 1 x 2 x 3 ix 2 X 3 x 4 . 

— &c. , en ce cas la fomme de la férié fera le nombre naturel qui répond au 
logarithme —l de Noipeiï. 

Ce que nous venons d’enfeigner dans ce petit nombre de propofitions 
peut fervir d’échantillon , entre pIuHeurs autres, pour faire voir par quel- 
le route aifée & naturelle cette doétrine de l’infini nous mène aux par- 
ties les plus abfiraitcs & les plus fublimcs des Connoiflances Mathémati- 
ques; & il feroit à fouhaiter que ceux qui déclament fi fort contre cet- 
te düélrine, avançaflent quelque chofe de pareil à l’aide de l’idée qu’ils 
fe forment de l’infini: idée, qui n’a produit jusqu’ici qu’un jargon inin- 
telligible. 

Proposition 7. 

404. Trouver le logarithme de quelque nombre n'allant point au-delà de 
dix caractères pur le moyen des grandes tables de Vlacq. 

Ces tables font le feul fyftcme entier que nous ayons, que je fâche, 
où le nombre, qui e.xprime la fraélion décimale, va jufqu’à dix carafté- 
res : à-la-vérité les tables de Briggs vont jufqu’à quatorze , mais les mil- 
liers ne font pas complets. 

(^uand le logaritlune de quelque nombre eft requis , on prend ordinai- 
rement les cinq premiers caractères appartenant au logarithme, & on 
fcpplée le relie au moyen d’une partie proportionclle de la dilTérence, 
ce qui peut fuffire, quand les logarithmes n’ont pas plus de huit ou neuf 
caracléres: mais fi le nombre des caraélércs cil plus grand, la partie 
proportionclle pourroit avoir befoin d’être corrigée: tlS: c’ell à détermi- 
ner cette correction que la préfente propofition -cil ddlinée. Mais avant 
toutes chofes je dois démontrer le lemme fuivant , Suppofunt p = 
.4342944819, comme dans la quatrième propofition, que s repréfente un nom- 
bre qui ne fuit pas au-dejfous de 10000, t un nombre qui ne fuit pas au- 
deffus de l'unité; je dis qu'en ce cas, le premier terme de la férié repnfntant 

le logarithme de la fraàion favoir donnera ce logarithme , dont 

au-moins les treize premiers caractères feront vrais, par conféquent .avec un 

degré d'exactitude bien fupérieur à celui que les grandes tables de Vlacq c.ï/gc«f. 
Pour le démontrer, pofoiis le cas où le premier terme diffère 

le plus du vrai logarithme de la fraflion i c’efl - à - dire , fuppofuns 
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j=ioooo & f= I jnous aurons alors égal à la fraftion 12221 .avant 

» lOOOO ’ ■' 

pour différence de fes termes i , & pour leur fomme 20001 ; donc en ce 
cas, z= — ; mais il fuffira pour notre deffein de faire 2 =—L_; cela 

SOOOl 20000 ^ 

étant, puisque ^ ou le premier terme de la férié ell 2 pz, nous 
aurons /Iz' ou B = 2 pz^ , & — ou le fécond terme de la férié 
P — =00000000000002 : ici donc il ell clair que 

3 lioooooooooooo •' ^ 

le fécond terme de la férié, quand il ell le plus grand, n’ell que le nom- 
bre 3 précédé de 13 zéros; mais généralement parlant, le nombre qui a 
quelque valeur, ne fe trouve qu'au quinziéme ou feiziéme caraftérc; car 

lïirement ce terme fera plus grand ou plus petit en même raifon que 

2’ fera plus grand ou plus petit , & partant fi dans quelque cas 2 n’tll 
qu’un dixiéme de ce qu’il ell dans celui-ci, le fécond terme ne fera qu’un 
millième de ce qu’il ell ici. 

Ceci étant établi , que le nombre dont le logarithme ell requis foie 
1234556789: après avoir mis 9 pour fervir decaraélérilliqueaulogarith. 
me cherché, je place un point après les cinq premiers nombres ainfi , 

12345 .56789 , deforte que les cinq premiers caraéléres repréfentent un 
nombre entier, & le relie, foit qu’il y en ait plus ou moins, une frac- 
tion décimale; voyez art. 393 paragr. 2: puis faifant le nombre entier 
12345 égal à r , «St la partie décimale .56789 = ;, le logarithme de 

Htî fera — comme dans le lemme; & ce logarithme ajoûté au 

t U— b/ U J 

logarithme de s pris dans les grandes tables, donnera le logarithme de 
r— bt, c’ell-à-dire , le logarithme cherché. 

Effayons maintenant 11 nous ne pourrions pas réduire ce logarithme 

. à une exprellion plus fimple; pour cet effet , que c foit le loga- 
rithme de , d le logarithme de & c^d=e;alors c fera la dif- 
férence des logarithmes de r— 1 & de r, d fera la différence des loga- 
rithmes dex&dex-bi, &« fera ce qu’on appelle la fécondé différen- 
ce des trois logarithmes x— i,x & x— m; les deux premiers, fa voir 
c & d, font exprimés dans les tables, «S: le dernier e fera la différen- l 

ce de ces deux différences. De ces définitions de c, d & e, 

& du lemme précédent, je déduis les équations fuivantes , favoir. 
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e — — ^ c—don e=_i^_. Cela étant, puisque 
d = — — — • nous aurons i fl =2T^nx(f,& — — .ou«=*.i^”'*‘^’. 

as-H-i 411 — i’ 411 — I » 

divifez le numérateur & le dénominateur de cette dernière fraftion par 
2X-I-I, & elle fera réduite à ^ ; donc e=~ J_~ . De-plus, puis- 



que 2p=2x-+ix(/ comme ci-defliis, nous aurons ou le loga- 
rithme de égal à xrfr;que v foit le complément de r à l’u- 



nité , c’fft-à dire , que t -+ u = i ; cela étant vous aurez — Tj-j-i-t-o 

21— t-i ai— t-l 

® 2r ï r J J — jji Si V i-i.* 

li bien que le loga- 



= I -t- 



; donc xdt=dt- 

21— Hl ’ 21-fl 



21-i-i 



rithme de fetrouvepréfentementégalài/t-1- : au -lieu de 

^ 21— H 

2r-l-t dans le dénominateur de cette dernière fraftion mettez 2 r— i, 
«S: la plus grande erreur poifible n’égalera pas celle qui naîtroit du nom- 
bre 4 précédé de treize zéros , comme on le verra plus dillinélement fl 
l’on confiJére avec foin ce qui fera dit dans l’article fuivant; alors, au- 



licu de 



vous aurez ou ^ &v, puisque =e corn- 



i//V 



me ci-deflus; & le logarithme de ^ fe trouvera à la fin égal a dt 
-+ieiv. 

Après avoir gagné ce point, je tâcherai à-préfent de déterminer la 
partie proportionclle, afin de la comparer avec ce logarithme. Je dis donc, 
comme i différence des nombres r&r-hi,eftàd différence de leurs 
logarithmes , ainfi eft t différence des nombres x & x-t-f , à dt partie pro- 
portionelle de la différence de leurs logarithmes; ce qui prouve, que des • 

deux parties dt & Jetv, qui. compofent le logarithme de Ht/,iapre- 

micre & la plus confidérablc partie dt eft la partie proportionclle , & 
par conféquent l’autre partie i & v peut être appellée la correéUon de 
la partie proportionclle. ' 

Revenons préfentement à l’exemple propofé auparavant , qui étoit de 
trouver le logarithme du nombre 1 23455*5789. Ici donc nous trouvons 
à l’aide des grandes tables la partie décimale du logarithme appartenant 
aux cinq premiers caraétéres égale à .0914910943, c=. 000035181 2, 
d= .0000351783', c~d où «=.0000000029; donc df=:. 00001997741: 
mais en corrigeant la partie proportionclle, il fuffira d’exprimer t par 

Tome II. O o deux 
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deux eara£tcres; c’cft pourquoi dans ce cas je fais t=.57, & confé- 
quemmcnt i— r ou ^=43; ainfi {« = .245 , & = .00000000035 



H- ; cette correftion ajoûtée à .00001997741 partie proportionelle 

trouvée ci-dtirus, donne le logarithme de (autant qu’il ell pofli- 

ble de l'exprimer par une fraélion décimale de dix caractères) égal à 
.0000199778, & ce dernier logarithme étant ajoûté à 9 .0914910943 , 
logarithme de 1234500000, donne le logarithme de 1234556789 égal 
à 9 .0915110721. 

A’. B. Ces opérations auroient pu être abrégées par la fameufe rè- 
gle d'Otightred touchant la multiplication : règle que je voudrois bien que le 
Leétcur étudiât à fond , & fiât pratiquer en cas de befoin. 

Si nous voulons faire ufage de cette règle pour trouver la partie pro- 
portionelle if, nous devons obfervcr que 3 , dernier caraftére de i, eft 
fuppofé occuper la dixiéme place décimale, place dont l’expofantjfuivant 
OughtTcd, eft — lojdonc pour avoir onze places décimales aufli exaêle- 
ment qu’il fe pourra , je mets 5 , dont l’expofant eft — i , au - deflbus 
de 3, dont l’expofant eft — 10, afin que le dernier caraêlére dans le 
produit vers la main droite, puifle remplir la onzième place décimale. 
Voyez l’opération. 



.0000351783 =d 
98765 .=; écrit à rebours. 

17589*5 

21 1070 

24625 . . 

2814 

317 

.00001997741 = A 



•57=f , 

34-= V écrit à rebours 
228 
17 

.245=10 

92oooooooo.=eécrit à rebours. 

49 

22 



.000000C007 1 = et v. 



Donc -^=.00000000035 -b. 



' 405. Dans le dernier article , la fécondé différence e a été trouvée 
Être “ “u ^ pouvons inférer que cette fécon- 

dé différence fera la plus grande quand la quantité s fera la plus petite, 
c’eft-à-dire, quand la quantité s fera égale à 10000: fubftituez donc 

10000 à la place de J dans la valeur & vous aurez la plus grande 

fe- 
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fécondé différence pofliblc égale à — ? = .00000000437 De-plus , 

loooooooo 

fl au-licu de ie dans lacorreélion fo, on fubftitue fa valeur-^ , la 
conefüon fera alors égale à ; d’où il fuit que cette correction fera ’ 

la plus grande quand le produit tv fera le plus grand, & que dans ce 
même tems le nombre s ell le plus petit, c’efl-à-dire, quand f & 
jr: 10000; car la fomme de f & o étant toujours égale à funité, leur ‘ 
produit tv fera le plus grand quand f & o feront chacun égal à ; ; fublli- 
tuez donc 1 à la place de rc, & 10000 à la place de s dans la valeur de 
la concélion^^, Si vous aurez la plus grande correélion poflible, éga- 



le à —t — = .oooooooooci. ; car quoique les logaritlimes de ces ta- 
800000000 

blés ne s’étendent pas au-delà de dix caraâéres, il efl bon pourtant de 
porter le calcul tant de la partie proportionelle que de la correélion jus- 
qu’à onze caraélcres, afin d’en avoir plus fûrerotnt dix. 

De ce qui a été dit dans le dernier article, on peut inférer encore, 
que vers la fin delà fuite des logarithmes, il n’cft pas impolTible que 
deux nombres, qui ne différent l’un de l’autre que d’une unité dans la 
dixiéme & dernière place, ayent un feul & même logarithme dans les 
tables de Vlacq, c’efl-à-dire, que les dix premiers caraétéres des deux 
logarithmes peuvent être les mêmes, quelque différence, qu’il puilTe y 
avoir entre les caraftéres fuivans. Comme par exemple, le logarithme 
de ce nombre 1 0000000000 efl 10 .0000000000, & le logarithme de 



cette fraétion 



10000100000 
10003000000 — 1 



efl 




20000000000 I 



.000COOOOO04 ;donc 



fi 10 .0000000000 efl le vrai logarithme de 10000000000, il (craauflile 



plus proche logarithme de 10000000000 — i ; c’efl-à-dire , qu’aucun nom- 1 
bre auquel il y aura dix figures décimales annexées ne fauroit l’exprimer 
plus exaélement. 



Proposition S. 



406. Trouver en dix caractères le nombre abfulu appartenant à quelque h' 
garithme des grandes tables de Vlacq. 

Suppofant tout ce qui a été dit dans les deux derniers articles, & 
ayant mis à part la caraélériflique, cherchez dans les tables le logarith- 
me prochain plus petit que le logaritlime prc>pofé , «S: le nombre abfolu 
qui fe trouve vis-à-vis fera s partie du nombre demandé. Pour trouver 
l’autre partie t , retranchez le logarithme des tables du logarithme pro- 
, Oo 2 po- 
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pofd, & nommez le refte r; en ce cas r fera le logarithme de la fraflion 
mais le logarithme de a été trouvé dans le pénultième arti- 
cle être dt-+ donc dr-f-ji^=r} partant r=^ — 

Mais comme d différence des logarithmes des deux nombres x & j -j- r, 
eft, à I différence des nombres mêmes, ainfieft r.qui n’eft qu’une partie 
. de la première différence, à-^ partie proportionelle de la dernière; 
donc la partie principale & affirmative du réfidu exprimant la quantité 
r,c’eft-à-dire, du réfidu cette partie, dis-je, peut s’ap- 



peller la partie proportionelle, & la partie négative ou — peuc 

s’appeller la correftion à fouffraire ; correftion qui ne fauroit jamais ex- 
céder .0000125; c’eft de quoi on peut fe convaincre aiféraent en fub- 
ftituant i à la place de to, & loooo au-lieu de x, comme dans le der- 
nier article: ainfi la partie proportionelle défigne la quantité r, ou 
exaftement, ou s’il s’y trouve quelque eneur, elle fe réduira tout au 
plus à I de trop dans la cinquième & dernière place. 

Pour trouver préfentement la correftion , que t foit exprimé par les 
deux premiers caraftéres de ; après quoi,fi l’on retranche cette gran- 



deur de l’unité , le refte e.xprimcra les deux premiers caraftéres de la 
quantités: divifez préfentement deux ou trois des premiers caraftéres 
du produit t v par deux ou trois des premiers caraftéres du nombre 2x, 
& le quotient fera une correfüon plus que fuffifante; lequel quotient 

éunt retranché de laiffcra t aufli exaft qu’une fraftion décimale de 

cinq caraftéres peut l’exprimer. 

IJ. B. Par les logarithmes des tables j’entends ici les logarithmes de 
tous les nombres depuis 10000 jufqu’à 100000, les logarithmes de tous 
les nombres au-deflbus de joooo étaut compris dans ceux-ci. 



Exemple. 

Ayant mis à part la caraftérillique , qu’il faille trouver le nombre ab- 
folu qui répond à ce logarithme .091511 0721 :le logarithme prochain plus 
petit des tables eft .0914910943, vis-à-vis du nombre abfolu 12345 ; 
donc x= 12345. De-plus, le logarithme des tables retranché du loga- 

ritlune propofé Jaiflé ,0000199778 -r, & </= .0C00351783; donc 

=56790, 
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— 56790 , dont les deux premiers caraftércs donnent f=. 57; donc i -t 
ou o=.43 ,&fo=.245H-;défignez ce nombre par.25,& le divifant en- 
fuite par 25000, qui font les deux premiers caraÊléres de 25, le quo- 
tient fera .0000 r , qui ell la corredlion; retranchez cotte correftion de 

-î-, c’eA-à-dire, de .56790, & il reftera 56789; donc 4=56789; & 

0 

les caraftéres repréfcntant le nombre abfolu cherché feront 1234556789, 
lequel nombre doit être noté conformément à la caraftériftique ; com- 
me fi la caraflérifiiquc étoit 8 , la dernière figure devroit être une déci- 
male; fi c’étoit 9, les neuf caraftéres ne formeroient qu’un feul nombre 
entier; fi la caraétériflique étoit 10, il faudroit augmenter le nombre 
d’un zéro vers la main droite , fÿc. 



LIVRE IX. 

P A R T I E 1 I L 

De r Invention des Divifeurs, 

J Ufqu’icî je n’ai confidéré que les équations fimples & celles de deux 
degrés : mais ayant delRin de pafier à d’autres équations plus éle- 
vées , je commencerai par donner à mes Leffeurs quelques inftruc- 
rions préliminaires, qui pourront les aider à réfoudre plus facilement ces 
équations. 

Pour cet effet je m’attacherai d’abord i la matière de l’invention des 
divifeurs; & parce que fur cet article , comme fur la plupart des autres, 
le Chevalier 'Newton a furpaffé tous ceux qui ont traité le même fujet 
avant lui, je donnerai fes régies, avec mes propres explications quand 
elles paroîtront néceffaires , fans approfondir néanmoins la matière au- 
tant que l’a fait cet illuftre Mathématicien. 

Avant que d'aller plus loin, j’avertis le Lefteur,que par linvention des 
divifeurs on entend, fart de trouver toutes les quantités par lesquelles une' 
quantité donnée, fimple ou complexe, peut être divifée fans rejle. 

407. Si la quantité dont on cherche les divifeurs efl une quantité 
fimple, c’efl-à-dire , fi elle nefl que le produit de la multiplication 
dautres quantités , êS ne fe trouve po'int compofée de parties jointes 
enfembk par le figne -¥ ou —, divifez-la par fon plus petit dhifeur, 
G* puis le quotient par fon plus petit divifeur, fÿ ainfi de fuite jusqu à ce 
que vous veniez à un quotient qui ne fait plus àivifible: par ce moyen 

Oo 3 vous 
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vous aurez tous les premiers dkifeurs par lesquels la quantité propofée peut 
être divifée- Enfuit e multipliant ces premiers dkifeurs deux à deux, raffem- 
liez de cette manière autant de proàtits dijférer.s que vous pourrez: faites 
enfuit e autant et autres produits que vous pourrez, en multipliant ces dkifeurs 
trois à trois, ainfi de fuite; £5* ces produits ainfi trouvés feront tous les 
dkJfcitrs compofés dont la quantité donnée ejl fufccptible. 

Comme par exemple , qu’il faille trouver tous les divifeurs du nom- 
bre 60. Premièrement je divife 60 par fon plus petit divifeur 2 , & 
puis le quotient 30 par fon plus petit divifeur 2, puis fon quotient 15 
par 3 ,& j’arrive enfin par-là au quotient5, qui n’admet plus de divifion: 
j’ai donc obtenu ainfi tous les premiers divifeurs du nombre 60, favoir, 
i|2>2>3>5; ou laiflTant-là i, parce qu’il ell le divifeur commun de 
tous les nombres, 2, 2, 3,5. Je fais alors de ces divifeurs autant de ' 
paires differentes que je puis, les multipliant enfemble, & je trouve de 
cette manière d’autres divifeurs , comme 2x2, 2x3, 2x5, 3x5, c’ell- 
à-dire, 4,6,10,15: je les multiplie enfuite trois à trois, & obtiens 
par-là d’autres divifeurs, comme 2x2x3, 2x2x5, 2x3x5, c’eft-à- 
dire, 12,20,30: enfin, je les multiplie enfemble tous quatre, & il en 
réfultc le divifeur 2 x 2x3x5, ou 60. 

Si l'on demandoit tous les divifeurs qui divifent le nombre 2iabb fans 
rcfle ; divifez le nombre ziabb par 3, & le quotient -pabb par 7, & le ‘ 
quotient abb para, & le quotient bb pari, & vous arriverez à la fin 
au premier quotient b ; donc les premiers divifeurs du nombre 2 labb 
fi>nt 1,1, a, b, b: ces nombres multipliés deux à deux donneront 21, 
2a,'ib,7a,7b,ab,bb; multipliez-les enfemble trois à trois, & vous au- 
rez iia, 2 ib,%ab,ibb, 7 ab, 7 bb,abb: multipliez-les quatre à quatre , & 
vous aurez iiab,2ibb, lahb, 7abb: multipliez-les tous cinq enfemble, 

«St il en rèfultcra la quantité même qui étoit propofée, favoir ziabb. 

On peut trouver dc-méme tous les divifeurs du nombre uabb—Caac en 
le divifant d’abord par 2 , & puis le quotient abb- ^aac par a; après 
quoi vous arriverez au quotient indiviflble hb~~^ac; donc les divifeurs 
de la quantité uabb ~ 6 aac font z,a, bb-^ac;2a,2bb- 6 ac , abb ~ aaac ; 

2abb — Caac. 

Pv. B. Tous les nombres, qui n'admettent aucun divifeur plus petit queux- 
mêmes, excepté Funité, s'appellent nombres premiers. Ainfi 2, 3, 5 «& 7 
font des nombres premiers ; au-lieu que 4, 6,9, 10, font appelles des 
nombres compofés, comme étant produits par la multiplication d’autres 
nombres. 

408. Ce feroit le donner une peine fort inutile que de prouv'cr que les 

nombres 
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nombres trouvés dans le dernier article diviferont les quantités qui y 
font propoftesjla cliofe étant claire d’elle-méme; mais il neft pas fi é- 
vident que ces quantités n’admettront point quelques autres divifeurs 
que ceux qui ont été déterminés par la méthode précédente ; c’dl pour- 
quoi je mettrai cet article au-delTus de toute exception par la démon- 
ftration fuivante. 

Soit un nombre dont les premiers divifeurs fuivant le dernier ar- 
ticle font a , b &c, & dont par conféquent les divifeurs compofés font 
ab, ac ,bc & aie; je dis, cela étant , que ce nombre n’admettra point 
d’autres divifeurs que ceux - ci , foit premiers , foit compofés. Prou- 
vons-le d’abord par rapport aux premiers divifeurs : car que d foit quel- 
que nombre premier différent de quelqu’un des nombres premiers a,b&c, 
donc a & d étant deux nombres premiers inégaux, il faut néceffaire- 
ment qu’ils foient premiers l’un à l’égard de l’autre; & la même remar- 
que cft applicable aux nombres b & d, comme aufli aux nombres c & rf. 
Puis donc que les nombres a & b font tous deux premiers rélativement 
à d, leur produit ab fera premier par rapport à d , par l’art. 195; pareil- 
lement puisque le nombre ai & le nombre c font premiers à l’égard du 
nombre d, leur produit abc fera aufli premier relativement à ce nom- 
bre; ainfi d ne fauroit être un divifeur du nombre a*c; & la chofe fera 
également vraie de tout autre nombre premier quelconque différent des 
nombres a, b & c. Je dis en fécond lieu , que le nombre abc n’admet- 
tra point d’autres divifeurs compofés outre ceux qui ont été fpécifié-s ; 
car nous avons afligné tous les divifeurs compofés, qui peuvoient être 
formés par les différentes multiplications des premiers divifeurs a, iétc; 
& nous avons fait voir aufli qu’il n’y apointd’autrespremiersdivifcurs, 
dont d’autres divifeurs compofés pou voient être dérivés. C.O.F.D. 

N. B. On ne fauroit douter que les nombres a & Z» ne foient des nom- 
bres premiers , aufli bien que le nombre c (qui eft tel par la fuppofition) ; 
car fi a n’étoit pas un nombre premier, il admettroit quelque divifeur 
comme e, plus petit que lui-même: puis donc que e divifea & que a 
divife le nombre abc, e divifera aufli le nombre air; donc a ne fera 
pas le plus petit divifeur de ce nombre, ce qui eft contre lafuppofition ; 
partant a doit être quelque nombre premier; & le même argument eft 
applicable à b, qui eft (par la fuppofition) le plus petit divifeur du pre- 
mier quotient bc. 

409. Si une quantité , après avoir été divifée par tous fes divifeurs ftmples, 
rejle encore complexe, (ÿ qu'il y ait lieu de foupçonner quelle admet quelque 
divifeur complexe, rangez fes différent membres fuivant les dimenfonsdequeU 

que 
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- que lettre quelle contient ; puis fubfiituez à la place de cette lettre trois ou plus 
de trois termes de cette progrejfton arithmétique , 3, 2, i, o, — i, — 2; 
ce qti étant fait, placez les nombres qui réfuhent de ces fubftitutions vis-à- 
vis de ces termes conjointement avec tous leurs divifeurs tant affirmatifs que 
négatifs; ou ft les divifeurs négatifs n y font pas, ils font au- moins fousen- 
tendus: enfin, vis-à-vis de ces divifeurs mettez toutes les progreffions arith- 
métiques décroijfantes qui peuvent en et reformées, en defcendant du p’us haut 
nombre vers le plus bas, comme font les termes de la progreffion 3,2, 1,0, 
-1,-2; mais la différence des termes des progreffions formées au moyen des 
divifeurs doit être t unité, ou quelque autre nombre qui divife le terme le plus 
élevé du dividende propofé: ft quelque progreffion pareille peutfe trouver, prenez 
le terme fitué vis-à-vis de o dans la première progreffion , 1,0,— i &c. & divifant 
te terme par la différence commune de cette progreffion, joigna le quotient avec 
fon ftgne propre à la lettre fuivant les dimenfions de laquelle le dividende a été 
difpofé , £3* vous aurez une quantité avec laquelle la divifion doit être tentée. 

l’ar exemple, que la quantité, dont on cherche ledivifcur complexe, 
foit * 5 — xï-iox-t-6. Ici fubllituant les termes i,o,-i à la place 
de * fucceflivement , je trouve que les * nombres qui rérultcnt de ces 
fubftitutions font— 4,6, 14; fans faire attention à leurs fignes, je pla- 
ce ces nombres avec leurs divifeurs , vis-à-vis des termes refpefiÜfs de 
la progreffion dont ils font nés, de la manière fuivante; 



I 

o 

— I 



4 

6 

14 



2, 4. 



2, 

' > 



— 

-i-3. 
-+ 2 . 



6 . 

2, 7> H- 

Comme la plus haute puilTance du dividende, favoir , n’admet aucun 
autre divifeur numérique que l’unité , je cherche parmi les divifeurs une 
progreffion arithmétique dont la différence commune foit l’unité ,& dont 
les termes décroiffent de la même manière que les termes de la première 
progreffion i , o, — i , & je ne trouve qu’une feule progreffion pareille 
parmi les divifeurs , favoir , 4 , 3 , 2 ; le nombre 4 étant un des divifeurs 
iituès vis-à-vis de i , le nombre 3 un de ceux qui font vis-à-vis de o,& 
le nombre 2 un de ceux qui font vis-à-vis de — i : de cette progreffion 
4, 3, 2, je prends le nombre 3, qui efl vis-à-vis de zéro, & l’ajoûtant 
à la lettre x, je tente une divifion avec la quantité x-<- 3 , & je trouve 
qn’elle me rèuffit; car la quantité i*—xx— i ex— ♦- 6 étant divifèe par 
X -+ 3 donne pour quotient xx — 4X -f- 2 fans relie. l'ar 



I 



• {Lit nomires rifuUent Je cet fiihlUtutiom font 6 , 14.) Ceci a hefoin de quel- 
que esplicatioi! le iium'oie —4 vie.r. de la lubditution de i 4 la place de x> &e. ce quidoii- 
ne I — i — tu— 4 rt= — 4: b fubnituiiim de o diiiruii tous les lenuca’ou jc fe trouve, de- 
Tonc qu’il refle 6: la (iibilitudon de — t duoue — i— i— 4 10 — 46 = 14. 
e 
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Par exemple encore, que la quantité dont on cherche le divifènr com- 
plexe, foit y> — 2iy*-+3y-f 20. Ici mettant i,o, — r fucceffl- 
vement pour y , les nombres qui réfulteront de cette fubllitution feront 
7,20^ 3 ,que je place avec leurs Ilivifeurs vis-à-vis des termes i ,o,— i 
dont ils font dérivés, de la maniéfe fuivante. 




t.7. 7. 7. 

ï » 2 , '4> '5 » 2®- 4i 5» 

1,3-' - . i‘ 3- 




Puis examinant les divifeurs, je trouve parmi eux quatre progrplîions 
arithmétiques décroiflantes , favoir,7, 4, i , dont la dilFérence commu- 
ne ell3;7,5, 3, dont la différence commune ell 2 j i,— 1,-3, dont la dif- 
férence commune eft aulîi 2 ; (S — i ,' -2,-3, dont là différence com- 
’mune ell i. Puis donc que toutes ces différences communes divilent <?^ 
coefficient du terme le plus" élevé, je les effaye toutes l’une après l’au- 
tre : je commence d’abord par la première progreffion 7,4,1, & divi- 
fant le nombre 4 , qui fe trouve vis-à-vis de o dans la première progrès- 
fion 1 , 0 , — I , par 3 , différence commune des termes de la progreffion , 

■ le quotient ell je joins ce quotient à la lettre y, &. tente ainli une 
rfüvillon avec y - 4 - î , ou (ce qui revient au même) avec 3y -+ 4 , & el- 
Icréuffit; car fi fiy+— y»-^2iyy— l-3y— 1-20 font divifés par 3y— 1-4, le 
quotient fera 2y» — 3yy — sy-t-y fans relie. Jeconfidére après cela la pro- 
greffion fuivante 7,5,3, & divifant le nombre 5, qui ell vis-à-vis deo, 
par 2, différence- commune de la progreffion , je tente une divifioii avec 
V-+ ; ou (ce qui revient au même) avec 27-1-5, mais l’opération ne 
réuffit pas. En troifiéme lieu, j’effaye s’il y a moj'tn de réuffir avec la 
progreffion fuirante i , ~ i — 3 , & divifant ^ i , qui ell’vis-à-vis de o, 
par 2, differencê commune de la pft)greffion,je tente une divifionavec 
y — J ou (ce qui revient au même) avec 2y — i ; mais la chofe ne réuffit 
pas non plus. Enfin j’elTaye la dernière progreffion — i — 2 — 3 , en ten- 
tant une divifion avec y— 2; mais l’opération ne réuffit point: deforte 
que, tout bien examiné, laquantitépropoféen’admetqu’urtfeul'divi- 
feur complexe, favoir 37-1-4. • En 



• Cnte ciJnclufion, & ce qui la précède, Irmblene exiger qudqoM édaircineinai;. Oa 
peut demander pourquoi il faut fubllituer fucccniveineni 1 la place de ji &c. dans la quan- 
tiuf propolee.les termes de la progrcflîonarithméiique i,o, — iT Pourquoi j'annexe le nq li- 
bre 3 S la lettre j dans mon divifeur ? de enfin .pourquoi le nombre 4 , que j'ajoùte S 33 pour 
comisleter le' divifeur, eft pris vis-S-vis de o. Je répond? àcei trois Reliions rerpeftiveraem. 
I*. Que la fubllitution .fucccHive des termes i ,0, — i S la place de &c. dans 1a quantité 
propofée, fuppofe j ég|| i un nombre quelconque ; or comnie la gran.deur } a la même va- 
leur dans le divifeur que dans te divideude propofé , il s’epfuii que y divilera js i*. fao- 

Tomt IL P p "«* 
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. Eafin que la quantiic propofée fcrit 24a’ — 5 m-*-+ 49a*— i4oa* 
-+ 64a H- 90. Ici fubftituant 2 , i ,0—1 fucceffn'ement àJsk place de a 
(comme le*s dimenfions de la quantité propofée font fort haut) les nom- 
bres qui réfultent de la fubllitution font —42 >•“23,-4-30,— je 
place ces nombres, fans aucun égard à leurs lignes, avec leurs divi- 
leurs vis-à-vis des termes de la progrelllon fuivante: 



2 


42 


I, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42. . 


-*■3» ~*'3> “+ 7 > 


I 


. 23 


I, 23. - • 


-H, -I. -H, 


0 


30 


I, 2, 3,.5, 6, 10, 15, 30. 


1 

1 

•1 


^ I 


297 


I, 3 . 9 . I». 27, 33, 9 P> 297. 


-3. -9. - II. 1 



Examinant qnfuite ces divifeurs, je trouve trois progrefllons arithméti- 
ques décroiirantes,favoir,i°. 3, 1,-1 •—3; 2°.3,-i,-5,-9;3'.7, . 

, — 5 , — 1 1 . de cês trois progreflions je prends les termes fitués vis-à- 
vis de O, favoir — i , —5,-5, & tes divifant pat les différences com- 
inuncs de leurs progreflions refpeciives , favoir 2 , 4 , 6 , j’ai trois quan- 
tités avec lesquelles' je puis tenter la divifioo , favoir, a— J, a — |, & 
a— I, dont la dernière a— 1 ou 6a— 5 eft la feule qni réuflit,le quotient 
étant 4a'*— 5a’ — l-4a' — 20a — 6. 

Si cette méthode ne fournit aucun divifeur, nous pouu>ns en inférer fire- 
ment que la quantité propofée n'admet aucun âiv'feur complexe d'une dimenfion: 
cependant elle peut avoir un divifeur dans lequel la quantité indéterminée 
s’élève à deux ou à plus de neux dimenfions, comme nous le verrons tout 
à l’heure. Mais avant que d’aller plus loin , on s’attend peut-être de ma ‘ 
part à quelques éclairciffemens généraux fur la nature de la méthode qui 
vient d’être décrit»; & c’eft à quoi je deftine l’article fuivant. 

410. Si la quantité x> ~xx— lo*— (■ 6 eft divifec par x-f 3, lé quo- 
tient lêraxx— 4X-f2 comme dans le premier exemple, fansrefte; & 
puisqu’il n’y a rien dans cette diviflon qui reftreigne plutôt x à une va- 
leur qu’à une autre, mais que cette grandeur eft abfolument indétermi- 
née , il eft manifefte que la cônclufion doit être univerfelie ; c’eft-à-dirc , 

C X eft fuppofé égal à un-nombre entier quelconque, le nombre x-é 3 

fera 

DMe nombre 3 à la lettre j, parce que ce nombre, qui eft la difTértnce ooitimune de la 
progreflîon arirtiDK'iiqqp 10, 7, 4, i , — 2 , doit, par I hypoiliL-re, dire un divifeur exaft du 
terme le plut ^levd de la qiianiiid propofée: car. fi cela u'eioii pas, l'epéracion auroit d^‘)S 
manqué , & H ne feroit pas néceflaire U^iller plus loin. Enlin, le nombre 4, qui complète 
le divifeur, eft pris vis-S-vis de q , parce qu'étant une partie aliquote de zo, il doit divifer 
ao c.vacleHieiit, tous' les autres tcimes étant détruits par la fubftimtion de o S b place de> 
Au-refte il arrive fouvem que r.,pviaijon ne réuflit ras, quoique tîntes ces conditions ayenc 
été obfervées; & la raifun eu cil. qu'outre b ptiillance la plus éle*e dey, il y en a encore 
(Tauircsl don: les cocili.lcns ne failioieut éue'divifés iàos telle. 
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fera un divifcur du nombre s* — xx — iox~h<f; & le riuotiçm fera 
I*— 4i-h2. Par exemple, feite* x=i.o;cela étant voui aurez le divi- 
dende X» — XX— looo— ioo—iooH- 6 = 8 o( 5 , & le divifcur * 
x-rf 3 = ïo-f** 3 =:i 3 , & le quotient xx — 4x-fa=ioo— 40-4-2 = 62; 
donc le nombre 13 ell un divifeur du nombré 806; & fil’pndivüê 806 
par 13 , le quotient fera 62 ; ce qui fc trouve vrai aufli. 

Cette obfervation préliminaire étant faite, afin de .prépareale Leâeur 
à ce qui • va- fuivre , que la quantité ax* - 4 -Ax*-+-cx-fd admette quel- 
que divifeur" complexe d’une dimenfion , que nbua fuppolbns être rx-f/, 
& que le quotient Ibit gx'-+ke-i-i, les lignes - 4 - ne fignifiant autre 
cholé finon que les quantités au devant desquelles ils font mis doivent 
être ajoûtées aux précédentes fuiyant les règles ordinaires de l'addition y 
foit que ces quantités foient affirmatives ou négativés : il paroît claire* 
ment par ce ^ui vient d’être dit , que les quantités ax» -4 Ax* -+ rx- 4 -rf 
doivent former^ un nombre entier, de-même que les quantités ex -f-/, 
que la valeur de x foit ce qu’elle voudra, pourvu quex foit un nombre 
entier. C’eft ce qui paroît (dis-je) clairement ; car ce n’eft que dans cet- 
te fuppodtion que la règle du dernief artide peut avoir lieu; donc a, A, 
c,rf,e,/ doivent être des nombres entiers; car fi quelqu’un d’eux étoit 
une frafUon , on pourroit affigner à x des valeurs qui rendroient les nom- 
bres quelles défignent des fraélions. Ilelléttidentauffipa|-lafiippofiiion, 
que le quotient ^xx -f Ax -f i doit être un nombre entier , quel que puiffi; 
être le nombre entier que x repréfente ; car fuppofer, que dans toutes les 
valeurs qu’on affigneraà x,lenombreentierrx- 4 -/ ell un divifeur du nom- 
bre entier ax> —h Ax* £#(. , c’eft fuppofer que le quotient eft un nombre 
entier ; puisque fans cela un nombre quelconque peut être confidéré com- 
me le divifeur d'un autre nombre'; donc g,‘A,i font dès nombres entiers. 

Suppofons prcfentamcntx=i,& nous aurons axJ-fi**-4-«-f-d=a 
H-A-f c-4-d, & fx-t-f—e-h/; donc fi le nombre qui rdfulte de cet- 
te fuppofiiion, favoir aH-lr-+ c— j-i, conjointement avec fes divifeurs', 
eft placé vis-à-vis de i , fuivant la règle du dernier artide, le nombre 
e -f/ fera un de ces divifeurs. 

Par exemple encore , que x = o ; en ce cas nous aurons ax> -f Ax* 
-ffx-4ds:d, &' ex -\-f =3/ ; donc fi d avec fes divifeurs eft placé vii; 
à-visde o, le nombre / fera l’un d’eux. • 

. Enfin, (bit x=:— i ; nous aurons alors ax* — 1 - Ax’ -+ cx—i-'d~—a—i- b 
—c-i-d , & rx- 4 -/=— f par conféquent fi le nombre — a-t-A— c-4-d 

eft_ placé avec fes divifeurs vis-à-vis de - 1 , le nombre fe trou- 

yera parmi eux: mais 1 ^ divifeurs e-+-/, /, «Se forment une 

. i • ' P P 2 . proi. • 
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progreffiôn arithmëtiqüedécroiflante, dont la différence commune r eft 
fc nombre par lequel x doit être multiplié pour faire ex partie d« divi- 
feur cherché, & dont le terme /, ûtué vis-à-vis de o, étant ajoûté à 
la partie ex, rendra ex-+f an divifeur complet; donc*fia*r-l-i** 

J admet qudque divifeur complexe d’une dimenfion, comme 
«*-+/, il faut néceffairement qu’il, y ait une progreffion, telle que nous 
l’avons décrite; quoique le contraire ne foit pas toujours vrai, & qu’on 
ne puiffe pas, dire, que toutes les fois qu’une pareille progreffion fe ren- 
* contre, la quantité propofée admettra un divifeur complexe de ce gen- 
re. Mais pour s'épargner (autant qu’il ell poffible) d'inutiles recher- 
ches , l’Auteur de cette règle retranche toutes les progreflions , dont la 
différence commune ne divife point a, coefficient du terme le plus éle- 
vé à*’*, & avec raifon ; car fi la quantité ax> (ÿc. dl divifée par ex * 

fÿc., le premier terme du quotient fera f-xxxz=gxx', ainfi.^=g nom- 
bre entier; donc e doit être un divifeur dé a. . 

Si Ton demande pourquoi l’Auteur, après avoir déterminé les quan. 
tités e & f, confidére d’abord Je divifeur comme * H- -f avant que d’en 
faire e x h-/, la râifon en eft manifefte ; car il eft poffible que/ foit divi- . 

fiblepar e, auquel cas /I fera un nombre entier, comme /; ou s’il ne 

. reff pas, il fe pourra néanmoins quelquefois que fOit réductible à de 
• * ' 
moindres termes , comme & quel de ces cas que ce foit qui ait lieu , 

le divifeur * -f I dans le premier cas, &mx~^I dans le dernier, feront 
chacun en- particulier- un divifeur plusjîmple queeï- 4 -/. Ces cas arri- 
veront toutes les fois qu’on rte fera point ^fage'des progreffidns les plus 
(impies qui fe trouvent parmi les divifeurs, c’eft-à’-dire de progreffions 
dont les termes n’adracttcnt aucun divifeur commun. 

• Si Ton objefte, qu’une quanfité peut admettre un dh-ifeur de cette 
forme — que la règle de l’Auteur qui preferit uniquement des 
progreffions décroid'antes , ne le trouvera point; je réponds, que toute 
quantité divifible par ~exi+f, peut auffi être div'ifée par -+ex-fi 
& quelque part que foit ce divifeur, fa règle de l’Auteur l’y trouvera. 

411. Si la (juanxité propojie ne s' iléve pas au-dej]\is de trois dimenftons ad- 

met ufi dkfi/eur complexe de deux dimenjtons , U faut mcejfahement qu elle ait un 
autre divifeur dunefeuledimenfvn, lequel étant tremi au moyen de larègleprécé- ■ 
dtnte , 6f droifant la quantité pmpofée'f donnera pourquotieht f autre divifeur ;mait 
Ji la quantité s'élève au-dejus de trois dimenfms, que Jiitt plus petit dkifeur 

- • n'en 
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fl en ait pas moins de deux , un pareil dhifeur Je trouvera de la manière Juivaate. 

. x/vit la quantité indéterminée dont les puijjances 'compofent la quan- 
tité "propo/ée: après avoir fubjlitué les termes dé cette progreffion 3 , 2 , i , o, 
— I J — 2 fuccejjivément à la place de x, mis vis-à vis d'eux les. nombres 
qui réfultent de cette fubjlitution , conjointement avec leurs' divifeurt affirma- 
tifs, dbmme ci tdejfus , les divifeurs tiégaffs étant fousentendus , multipliez 
les quarrés des termes de la progreffion par quelque divifeur numérique du plus 
baht terme de la quantité propofée, que nqpis nommerons e, G* placez les pro- 
duits pe,4e, ie,o, ie, ie vis-à-vis des termes de la progreffion, cela étant 
faitf retranchez ces produits de tous les divifeurs de leurs rangs refpeclfs, 
tant affirmatifs que négatifs, 0* placez les rejles dans les mêmes rangs avec 
leurs figues propfes; enfuite ■ejfayez fi en pajfant du plus haut «u plus bas 
rang des rejles , vous pouvez trouver une progreffion arithmétique quelconque , 
croiffimte ou décroiffiante ; fi vous découvrez ,une -ou plufieurs progreffitus pa- 
reilles, rangez-les vis-lavis des termes de la première progreffion , G exaini- 
eiez-les enfuite Funè après T autre de la manière fuivanse: 'que (dans quelqu'u- 
ne de ces progreffitdns) g fait le terme fitué vis-à-vis de o dans la première 

J>ro, greffion,cela étant, après avoir retranché ce terme — g du terme immé- 
diatement au deffius-dans la même progreffion, que ce rejle fait 
que la quantité compofée avec bquelle la divifion doit fe tentef, fera exx -+ fx 
—I- g. Mais fi l'on ne.peut trouver aucun divifeur de cette manicre-là, cher- 
chez un autre divifeur du coifficient du plus haut terme de la quantité propofie 
pour e , G* continuez ainfi jufquà ce que vous ayez parcouru tous les' divfjeurs 
numériques du terme le plus élevé ; G* fi àlors vous ne trouvez aucun divifeur 
ccmpleie, ce fera une marque infaillible que la quantité propofée n'en admet 
, aucun, • 

Un exerapk fuffira pour éclaircir cette règle. Que la quantité propd* 
fée foit *+ — x’ — 5M-1-12* — 6. Ici fubftituaqt les nombres 3 ,2, i ,0, 
— ■ X , — 2 füccefliveraent à la place de *, je trouve que les nombres qui 
réfultent 3 e cette fubftitution font 39,6, i , — 6,— ■21 , — 26; je place 
ces nombres, fans fticun égard à leurs fignes, conjointement avet leurs 
■ divifeurs , comme il a été dit ; puis inuliipliant les quarrés des termes 
de la progreffion par i , qui eft le feul divifeur numérique affirmatif dç 
xi',. le terme le plus élevé de la quantité propofée, & rangeant les pro- 
duits 9,4, 1 , 0 , 1,4 vis-à-vis des termes de la progreffion , je retrana' 
che le nombre 9 de tous les divifeurs de fon rang , tant affirmatifs 
négatifs, c’eft-à-dire, de 39, 13, 3, i , -i , -3, -13, -39, & les 
rertes, fayoir 30, 4, — 6, — 8 , —10, — 12, —22, —48 , je les place 
vis-à-vis de 9 dans Je plus Ixapt rang: j’en Jais de-même ^vec le nom- 

■Pp 3 bre 
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brc fuivant 4 , réladvcment aux divifeuts de fôn rang; & ainfl da 
rede. Après cela j’examine les redes ,& trouve parmi eux deux progref* 
dons arithmétiques en defcendant du plus haut rang jufqa’au rang le’plot 
bas, favoir, 4, 2,0,— 2, -4,-6, & -6,-3, o,H-3, -HS, -+9, que 
je range l’une & l’autre vis-à-vis des termes de la première progreflion ^ 

3 , 2 , 1 , 0 , — I , —2. Dans la première de ces deux progieflions Je uou- • 
ve le terme —2 Ctué vis-à-vis de o dans la première progreflion; ainfi 
g=—2 ; ce nombre. étant retranché de o, le terme fuivant au-deflirfde 
lui dans la même progreflion, donne —h a pour /: il fuit dc-là, que puis* 
que e=i , le divif^r qu’il faut eflayer fera XX -4*21— 2. Dans l’autre 
progreflion je trouve que le terme vis-à-vis de o ed 3; donc g =2 > ^ 
ce nombre retranché de o comme ci-deflus laifle —3 (mur /; donc le 
divifeur tiré de cette progreflion -avec lequel il faut tenter la diviflon, 
ed XX— 3X-H 3; Je fais l’elfai de tous les deux , & ils me rdulTiflent l’un 
& l'autre; c’ed-4-dire, fi la quantité propofèe td divlfèe par l’un de 
cesdivifeun, le quotient fera l’autre divifeur. 
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Cet opérations (quani , elles en ont befoin) peuvent être tant foit peu abré- 
gées: que p,q,r,s,t,v /oient les nombres qui ré/ultent des fubjlitutions de 
3 , 2 , I , o , — I , — 2 , iÿ sus comme tels ils /oient placés vis-à-vis des termes 
de cette dernière Jerie; cela étant, fi les mombres extrêmes p £5* v /ont /art' 
grands, ou contiennent quantité de àivi/eurs ,que ces divi/eurs,aujfi-tienqaeles 
• refies qui rtai{/ent d'eux, /oient UàJ/ès-là.,(S tâchez de trouver, s' ü y a moyen, 
une progrej/iun arithmétique en parcourant les refies qui appartiennent aux 
nombres intermédiaires q, r, s, t: fi vous trouvez une pareille progres- 
fion, que les termes /oient 2f-+g, f-hg, g,“f-+g; il efi bien clair 
alors que dans cette progrejfion le terme prochain au-dej/ut de zf-H-g/e- 
ra jf-+ gqi (fi que le terme prochain au-dcjfous de — f ~^g/cia — af-rgt 
ajoitez le nombre çe au terme sf— f-g, Ü* ejjfayez fi le nombre pe— fsf 
—^g divi/era le nombre p; s'il le fait, ajoutez au/fi 4c à — af— t-g, £3* 
ej/ayez fi le nombre 4e — af-l-g àivi/e le rumhre v : fi cette d'ivi/un rèu/- 
fit aiijfi , vous aurez alors une paegreffion aufiï emplette pour tenter Po- 

pira- 
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piratloH,queJ^ Us ihifeurs £#' les rejles des nombres extrêmes^ iS v éfoient 
entrés en ligne de ctmpte: mais fi aucun des deux . dkifeiirs ne réiijpt, ou 
qu'il n’y en ait qu’un feul qui réujfijje, ç’efi un figue que la progrejfion 
ainfii trouvée nétint qu’accidentelle, ne devait pas fin origine à quel- 
que dhifeur complexe. • 

Tout ceci fe déduit manifeftenient de la règle donnée ci-defTus. 

Si le coefficient du terme le plus élevé de la «juantité ^opofée admet' 
plufieurs divifeurs , ces divifeurs poutront quelquefois embarralTer l’Ana- 
lyfte; mais dans la plupart des cas oi^ cette invention des divifeurs e(t 
de quelque ufage, je veux dire, pour abailfer d’un ou de plufieurs de- 
grés des équations élevées, ce 'coefficient fera généralement parlant l'u- 
nité, ou petit aifément être rendu tel s'il ne l’ell pas , comme nous le 
verrons dans un autre endroit. . 

N. B. Dans les direélions que je viens de donner j'ai pris la libo’té dé 
m’écarter de la méthode de mon Auteur fur un ou deux articles, mais 
qui ne font d'aucune importance relativement au fond de la méthode 
mêmâ . 

412. Après ce qni a été dit dans l’article pénultième, le dernier arti- 
cle n’exige prefque aucune, explication. Car qu’une quantité quelcon- 
que ait ppur divifeur f ** -+ f se g ; cela étant il eft clair que e, coè'f- 
ficiesit du terme le plus élevé du divifeur, doit être quelque divifeur nu- 
mérique du plus haut terme de la quantité propofee , par ce ^ui a été 
prouvé dans l'art. 410. 11 n’efl pas moins évident que 11 x eîl fait égal 
à 3, le divifeur ex* -+/* -b g fera 9e~l‘3/'-fg; fir=2, le divifeur 
fera 4f-t-2/-+^ , & ainC de fuite ; donc parmi les différens divifeurs 
fitués visîà-vis des termes de la progrelCon 3,2,.i,o,— r,— 2, on 
trouvera entre autres ceux-ci , 4^-1- 2/-+ g. f-+f~^g, 

g, e-f-ir g, 4f-2/-+g; par conféquent après que tous les nombres 
9f,4e, le, o, le, 4e auront été fouftraits de tous les divifeurs de leurs 
rangs refpeftifs, on trouvera néceffairement , en parcourant les relies, 
cette progreffion arithmétique, -jf-fg, ^/-i-g, f-i-gl g, -f-+g 
—b 2/-+ g: donc par la raifpn des contraires,, quand on rencontre une 
pareille progreffion, il faut elTayer fi elle fournira un diviléur compo- 
fé ou non. ' . - 

Si la quantité /eft négative, c’eft-à-dire, fi lè divifeur eft exprimé 
par Cette formule ex' —fx^g, la progreffion produite par-là fera une 
progreffion arithmétique croiflante , comme — 2fi-g±g, — 2/^g, — /-+ g, 
-+ 2/li^- ~ 

Enfin-, fila grandeur/ eft égale à zéro, c’eft-à-dire, fi Mc divifeur 
.* ' * eft 
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eft les termes de la progreflîon (fi on peuc l’appeUer ainfi en 

pareil cas) feront tous égaux à H:g> & l’un à l’autre. 

413. Si la quantité propofse cjl compofée des puiffances de deux lettres 'dif- ' 
férentes , de façon à àsioir tous les termes du même nombre de dimenfions , à 
la place d'une des lettres mettez l'unité ; puis trouvant (au moyen des règles 
précédentes) un divifeur complexe, s'il y en a, remplirez les dimenfions qui 
•manquent aù d'tvifeur par, celles de la lettre qui avoit été auparavant fuppriméf, 

Êÿ vous aurez le divifeur complet. 

Comme par exemple, que la quantité propofée foit 6 y*—ayt -^zia'y* ■ 

_+ 33îy-^2oa*’, dont chaque terme eft de quatre dimenfions* foit de 
la lettre y, ou de la lettre fl^ou de toutës les deux réunies enfemble par 
la multiplication. Ici donc fubfti tuant i à la place de a, la première 
quantité fera changée en celle-ci , dyt — y’— 2J3'*-t-3y-j--20, dont- le • 

nombtt 3y -f 4 eft un divifeur- complexe trouvé par l’art. 409. Or com- 
me le nombre 3y , premier terme de ce divifeur ,îi’a qu’une diiftenfion de 
la lettre y, & comme l’autre terme 4 n’a de dimenfion d’aucune lettre, 
je fuppléî une dimenfion de la lettre a, & change ainfi le diviftilr en 

sy-i- 4 'ï- ‘ . 

Par exemple encore, que la quantité propofée foit x^—axt — ^a'x* 
^I2a’x — 6a+: cette quantité, en fubftituant i à la place de a, de- 
vient *+— *» — 5x*-l- 12*— 6, dont ÆX-+ 2x — 2 eft up divifeur rom- 
pofé trouvé par l’art. 411 : .fupp’léez les dimenfions qui manquent à ce ■ 
divifeur par celles de la lettre à, deforte que chaque terme ait deux di- 
menfions aufii-bien que le premier, & il deviendra xx -+ 2ax— 2aa. 

« 414. Rien n’eft plus àHe que d’appercevoir la raifon de la règle é- 

noncée dans le dernier article; car fi l’on veut tnen fe donner la peine 
de divifer , premièrement la quaptité ôy*-— y’ — 2iy* H-3y— 1-20 par 
3y— 1-4, & puis laquantité 6 y+— ayt — 2ia*y’ -l- 3a>y-f- 2oa*par3y-(-43j 
on s’appercevra d’abord que les parties numériques des deux divillons 
font & doivent être les mêmes ; ce qui eft également applicable aux 
quantités qui appartiennent au fécond exemple. • 

Comme il n’y a que tr^s-peu de quantités qui foient fufceptibles de • 
divifeurs complexes en coraparaifon de celles qui ne le font pas, fi l’ap- ? 
prentiC Analyfte juge à propos de s’exercer, je lui confeillerois d’ajoll- 
icr lui-même quelques exemples à ceux que j’ai donnés , & j)our cet ef- 
fet de prendre quelque quantité complexe^ & puis de la multiplier par 
• quelque autre quantité prifê à diferétion, pourvu que le produit ne s'é- 
lève point au-delà de deux dimenfions ; car alors il pourra être fûr qtle 
le produit aura au-moins' un divifeur complexe, favoir , le multiplicateur. 

. • Il 
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II y a encore quelques autres cas dans lesquels on peut découvrir les 
divifeurs complexes ; mais ils font H embarraflans , & ont fi rarement 
lieu , que ce feroit abufer de la patience du Leéleur que d’entrer dans 
quelque détail à leur égard. 



LIVRE IX. • 

PARTIE IV. 

C Omme je n’ai jufqu’ici que fimplement effleuré ladoftrinedesQuan-’ 
tités irrationeües ou fourdesje deftinece Livre à approfondir cette 
doélrine envifagée particuliérement dans l’ufage dont elle eft pour ré- 
foudre les équations de trois ou de quatre dimenfions , afin que le Lec- 
teur trouve ici tout ce qui a rapport à cette matière, quand il pourra 
en avoir befoin. 

1 I » • 

N. B. Va ou Va fignifie la racine quarrée de 0 ; Va ou Va fignifie la 

racine cubique de j; Va fignifie la quatrième racine de a, c’ell-à-dire, 
une quantité dont le quarré élevé au quarré feroit égal à a. 

Définitions. 

4.15. Un nombre rationel ejl celui, dont la rai/on à F unité peut ftre expri- 
mée en nombres finis; £3* ainfi comprend tous les nombres entiers, tous les 
nombres mixtes , (ÿ toutes lesfrahiôns proprement dites: par exemple le 
nombre 2 1 efl un nombre rationel , parce que le nombre 2| eft à i com- 
me 1 1 à 4. Donc un nombre irrationel ejl celui dont la raifon à Funiténe fou- 
Toit être exprimée en nombres finis: par exemple, fi le diamètre d’un cer- 
cle eft repréfenté par l’unité ou i , la circonférence doit être repréfentée 
par un nombre irrationel , à caufe que la raifon de la circonférence au 
diamètre ne fauroit être exprimée par des nombres finis : ainfi 1/2 eft 
un nombre irrationel , parce qu’il n’y a point de nombre qui puilTe ex- 
primer fa raifon à l’unité , comme je l’ai fait voir amplement dans une 
autre partie de ce Traité. Ce dernier nombre irrationel , /avoir' v^t f? 
tous les autres, où Je trouvent mêlées les racines de nombres qu’on ne fauroit 
extraire exaêlement , s’appellent patticiiliéremcnt des, quantités fvurdes , £ÿ 
cejl de cette efpèce de quantités qu’il me rejle à parler ici. 

Réduire des quantités fourdes de differentes racines à d’ autres de même racine. 
416. C^ft ce qui a été fait dans l’art. 379, paragr. 8, & je réfoudiai 
Tome IL (^q le 
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So(î 

le même problème ici d’une autre manière, ainfl. Qu'il faille réduire la 
racine quarrée de 2 & la racine cubique de 3 à des quantités fourdes 
de même racine: or comme l’expofant de la racine quarrée ell 2, & 
celui de la racine cubique 3 , & que le plus petit multiple commun de 
& de 3 eft 6, j’éléve les deux racines à la même puiflance, ainfi: 

3 

mettez * pour V2, & y pour Vi‘, cela étant nous aurons xx = 2, & 

« I 

x* = 8;donc 1=1^8 .‘d’un autre côté, comme y = >^3, nous avons y >=3, 
6 

& y' =9, & y =1^95 donc la racine quarrée de 2, & la racine cubi- 
que de 3 font les mêmes que la fixicme racine de 8 , & que la fixiéme 

m n 

racine de 9 refpeélivement. La formule générale ejl; que Va. Vb /oient 

les racines à réduire : pour cet effet , réduifez la fraélion ^ à /es moindres 

termes, fS nommez-la, après cette réduélion, -~;cela étant la quantité ms, 

qui ejl égale à nr, fera le plus petit multiple commun des deux puiffances 
m Ü* n, comnu dans l'art. 171, coroL 2; appelions ce multiple commun^, 

m 

iS mettons x pour Va; nous aurons alors x’»=a; élevez les deux membres de 
réquation à la puiffance de ^ , ce qui/e fait enmultipliant les deux expo/ans par 

Texpo/ant vous aurez xP = a™ ; mais p=ms , comme ci-deffus , G" -^=s : donc 

P n 

XP = a*, G" X = V'a’. Pareillement , fi T on met y pour Vh , nous aurons y =b, 

P P ^ 

G" yP=b“ = b'; donc y = v'b': dr/orte que les racines fourdes Va^ÿ Vb, 

P P 

étant réduites à la même racine , font égales à Va' G P'b' refpectivement. 

De T addition de la foufiraêlion des quantités fourdes. 

417. Des qiantités fourdes de différentes dénominations, généralement par- 
lant , ne font pas plus fufceptibles d'addition G de foujlraclion que ne le fine 
les quantités algébraYques : ainfi la fomme de V^^^ Va ejl V^-YVa (fleur 
différence V^-Va. Mais des quantités fourdes de même dénomination peuvent 
être ajoûtées ou retranchées aufft aifément que /autres quantités qui font de 
même dénomination: ainfi 3 Vio~i- 2 Vio=sVio, (f 3 Vio—aVio=:Vio. 
Et généralement, fi deux ysantités fourdes de même racine fonttelles que, met- 
tant à part lefigne radical cotnmun, (une ejl à t autre comme quelque nombre 

quar- 
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quani h un autre tumbre quarré , quand le ftgne mis à part eft celui 
de la fécondé puijjance , ou comme un nombre cubique ejl à un au- 
tre nombre cubique , quand le ftgne mis à part efl celui de la troiftéme 
puijfance,&c.;je dis qu'en ce cas ces deux quantités fourdes peuvent être 
réduites en une feule , fuit par addition ou par foujlraêlion fuivant qu’il fera, 
nécejfaîre. Comme yî a fÿ b dèfignoient deux quantités, dont z ejl la plus gran- 
de, &f dont A ejl à h comme c* 4 d* ; je dis en ce cas que Va ÿ Vbfont 
fufceptibles d’addition £5’ de foujlraêlion : car puisque zejl à b comme c* i d* , 

nous avons Oi=j,^b , G* v^a=.^xv'b, 6?Va-+ Vb = -^^^xV'b, G* v'a, 

— /b=^^^x»^b. Ainfi ySH- >^2 = 31^2, & t^8 — /2 = v'2: car met- 

d 

tant à part le fignc radical commun, le nombre 8 eftà 2, comme le 
nombre 4 etl au nombre i , c’eft-à-dire , comme un quarré eft à un au- 
tre; & partant en ce cas c=2, d=i, =2, ^ = Ainfi 

V'i8-+-v'8=;v'8, & v'i8-V8 = î/8. 

De la multiplication G* de la â'tvifion des quantités fourdes. 

418- Toutes les fois qu'il fera queflion de multiplier ou de divifer une 
qiantité fjurde par une autre, commencez par les réduire à la même raci- 
ne (par le pén iltiéme article) fi elles ne font point déjà de même racine; 
p-.iis mettant à part le ftgne radical commun, multipliez ou dkifez une 
quantité par t autre. G' placez au devant du produit ou du quotient le fi- 

y’a Ê /A * * 

■■ gne radical commun. Ainlt VaxVb donne Vab, VattVy 

! 1 

lr=. yab, T~^^J ; voici comment je démontre le tout. Faites Va^x 

iTb 

ÿi \'b—y, nous aurons alors x'=a, & y'=b,& x’y‘=ab, & xy=Vabf 
c’eft-à-dire, Va^Vb—yab: nous avons aufli j > & y=^j,c’eft- 

-à-dlrc,^* = ^7- Par exemple encore, fi x= Va, & y=yb,nousia- 

rons, xf=a, &y>=b, & x’y»=ai, & ; donc ^Vab , & 



} 




Nous ajoûterons encore quelques autres exemples de cette forte de 
muluplication & de divifion. 

Qq 2 !• 
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I I I 

1. Van^^a^Va}. 

2. aVb ovLa*Vb=Va^ ’>^Vl—Va'b. 

3- yb-)^6 ^ b • 

l'a Va 



9. y’axVa=Va> xy'a* = ya^. 

t'a 



10. 



I 

ya 



< 

yat « 
ya‘ 

11. yaxytxv'c=Vaic. 

12. 1^8xv'2 = »^i< 5 = 4 . 

13 - ^=V' 4 = 2 - 

444 » 

14. ypxv'p =v^8i = v'p = 3. 

ij.2-+i^3X3-K3=4-3 = i. 



ya_ t'a _ lyia^ 

~b— yi' b*' 

5. av^ixcl^i=aex}/W. 

^■lÿà- 

7. ayh*cyb—ahc, 

«yb_a 

8- f' 

16. Lequarréde v'2-fv^3 = 2-t'3-+ 21^6=5— l-ai'ô. 

17. Le cube de V2-h >'3= 2K 2— (-61^3— t-pv'a -+• 31^3=111^2— F5>v'3, 

Réduire des racine: de plus hautes dénominations à d'autres dénomina- 
tions plus bajjes. 



419. Pour cet effet il faut ditiifer tant T expofant de la racine que celui de 
la puiffance dont c'ejl la racine par leur plus grande mefure commune, iÿ em- 
ployer les nouveaux expofant à la place de ceux dont ils font dérivés. Ainfi 

4 1 11 4 II I 

ÿa’ = l'a : ainfi l'a' *= l'a’; car faites x = l'a' »,& vous aurez*' * =a'i ; 
tirez la racine cubique des deux membres, puisque les deux expofans 12 

& 15 peuvent être divifés par 3 , & vous aurez **=a’ ; donc x = i'aL 

Réduire des racines fourdts à des termes plus bas ,quatid la chofeejlpoffible, 

420. Cejl ce qui fe fait en ôtant le figne radical, £3* puis en réfolvant le 
nombre au devant duquel ce figne était placé en ceux dont la multiplication Fa- 
noit produit ou en fes divfeurs par F art. 407 ; car fi quelqu'un de ces mul- 
tipKcateurs ejl répété deux ou trois fois , ou plus fouvent , le nombre , au devant 
duquel était le figne radical, peut être décompofé en un produit d" un nombre quar- 
té iS d'un nombre non quarré, quand il s'agit de racine quarrée, ou en un pro- 
duit d'un nombre cubique £? d'un nombre non cubique , quand il s'agit de ra- 
tine cubique , &c. ; (ÿ par ce moyen fa racine quarrée ou cubique fera réduite 
à la racine quarrée ou cubique d'une plus petite quantité multipliée par quelque 
nombre rationel. 

Comme fi i'7350 étoitpropofée; ce nombre 7350=2x3x5x5x7x7, 
dont 5x5x?x7 font un nombre quarré, ayant pour racine quarrée 5x7 
=35 , & l’autre partie 2x3 ou 6 eft un nombre non quarré, donc 7350 

=35 
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= 3Sx35x<î, & >^735 o = 35>^<S- Par exemple encore, foit propoféc 
V288;ce nombre 288 = 2 x 2^2 xax 2 X3X3 , donc 2x2 x2x2x3X3fonc 
un nombre quarré , ayant pour racine quarrée 2x2x3 ou i2,&le mul- 
tiplicateur qui refte eft un nombre non quarré; c’eft pourquoi >^288 

I 

s= 1 2»^2. Enfin , foit propofée ce nombre 96=2x2x2x2x2x3, dont 

2x2x2 eft un nombre cubique, ayant pour racine 2; & l’autre partie 

2x2x3 ou 12 eft un nombre non cubique; partant V'96 = 2V^i2. 

Dégager le dénominateur d'une fraSion de tout caradére radical, 
quand la racine du fécond degré ou celle du quatrième degré, eu 
toutes les deux s'y trouvent mêlées. 

421. Ceft ce qui Ce comprendra mieux par les exemples fuivans. 

Que le dénominateur d’une fraftion foit Vb ; cela étant , fi l’on multiplie 

le numérateur & le dénominateur de cette fraé'tion par V/> , on aura un dé- 
nominateur égal à b nombre rationel. De-méme fi le dénominateur d’u- 

ne fraftion eft Va-ï-b , multipliez l’un & l’autre terme va—tb,& vous 
* * . ^ 

aurez le dénominateur égal à multipliez préfentement les deux 

1 ■■■— 

termes v'aH-i, & vous aurez le dénominateur égal à a— l-i nombre 
rationel. 

Que le dénominateur foit Va-+Vb’, multipliez les deux termes par 
Va—Vb, & vous aurez le dénominateur égal ù a — b nornbre rationel. 

Que le dénominateur foit Va-i-yb-+Vc-, multipliez les deux termes 
par ya-i- yb — yc, & vous aurez le dénominateur égal à a-t-b—c 
-fuyab: faites a-+ b—c=d, deforte que le dénominateur foitd-fzv'ai; 
cela étant, fi les deux termes font multipliés par d—uyab, vous aurez 
le dénominateur égal à dd~^ab nombre rationel. 

Enfin, que le dénominateur foit ya-f ; multipliez les deux termes 
4 4 

par ya—yb, & vous aurez le dénominateur égal à a— = 
multipliez de- nouveau a-t-yb, & vous aurez le dénominateur égala 
aa — b nombre rationel. 

Extraire la racine quarrée d' un binôme , dont les parties étant quar- 
rées font commenfurables f une à C autre. 

422. N. B. Par le mot de binôme j entends ici, de-même que dais <C au- 
tres endroits , deux quantités liées enfemble par le Jigne -+ eu quoi- 

Qq 3 que 
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que quelque! Mathématiciens fe fervent du mot de rejle ou de différence 
dans le dernier de ces cas. 

Que le binôme dont on demande la racine quarrée, yôft aHhb; en ce cas 
il clair que a ejl la plus grande partie ; car fi cela n’ctoit pas , a - i fe- 
roit un nombre négatif, & ne pourroit pas avoir de racine quarrée; que 
X -4- y foit la racine quarrée de a - 4 - i , & que ï — y ou y — i , (uivant que 
la quantité * eft plus grande ou plus petite que y, foit la racine quar- 
rée de a— A;cela étant nous aurons Jcx-|-2ïyH-yy=fl-+i>&^— 2*7 
-fyy=a— & ces deux équations feront les mêmes, foit que x rcpré- 
fente la plus grande ou la plus petite partie de la racine cherchée; de- 
forte que la même opération qui donne une partie, doit aufli donner l’au- 
tre. Ajoûtez l’équation x'—2xy-¥yy=a—b à l’équation x*-;- 2xy H-yy, 
& la fomme fera 2X’ -t-î'v’ = aa: retranchez aufli l’équation x' — 2xy 
—;-yy de l’équation x*-l- 2xy—|-yy, & la différence fera 4xy=2i; la 
fomme qui naît de l’adJition,que nous venons d’indiquer , eû 2 x'— |- 2 y* 
= 23 ; & la différence , que donne la fouftraélion faite enfuite, eft 4.ty = 2b ; 
la première donne yy= a— X* , & au moyen de la fécondé nous avons 

.yr= -ü; donca-xx= tL, & axx-x*= — i & après avoir 
41* 4** 4 

changé les Agnes, x+— ax*= & complétant lequarré, x+— ax* 

4 

— : fubjlitucz SS à la pLce de SiZ-hh, &? vous aurez 

.T+ — ax'— 1 - = tirez la racine quarrée des deux membres, 

4 4 

& vous aurez x x — ; c’eft-à-dire , 1 • q larré de la plus gran- 

de partie fera lÿi , & le quarré de la plus petite partie fera 
donc la racine cherchée du binôme fera ^ > finvant que la 

quantité b ejl affirmative ou négative. 

Il faut obferver ici, que yî a* b* font commenfurables Tun à Foutre, 
Fuite de ces quantités petit être exprimée en parties de l'autre; &? ainfi la diffé- 
fence — b' , par conféquent s , ne fera qu'une feule quantité fmple, ra- 
tionelle fi la différence des quarrés de xé de b ejl par hazard un nomhre quar- 
ré , &f irrationelle fi cette différence eft quelque autre nombre: mais yî a* 
h'’ font incommenfurables F un à l'autre, la racine cherchée donnera phts^ de 
peine, Êf ne pourra point être ameme à ce degré de Jimplicité , oit F on tâche 
d'arriver à l'aide de ce pro'ulême , quand la chofe ejl pifftble. 

Voici la démonftraiion fyntliétique du theorérae précédent. 

• Nous 
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Nous devons prouver que ^ eft la racine quarrée 

du binôme a^b; ou (ce qui revient au môme) nous devons prouver 
que le quarré de la première de ces quantités eft égale à la dernière. Or 
le quarré de la fomme ou de la diflPérence de deux nombres quelconques 
~ fe trouve en augmentant ou en diminuant la fomme de leurs quarrés ds 

leur double produit; mais le quarré de eft , & le quar- 

— ~ ^ fomme des quarrés des deux 

parties de cette racine binôme eft a. De-plus, — x ^ — 

donne mûi aa-bb=ss, & par conféquent 

aa il;ainfi , ou le reftangle des deux parties , eft 

“4 4 ’ * 

à & le double reèlangle eft b. Augmentez préfentement ou 
diminuez 3, fomme des quarrés trouvée ci-deffus, de la quantité i, 
double produit des parties, & vous aurez le quarré de ^2^ 

^a^b. & Q. F. D. 

Exemple i. 

On demande la racine quarrée de ce binôme 3 7b 4^3. Ici 3 = 3 , 

^ y^^a' — b' our>=p-8=i,r=i, (ou le quarré de la plus grande 

partie ) = 2 , (ou le quarré de la plus petite partie) = i ; ainfi la 

_ racine cherchée eft v'î^t' 1 > comme on peut s’en affurerpar le calcul; 
car le quarré de |/2 ^ i eft 2 -4- 1 :± 2 1^2= 3 :± v'S- 

Exemple 2. 



On demande la racine quarrée de loi 3=5 , b=^V2^, 

I “îlii=3, “ - — ainfi la racine cherchée eft 4^3;+ 1/2. Mais 

on dira peut-être, que la manière la plus direfte de tirer la racine qtiar- 
rée du binôme 5:+ 1^24, feroit d’extraire , avec le degré de précilion 
dont on pourroit avoir befoin, la racine quarrée de 24, & pub la raci- 
ne quarrée de 5~+-V^2;. ou 5“”V’24> au-lieu qu après lextraêLon d.. la 
racine déjà faite de cette manière , il refheencore'deux racines à extrai- 
re. 
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re, favoir & ^/2, avant que nous puiflions parvenir à la vraie gran- 
deur de la racine demandée. Mais quiconque fera cette objeélion , ne 
femble point entrer dans le véritable deflein de cette Analyfe, qui n’eft 
pas tant de parvenir à la vraie grandeur de la racine demandée, que de 
rechercher la nature & la conftitution du binôme propofé; c’eft-à-dire, 
de connoître quelles quantités rationelles ou irrationelles font les ingré- 
diens qui entrent dans fa compoûtion. 

Exemple 3. 

Que la racine quarrée de ce binôme, favoir . t/32 -f y 24. foit deman- 
dée. Ici donc a = y^2 , b = -;+y24, s=ys, ^ 

_ *22—^. t/32=4|/2,&v^8 = 2t/2; donc = 31/2=1/18, 

& =1/2 ; donc le quarré de la plus grande partie ell 1/18 , «Sc 

le quarré de la plus petite ell > ' 2 , & la racine quarrée requife cft 1/ 1 8 ^ v' a. 

Exemple 4. 

On demande la racine quarrée de la quantité rr^axxl^r* — a:*,dont 
r* ell une partie, & 2xxyr* — x* l’autre. Ici je fais a=r* ,& b--+ 2X 
X yr'—x'; donca*=r+, = 4/’ x* - 4Ï+ , a’ — ou r’=r+— 4 t'x* 
— f-4x<-, j = r* — 2X‘, ArLL =r'— X*, il^=x* jdoncr*— x* ell le 
quarré d’une des parties cherchées , & x* ell le quarré de l’autre ; de- 
forte que la racine demandée ell y y — x* ^ x. 



Exemple 5. 



; , OU (ce 



On demande la racine quarrée de la quantité 

qui revient au même dans le cas préfent ) on demande de trouver fépa- 
rément les deux parties qui compofent la racine quarrée dont il s’agit. 

Icia = f-, b=^^Z^, 6>=^l^.aa-iiourr=di‘=- ;=z, 

V 






quarré de la plus petite partie ell 



égal à f — fou le quatre de la plus petite ptrtie clléjalâl — î? ; 

4 ® 4 

donc la plus grande partie cR J j/v —h 2s , la plus petite partie ell î V v — 22, 

& 
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& le tout J j/u H- 22 — ^ — 2z. Pareillement , fi l’on avoit demandé 

la racine quarrée de la quantité , on l’auroit trouvée éga- 

le i>,Vv-+2Z~‘iVv-2Z. 

Exemple 6 . 

Enfin, on demande la racine quarrée de la quantité 6 -i- — 

— 1/24. Pour tourner cette quantité en binôme, je fais h partie affir- 
mative 6— f- 1/8 = a, & la partie négative — v'iz — v'24 = />; j’ai donc 
a fl =: 3 6 H- 8 H- 1 2 V 8 = 44 -+ 1 2 v' 8 , i i = -f 1 2 -t- 2 4 — f- 2 v' 2 8 8 : mais 
24-1-12 = 36, & 2 1^288= 24>/2= 12 yS; donc iJ = 36-H2l'8; 
retranchez cette quantité de a a, c’eft-à-dirc, de 44-1-12 v^8 , & vous 

aurez flfl—ii ou jj = 8, &r=»^8; donc =3— t-y8 ,&î^=3; 

1 2 

ainfi la racine demandée efi 1^3 — t- v 8 — v^3 , favoir — 1/3 , à caufe que le 

figne de i étoit négatif : maisv'S— l-V'S aété trouvée dans le premier 
exemple égale à i -1- 1^2 ; donc la racine cherchée eft i -+ >^2 — 

Quand il fe trouve plus d'une quantité radicale tnêlée dans le quarré donné, 
leur nombre doit être ou i -+2, c'efi-à-dire 3 , comme dans h dernier exemple , ou 
* 3, c’ejl-à-dire 6 , ou i -I-2—1-3— 1-4, c’e/î-i-dirf 10, &c., com- 

me nous le ferons voir dans l’article fuivant. 

Mais ici le grand Newton, par un effet de fa fagacité ordinaire, fait 
une remarque, qui paroîtfort naturelle, & dont cependant tout autre 
que lui ne fe feroit peut-être point avifé. Quand plus d’une racine ,dk-'il , 
Je trouve mêlée dans le quarré donné, £5* que toutes ces racines font incommen- 
furables, de f açon à ne pouvir pas être réduites à moins de termes, la racine 
cherchée aura plus de deux parties ; 6? pour trouver plus facilement ces par- 
ties il faudra s’y prendre aiitfî: multipliez deux de ces quantités radicales Fu- 
ne par l’autre, £5* divifez le produit par quelqu’une des autres quantités radi- 
cales , qui doit être telle que le quotient fait un nombre rationel, £3’ la racine 
quarrée de la moitié de ce quotient fera une des parties cherchées ; il n'y a 
qu’à continuer ainfijufqu’à ce que vous ayez autant de différens quotient qu’il 
y aura moyen d'en avoir par cette méthode; le nombre des difj'ércns quotiens 
fera égal au nombre des parties dans la racine cherchée , FS chaque quotient don- 
nera une partie corref pondante. Ainfi dans le dernier exemple, 

^24 

— 2 , — donc tous les différens quotiens qu’on peut* 

obtenir font 2,4,6, dont les moitiés font 1,2,3, racinet quatrées 

Tome -IL Rr * fo ut 
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Jbnt I , V '3 » parties de la racine cherchée. Pour ce gui ejl det 

fignes de ces parties, voici comment on peut les déterminer: la feule quantité 
Taikalt afirmathe dans le quarri donné ejl yci, qui renferme deux parties de 
la racine cherchée, favoir i 6? v'3 ; donc les fignes de ces deux parties i fif 
Y 2 doivent être femblables -,la quantité radicale fuhiante —ystt, ejl négative, 
(ÿ contient les parties i ^ Y^i àonc les fignes de ces deux parties i 
YZ doivent être dijjemblables : donc la racine demandée ejl i-^y^ — YZ^ou 
^ i~Yz-i-YZt ftmc F autre de ces quantités exprimant également la 

racine du quarré donné. 

423. Pour répandre plus de jour fur cette demie're règle tirée de l’A- 
rithmétique Univerfclle de Keviton , je commencerai par démontrer le 
lemme fuivant. 

Oue a Êÿ b foient deux quantités incommenfurables , mais telles que leurs 
quarrés aa £f b b foient F un £3* l'autre rationelstje dit que a b produit de leur 
multiplication fera irrationel. Car a efl incommenfurable à b par l'hypo- 
théfe; donc ai eft incommenfurable à b' ; mais b* ell une quantité ra- 
lionelle; donc ai eft irrationel. C. Q. F. D. 

Ceci étant pofé,qu’ily ait un trinôme , comme a-^-b-+c, & que le 
quarré de chacune des parties de ce trinôme foit rationel , les parties 
mêmes toutes , ou toutes à une prés , étant irrationeiles; qu’elles foient 
aufli incommenfurables l'une à l’autre , de façon à ne pouvoir être res- 
ferrées en un plus petit nombre de termes : cela étant , fi nous élevons 
au quarré ce trinôme , afin qu’en voyant de quoi il eft compofé , nous 
foyons mieux en état de le réfoudre en fes parties , nous trouverons que 
ce quarré eft aa— t-2ai— haac-f ü-+- 3 ic-+rr > dont les parties 
aa— l-ii-bcr compofent un nombre rationel, tel que le nombre 6 dans 
le dernier article ; mais les autres trois , favoir 2ab, 2ac, 2b c feront 
toutes irrationeiles par le lemme , comme étoient les quantités radicales 
V8 , V12 > v^ 24 dans le dernier exemple. Or quiconque confidéreraavec 
quelque attention ces parties irrationeiles, verra fans peine que chaque 
partie du quarré contient deux parties de la racine, que le produit de 
deux des parties du quarré contient toutes les trois parties de la racine, 
& par conféquent que fi quelqu’un de ces produits eft divifé par -la partie 
qui n’a point été prife , il ne reftera qu’une feule partie au quotient. Par 
exemple , fi l’on multiplie 2ab par 2ac, le produit fera qaabc, lequel étant 
divifé par la partie qui n’a point été prife, aura pour quotient 2us,dont 
la moitié eft aa, & la racine quanée de cette moitié eft a, qui eft une 
•des parties de la racine cherchée ; & ainfi du refte. 

Quand il y a plus de trois quantités radicales dans le quarré donné , il 
■* n’cft 
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ti’eft pu impofSble qu’il n'y ait quelquefois deux parties irrationelles 
multiplié^ l’une par l’autre qui ne fauroient être diviftes par q lelqu’un» 
des parties qui relient; mais il y aura toujours moyen d’avoir autant de 
quotiens différens qu’il en faut pour égaler en nombre les parties qui fe 
trouvent dans la racine cherchée, & par conféquent autant qu’il eft né- 
ceflaire d’en avoir: ainfi en élevant au quarré le quadrinôme a-\-b 
-f c— i-d,le quarré fera aa-^ 2 ab-\- 2 ac—¥ 2 ad—^bb—^-zbc-+ 2 bâ—\-cc 
-+2cd-\- dd: fi l’on met à part les parties rationelles, toutes les autres 
parties au nombre de fix ( 3 -h 2 h- i ) feront irrationelles ; c’ell-à-dire, 
uab,2ac,2ad;2bCf2bd, 2cd: or fi de ces fix parties 2ab & 2cd, ou 2ac 
& 2bd, ou 2ad & 2bc font multipliées enfemble, le produit dans ces 
trois cas-là fera tytbcd, qui ne fauroit être divifé par aucune des parties 
qui relient de manière à donner un quotient rationel : mais ce ne font* 
là que trois combinaifons de quinze avec lesquelles la divîfion ne rcullit 
pas, les autres douze combinaifons donnant quatre quotiens difl’érens 
répétés trois fois, & qui répondent aux quatre parties de la racine qua- 
drinôme a-+ b-i-c -i-d. 

424. Le feul ufage que je ferai à-préfent de l’Analyfe précédente, re- 
garde la folution de ces fortes d’équations du quatrième degré , qui ont 
le nom & la forme d’équations du fécond degré, l’ar exemple , qu’on 
veuille réfoudre l’équation fui vante, favoir, — x+ = i : en changeant 
les lignes, vous aurez *+— 6*’ = — r , & complétant le quarré, 61* 
— I-9=8,& tirant la racinequarrce,x* — 3=;^ V'S ;donc a* = 3 :+ V8, 
; mais efl v'2-Hhi, par le premier 

exemple de l’article pénultième; donc —VSitVS fera —1/2^1; ainfi 
jt=— c-’ell-à-dirc , les quatre racines de l’é- 
quation propofée feront -+y2—t-i ,-+1^2—1 , — v'a— K , & — y'z— i , & 
quelqu’une de ces valeurs étant fubllituée à la place de x dans l’équation ori- 
ginale, fatisfera à ce qu’exige l’équation. Comme par exemple, que x 
foit fuppofé égal à v'z H- 1 , nous aurSns alorsx* = 2 -l-i-i- 2 y = 3 -t-y 8 ; 
partant 6xx= 18— K 5 V 8 : de-plus, puifque xx=3-|-i/8, nous aurons 
a;+=9— I- 8~l'6v'8= 17— i- retranchez à-préfent x+ de éxx, & le 
relie fera i , comme l’équation le demande ; il en fera de-même de 
toutes les autres racines de l’équation. 

Par exemple encore , foit propofée l’équation xxxi/i 28 — x+= 8, ou' 
x+— xxxv'i 28=— 8. Ici le coefficient du fécond terme eft —>^128, 

dont la moitié eft =- ’^® = _y'32; donc en compleunt 

le quarré, vous aurez x+— xxx^' 128 -f 32 = 24 jfirezla racine quarrée, 

Rr 2 * 
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& vous aurez ** — v'32=:+v'’4» & arx= 1/32 mettez s pour 
y/32 ^1/24, vous aurez x= -+y'si mus par le troifiémê exemple 

dupcnultiéme article, — l-v'r = v'x8^v'2, & par conféquent — v'r= 

r-/i8^/2; donc x=-f »/i8 ^ 1^2 , ou —ViS^y2. 

^ L E M M E. 

425. Si tm binôme, dont les parties étant élevées au quarré, font toutes 
deux rationslles , ejl élevé à la troifiéme puijfance, que cette puijfance fait 
décompofée en un autre binôme de la manière que nous allons décrire ; je dis 
que les deux parties du cube feront affectées des mêmes quantités fourdes que les 
deux parties correfpondantes de la racine , (ÿ d’aucune autre ; en comparant la 
plus grande partie Ai cube avec la plus grande partie de la racine, fÿ la plus 
petite partie du cube avec la plus petite partie de la racine. Et réciproquement. 

Car des deux quantités x ôc y dont les quarrés xx font tous deux 
rationels, que x foit plus grande que y, cela étant x—y fera affirmati- 
ve; & il en fera de-mérae_de fon cube, c’efl-à-dire , x’ — 3.Txy— 1- 3xjy 
— yi fera une quantité affirmative ; donc la quantité x’ — 1- 3xyy fera plus 

grande que y»H-3xxy; mais x’ — H 3xyy = xxxx-l-3yy , & ^xxy 
=yx)'y-b 3xx; donc le cube de a?— y peut être décompofé en ce binô- 
me, favoir xxxx— b3yy— yxjy-h3xx,dontxxa*-h3yy eft la plus gran- 
"de partie; mais comme xx-+3yy & yy-+3xx font deux quantités ratio- 

nelles par la fuppofition , il eft certain que xxxx-i^^yy, qui eft la plus 
grande partie du cube, ne fauroit contenir d’autre quantité fourde que 
celle qui eft renfermée dans x, qui eft la plus grande partie de la raci- 
ne; & que yxyy-f3ax, qui eft la plus petite partie du cube, ne fauroit 
contenir d’autre quantité fourde que celle qui eft renfermée dans y, qui 
eft la plus petite partie de la raciift; & réciproquement; deforte que fi 
les quantités fourdes renfermées dans une de ces deux grandeurs, favoir, 
dans Je cube, ou dans la racine cubique , font connues , celles, qui font 
contenues dans l’autre, feront connues aufli. C, Q. F. D. 

_ Extraire la troifiéme, la cinquième ou la fepticme racine tfc. d'un binôme, dont 
les deux parties, étant élevées au quarré, fut F une £5* F autre ratienelles. 

426. Avant d’aborder la folution de ce problème, qu’il me foit permis 
d’ajoûter au Icmme précédent une autre obfervation très -importante, 
qui eft, que Si dans que’qut cas je puis trouver la racine cubique d'un multi- 
ple 



I 
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pie de quelque quantité, ce fera la même chofe que fi f avois la racine cubique 
de la quantité mîme. Car que dz foie un multiple de d, & que la même 
quantité dz foit aufli un cube qui ait pour racine cubique c ; ainfi ct=dz, 

e> c ‘ 

& —=d,&T = vd. 

Ces éclairciflemens étant donnés , qu’il faille extraire la racine cubique 
de la quantité fui vante, en cas qu’elle ait une pareille racine, favoira^i, 
fuppoftnt que a eft la plus grande partie , & i la plus petite. 

Pour être moins gêné dans la folution de ce problème, je rechercherai 

moins la racine cubique de a b que de a ^ i x 2 , laiflant la grandeur z 
indéterminée, jusqu'à ce que je puilTe lui afligner la valeur quim’accom- 
modera le mieux. Que x-f y foit donc la racine cubique de az-+ Z»z, 
& X — y celle de az — iz; & puisque la quantité a eft plus grande que b 
par la fuppofition, c’eft-à-dire, puisque la quantité az — bz eft affirmati- 
ve, fa racine cubique x — y fera affirmative aufli, & x fera la plus gran- 
de partie de la racine cubique cherchée. D’un autre côté , puisque a-+y 

eft la racine cubique de a-t-ixz, & z — y celle de a- Axs, nous au- 
tons (par la règle donnée au fujet de la multiplication des quantités four- 
bes ) x*-ÿ, c’eft-à-dire xx - yy , pour racine cubique de â*'-A*x2* . 

Pour parvenir à-prdfent à connoître la grandeur - y’ , faifons de 22 
quelque nombre rarionel, quarré ou non n’importe, afin qu’en multi- 
pliant par cette grandeur la quantité a'— b' nous ayons un cube; c’eft 
ce qui peut toujours fe faire; car au défaut d’autres nombres, je puis fai- 

rez=rt' — & par cela même rendre a’ — A* X2’= à un cube dont la 
racine eft a’- A' ; mais plus le nombre afligné à zz fera petit , mieux ce 

fera: que a‘ — b‘xz' foit donc un cube rationel ayant pour racine n, & 
vous aurez ïz—yy=n. Ayant avancé jusque - là , que r foit une quan- 
tité exprimant à peu près la racine cubique de a-+AxZ, & nous aurons 
= r à peu près ; & puisque x y x*^, c'eft-à-dire, rx*-y = », 
nous aurons x-y= à peu près; ajoûtez enfemble ces deux équa- 
tions, favoir, x-fy=r, & & vous aurez 2x = r 

à peu près, c'eft-à-dire, plus près, que fl î— hy étoit 
égal à r, ou que x-y fût égal à car fi l’on prend r trop grand, 
JL ftra trop petit, & leur fomme r-h-^fera une quantité intermédiai- 

r ^ 

Rr 3 
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re: puis donc que 2 X=r-i-—, nous aurons x = — & ainfi il s’en 

faudra très-peu que nous n’ayons déterminé la véritable valeur de * , 
dont nous pouvons approcher autant qu’il nous plaîra; mais nous igno- 
rons encore de quoi la quantité x eft compofée , «& c’eft principalement 
ce qu’il étoit queftion de trouver. 

Pour cet effet , rappelions-nous d’abord qu’il eft prouvé par le lemme 
précédent, que x, qui eft la plus grande partie de la racine, doit ren- 
fermer en foi la même quantité fourde que jz,qui eft la plus grande par- 
tie du cube; donc fi la quantité az eft réduite à fes moindres termes par 
l’art. 420, & qu’on rejette tout ce qui s’y trouve de rationel deforte qu’il 
ne refte qu’une feule grandeur irrationelle , qui fera la moindre qui fe trou- 
ve dans a Z , & que nous appellerons s ; la même quantité irrationelle r 
fera auffi renfermée dans x ; c’eft-à-dire , que la grandeur x fera égale 
à la grandeur s multipliée par quelque nombre rationel: nommez ce nom- 

bre rationel t, c’eft-à-dire, que tr=z= — vous aurezr= 

prenez le nombre entier le plus proche, ou la fraéüon fimple la pluspro* 
- r—f-i 

che , fi elle diffère moins de la quantité 1 , & vous aurez le coê'f- 



ficient t, & partant tr ou x, qui fera exaélement ce qu’on demande (i 
la quantité propofée admet une racine cubique. 

Ayant déterminé ainfi tx ou *, qui eft la plus grande partie de la ra- 
cine cherchée, l’autre partie fe trouvera aifément: car puisque xx—yy, 
c’eft-à-dire, ttss—yy=n, nous aurons y = Vt’x' — B, & toute la raci- 
ne cubique du binôme a^bxz (fi ce binôme a une pareille racine) fe- 
ra tx^v't’x' — » ; donc la racine cubique du binôme a^b fera 



xt— H >'/»»* — ” 



, favoir -fou — t^f’x* — n, fuivant que la grandeur i , qui 



eft la plus petite partie du binôme , eft affirmative ou négative. Elevez 
maintenant ce binôme à la troifiéme puiffancc; & s’il fe trouve alors 
égal à a-^b, vous avez ce que vous demandez; fincai,vous pouvez en 
inférer avec raifon que le binôme propofé n’admet point de racine 
cubique. *- 

Comme la plus grande partie de la racine a été trouvée ici indépen- 
damment de la plus petite, de-méme aulli la plus’petite partie peut fê 
trouver indépendamment de la plus grande , de la manière fuivante. De 

l’équa- 
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l’équation X-+ y =r retranchez l’équation *-y=i, & vons aurez 2y 

II 

If ^ ”” 

= r— — ; donc jr= — — L : que t foit la plus petite quantité fourde ren- 
fermée dans h Z, qui eft la plus petite partie du cube, & faites n=y; 

cela étant t fera le nombre entier le plus proche ou la fraflion fimple la 

■ 

plus proche de - ~ , & ainfi la quantité f r ou y fera connue; donc il 
fera facile de trouver x, cette grandeur étant égale à y & la 

racine du binôme qu’il étoit quellion de trouver , fera 

y* 

De cette manière 1 une des parties peut fe trouver indépendamment de 
l’autre ; & il eft bon que l’apprentif Algébrifte fâche prendrel’une & l’au- 
tre de ces routes , parce qu’il arrive fouvent que l’une ou l’autre partie 
du cube eft rationelle, & en ce cas s fe trouvera dans cette partie égal 
à l’unité , & ainfi la partie correfpondante de la racine en fera d’autant 
plus facile à déterminer. 

De ce qui a été dit touchant l’extraftion de la racine cubique du bi- 
nôme a^b (en cas que cette ^andeur admette une pareille racine) 
nous pouvons déduire les règles fuivantes. 

1. Prenez un nombre rathnel quelconque zz, quarré ou pas quarré, mais le 

plus petit le meilleur, (ÿ tel que aa-+ foit un cube rationcl. S’il n’y 

a pas moyen de trouver un nombre plus petit, on peut faire z égal à aa— bb, 

£5* aa— bbxzz fera un cube: que fa racine cubique foit n. 6/ aa — bb ^ 
un cube, zz(JS par conféquent z) fera i. 

2. Prenez alors un nombre entier ou une fimple fraction, dont la valeur 
diffère très-peu de celle de la racine cubique dea-l-bxz, appeliez cette 
quint ité r. 

3. Cela étant fait ,H y a deux manières de trouver la racine cubique de lu 
quantité propifèe, favoir par le moyen de az ou de bz. Foici quelle ejl la 
première de ces méthodes: fi zz ejl une grandeur irrationelle , dkiftz le nom- 
bre qui ejl fous le figne radical par le plus grand quarré qu'il renferme, £5* le 
quotient avec le figne radical mis au dreant (que j'appelle s) fera la plus petite 
quantité fourde renfermée dans az: mais fi la grandeur az ejl rationelle, s fe- 
ra une unité. 

4. Prenez enfuite le nombre entier le plus proche , ou la fraction fimple la 
plus proche , fi la valeur de cette dernière grandeur diffère moins de celle de la 

quan- 
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quantité £ÿ nommez celui des deux nombres dont vous ferez ufage t; 

je dis que la racine cubique du lintme ce binôme admet une racine 

binôme cubique, ce qu'il faut ejfayer en élcvaut au cube la racine quand elle 

ejl trouvée) fera , fuivant que la quantité propofée ejl cl - ir b 

ou a — b. 

5. L'autre manière ejl, en trouvant la plus petite quantité fourde contenue 
dans bz, fl bz ejl une quantité fourde , (pu ft elle ejl rationelle ; en faifant , 

^ n 

5=1,) S* t = — ~ ; car en ce cas la racine cubique d? a 7+b (dont il faut 

faire f effai, comme il a été dit) fera^ . 

*'z 

N. B. Si az efl une quantité rationelle, l’opération devra fe faire 
au moj'en de la troificme règle & de la quatrième ; mais Cibz cil une 
grandeur rationelle, il faudra avoir recours à la cinquième règle, par 
laquelle (s étant une unité) la racme cubique fe trouvera plus aifément. 

Pour ce qui ejl de la cinquième racine £5* de la feptiéme , on les extrait de 
la même manière que la troifiéme', excepté que dans ces cas la quantité zz doit 
’ être appropriée de façon, qu'en multiplia’tt OiA — bb, le proàtit fait une cin- 
quième ou une feptiéme racine rationelle, qu'il faudra appeller n ;r fera la cin- 

! 

quiéine ou la feptiéme racine de a— i- bxz, &f au-lieu de Vz dans le déno- 
minateur de la racine binôme dont on doit faire T ejfai , il faut fubflituer yz , 

yz, &c. Voyez la méthode de Newton pour l’extraèlion de la troifiéme , 
cinquième & feptiéme racine (ÿc. d’un binôme , dans la rcduélion des 
grandeurs radicales, où notre zz répond à fa lettre Q. ' 

N. B. La quatrième racine fe trouve en tirant la racine quarrée deux 
fois, la fixiéme racine en tirant d’abord la racine quarrée, & enfuite 
la racine cubique, la huitième racine en tirant la racine quarrée trois 
fois, la neuvième racine en tirant deux fois la racine cubique, &c. 

Exemple I, 

, On demande d’extraire la racine cubique de la quamitc fuivante, fa- 
voir , i/98o-fv972. Ici donc a=t/93o, b = y çj 2 , a' — b' =gÿo 
—P72=8; donc en ce cas a* —b * , fans multiplication , cil un cube ra- 

tio- 
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tionel, ayant poar racine 2 ;par conféqucnt n=2,2'=i yz = i. 

Outre cela, v'pSorrSi ^'972 = 31 donc a-f-ixz=:3H-3i 
XI =62, dont la racine cubique eft 4 — ; partant r=4,& r-f— =4 5, 
Enfin, 930=2x2x5x7x7 = 14x14x5; ainfi 1/980 ou «2=141/5; 

donc r = v'5 = *î à peu près; donc — -^=i;doncr=:r,rr=^5 

»*j>-n=5-2 = 3, & ÿF 7 ^=y 3 i donc ,ou)a*ra- 

' . y^ 

cine, dont il faut faire l’eflai, efl: 1/5 H- ,/3 , & h chofe réuflit; car le 

cube dcys-t-ys eft 5 ^ 5 - 1- ^5 K'S -+ 9 v^ 5 -f 3 ^3 = 14 1^5-1- 18 v^3 
= 1/980-1-1/97 2- 

ExEMPtE 2. 

On demande d’extraire la racine cubique de () 63 ~ 2 s. Ici « = 1/968, 

• £=25, a’-I>' = 9<?8-d25 = 343 =7x 7x7; do nc «=7, 2 = 1. Dc- 
plùs, i/968=3i~H donc fl-(-^x2=3i— f-25xi=:55j dont la racine 
cubique eft 4—; donc r=4, &r-f .^=4 — 2=£; car il s’agit ici 
de trouver la plus petite partie de la racine, comme étant rationellc; 

M ♦ 

donc en ce cas i=i , & _^ = |. = i àpeu près; ainfi je fais t & 

par conféqucnt ti=i ; ce qui me donne yt's’—t-n = y 8 i donc la raci- 
ne binôme dont il faut faire l’elTai eft 1/8 — i , & la chofe réulfit. 

Exemple 3. 

On demande la racine cubique de 9—1/80. Ici «=9, *=1/80, 
n' — b'=i, n=i, 2 = 1; & comme 1/80 = 9 — , nous aurons a -h b 
x2=i 8, dont la racine cubique eft entre 2 &3, & partant on peut 
fuppofer la grandeur r égale à 2 ou à 3 ;puis donc que dans ce cas r = i, 

nous aurons — ^ j ou-|, fuivant que r eft égale à 2 ou à 3 ; par- 
tant t doit être la fraélion la plus firaple entre 1 & j , c’eft à-dire |;donc 
t, & par cenféquent ri=j; ainfii/r’s’-«= & le binôme qu’on 

doit effayer eft . 1 ^—L , ce qui réulfit ; car le cube du numérateur eft 

72 — 32 1/5 , & le cube du dénominateur eft 8 , & le premier de ces nom- 
bres divifé par le dernier donne 9 — 41/5 = 9 — 1^80. 
loine H. S s 



Dans 
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. Danf tous ccs cas oit la valeur de r ne fauroit être exprimée que fort impars 
foitement far le nombre entier, il vaudra mieux T exprimer par quelque frac- 
tion fiiiiple qu’on pourra trouver aifément ainft : qu'il fait quejl ion de trouver la raci- 
ne cubique de quelque nombre donné , £3* que fat le cube plus petit le plus 
proche: cela étant, ft à ce cube a’ on ajoute aa-H^a, ai aura le cube de 
a— à peu près;iii ft Ton ajoute de-nouveau à cette dernière fmnme az-+z, 
on aura le aibe i/f a -f | à peu près: ainft il fera facile de voir Jî la racine cu- 
biqtte cherchée ejl entre a fc? a-fj , tu entre a-+J £ÿ a-4|, ou entre 
a_l_> fÿ a— (-1. Par exemple, on avok befoin cl-deflus de la racine 
cubique de 18, & le cube plus petit le plus proche étant 8 nous .avions 
0= 2 ; or lî à ce cube 8 on ajoûte a' -+ ^ a , c’efl-à-dire 4 1 , on aura 1 2 pour 
le cube de 2j; ajoutez de • nouveau aa-^a ou 6, & vous aurez 18 1 
pour le cube de 2 {;d’où j’infére que la racine cubique de 18 fe trouve 
encre 2^ & 27, mais beaucoup plus près de 2 7 : faites donc r=|, & 

puifque « = I & r = I , vous aurez —— ~ "J ^ ^ panant 

ts—], comme ci-defliis. 

Exemple. 4. 

On demande la racine cubique de ^ v' 1 2 — t- 5 - lciaa=j^xi2 , 
ii=2j = ^, a'-b'= n=|,2=i. De-plus, ^=25-+, donc 

, la racine quarree eft 5 ; donc z=io, dont la racine cubique dl 

2;ainrir=2,&r-f-^ = 2-i = 2^g- Outre cela, ^ = 2dx 

= 26x— x3, donc/^^ouaz= ^>^3;donc r=»'3=i-^;donc 

Ht 27 9 ro 

= ilL: dont-i^ = — ; donc -îiî=:l à peu près; ainfi Je fais 
' 3.5 3 î 5 * 3-. s 3 

t = ji donctr= î>p= & t*r* — n= ’-i — -j= x ; c’ert: pourquoi 
yF 7 * 37 i= I , & la racine qu’il faut eflayer efl i -f J 23 —lzLf 2 I , 
& la chofe réuflit; car fi l’on divife le cube du numérateur par le cube 
du dénominateur , le quotient fera t^i2 H- 5. 

Dans cet exemple j’ai trouvé d’abord la partie irrktionelle, à caufe de 
quelques difficultés qui paroiflbient s’y rencontrer; mais la partie rationelle 
eft plus aifée à déterminer; car puisque r=2, h=j,& en ce cas,r= i, 

nous 
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nous aurons ^ =i— donc la grandeur fr, qui ell la partie ra- 

tionelle de la racine cherchée, eft égale à i , & y'f* x* -+-n , l’autre par» 
de de la racine, eft -^=2-^^= , comme ci-delTus. 

*'3 3 -3 

Exemple 5 . 



On demande la racine cubique de 68-i-v'4374. Ici a* = 4524, 
i* — 4374,0* — i* = 250 = 2x5x5x5; donc en ce cas o’ — i' doit être 
multiplié par 4 pour en faire un cube, favoir Sjjxjxj, dont la raci- 

I I 

ne eft 2x5=10; donc n=io, 2z = 4» z = z, & v'z=V2. De-p!us, 
V4374 = dd» donc o-t- A x 2 = 68 — 1- 66x 8 = 26g , dont la racine cubi- 
que eft à peu près une moyenne amhmétique entre 6 j & 6j; ainfi je 

faisr=6i; doncr-h— piais x = i ; partant 



faites txla partie rationelle égale à 4, & vous aurez 

Zi 5* 

, qui eft la racine qu’il faut eflayer, 



fl— h ytUi — O 



tt{s—n= 6 ; donc 

, & la chofe réuHit; car fi 136-f 54V<5,cube du numéra- 



yz 

leur, eft divifc par 2 , qui eft le cube du dénominateur, le quotient 
fera 68 H - 27 = 68 -fl/4374- 



Exemple 6 . 

On demande la cinquième racine de 29^6-1-411/3. Icio'=504ff, 
I>’=5043' donco’— i' = 3; donc en ce caso'— i’ doit être mukipïé 
par 81 , pour avoir une cinquième racine rationelle; car alors elle fera 
243, dont la cinquième racine eft 3; ainli w = 3 , & 2=9. De-plus 
V/5C46= 7 1 , & 5043 = 7 1 ; par conféquent 0-fix2r=i42X9 = i27g, 

dont la cinquième racine eft 4 -4 ; donc r=4, & r-f =4!. e^. 

r-f- ’ J 

fin, fl2 = 29x*^6x9; dônc r = f'6=2 i -; donc =-^= i-^; 
donc r=i, ts=V6, Vrs‘-n = Vs , & ou la racine, 



Ss 2 
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dont il faut faire l’eflki, eft & la thofe réuflitj car fuivant 

yv 

le théorème de Newton, la cinquième puiflance de V 6 -+V 3 eft 36^6 
H- r 80 V 3 -t-i 80 y 6 1 80 V'S -h 45 -h 9 3 = 26 1 V'd -r 369 V' 3 ; 
laquelle fomme étant divifée par 9, cinquième puiflance du dénomina- 
teur, donne 29 yc -+ 41 1^3 > qui eft le nombre propofé. 
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L I V R E X. 

■ EN DEUX PARTIES. 

I. Des Equations en général & de leurs racines. 



II. Des Equations cubiques & de celles du quatrième degré 
en particulier. 




. PARTIE I. 

Des Equations en général fÿ de leurs' racines. 
Définitions. 



427. T Es Equations tirent ordinairement leur dénomination de la plushau- 
te puijjance, à laquelle ejl élevée la quantité inconnue qui Je trou- 
ve mêlée dans ces équations. Si la quannté inconnue va jusqu’au troifiéme 
degré, l’équation s’appelle cubique; fi elle cft élevée au quatrième degré , 
on la nomme quarré-quarrée ; fi c’ell au cinquième jquarré-cubique &c. 
Alais fi une équation peut {par une fimple réduclion des puijfances de la gran- 
deur inconnue) être abaijjïe , cejl de l'équation à laquelle elle a été abaijjée, 
quelle reçoit alors Ja dénomination. Ainfil’équation**— a*»— f-i — o,dans 
laquelle x eft la quantité inconnue , s’appelle une équation du fécond 
degré , parce que , en fubftituant à la place de æ’ , on peut abaifier 
cette équation jusqu’à n’être plus que de deux djmenfions: par exemple 
encore, l’équation x*-i-ax*—hbxx — e=Oy ell nommée une équation 
cubique, à caufe quelle peut devenir telle par la fubllitution de y à la 
place de **. 

* La racine d'une équation ejl une quantité telle qu'étant fuhjlituée à la place 
de la quantité inconnue , elle rendra les deux membres égaux fun à F autre ; ou 
(ce qui ejl la même chofe)fi toutes les parties d' une équation font difpofées dans 
, m des membres, ce qui les rend égales à zéro dans l'autre, on nomme alors ra- 
cine de réquation la quantité, qui étant fubjlituée à la place de la grandeur in- 
connue , rendra toutes les quantités de T équation égales à rien. C’ell ainfi que 
, les racines de l'équation- arx — Sx -f 15 = 0 font 3 & 5,àcaufe qu’en fub- 
flituant quel de ces nombres qu’on voudra à la place de x toute l’équa- 
tion fe trouvera détruite ; & qu’à l’exception de ces nombres il n’y en a 
aucun autre qui puifle produire le même effet. 

Ss 3 428. 



Digitized by Google 



2 z 6 ELEMENS D'ALGEBRE. 

428. Chaque équation a autant de racines poJpLks £3’ imprjjübkt, qu’il y 
a de dimcn flous dans la plus haute puijfattce de laquantitéincorniiie. A infi cha- 
que équation cubique a trois racines, chaque étipationdu quatrième de- 
gré quatre racines &c. Mais il arrive fouvent que quelques-unes de ceî 
racines font impoflibles, & quelquefois qu’elles le font toutes, fi l'expo- 
fant de la puilTance la plus élevée de la quantité inconnue efl un nom- 
bre pair; car fans cela l’équation aura toujours au. moins une racine 
poflible, comme on le verra dans la fuite, quand nous traiterons de la 
nature des équations. Ainfi** = i a véritablement trois racines , mais 
dont une feule eft réelle, favoir l’unité, les deux autres, favoir, 

— 1 -i — 3 ^ ? .Wnnt impoflîbles.. Voyons cependant com- 

2 . ^ ^ 
ment ces nombres impoflTibles fübftitués à la place de *, rendront a‘’ = i ; 

& commençons d'abord par fuppofer*= ‘ • Faites.— i =u, 

— 3=:^; VOUS aurez alors x’= ^ , dont a; 

3aai = -H3x>^--3 = 3 1^ — 3 : dc-plits, comme v'-"3 , nous aurons 
3, (Sc 33/»*= — 3X— 3 = -f-9 : cnfiix^*, ou 3V'— 35 

donc x’= - t Z-.- Tt' . -f 9 — 3 ~ ^ g = I . Subllituons pré- 

fentement — ^ àla place dex, «& faifant — t=a, = 

nous aurons le premier terme de x’,dans lequel la grandeur b ne fe trou- 
vera point mêlée , & lé troifiéme terme , dans lequel il y aura feulement 
t* , comme ci-deflus ; mais le fécond terme & le quatrième , dans les- 
quels il y a i & *’ , auront leurs fignes changes; donc en ce cas x’=: 
— 1 — — .S-<- 9 H- 3^— 3 _ 

8 

Nous avons déjà eu occafion de dire quelque choie de l’origine de ces 
racines impofiiblcs dans les équations du fécond degré, &. nous ferons 
voir dans la fuite comment elies s'introduifent par-là dans des équations 
plus élevées. 

De la génération des Equations. 

Former une équation qui ait un nombre quelconque de racines données. 

429. Cejl ce qui efl facile à faire, premièrement jn changeait les fignes 
de toutes les racines données, (s puis en les joignuta JèpareiiieM à quelque’ 
qiantité indéterminée i car fi des quanlités-aihji coiifituces/ont toutes multi- 
pliées cnjemble , £5' que le produit j' it rendu égal à zéro, on aura f équation 

Tcqui- 
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requife. Comme par exemple, qu’il faille former une équation qui ait 
ces trois racines, fa voir i , 2 & 3, & pas davantage; cela étant ,fi l’on 
change les fignes refpeftifs de ces racines, & qu’on les joigne féparé- 
mcnt à la quantité indéterminée a-, elles compoferont les quantités a— i , 
ï — 2 , X — 3 ; multiplicz-les toutes enfcmble , & faifant leur produit =0, 
vous aurez l’équation demandée , favoir, x’ —ôxxH-iix— 6=0, dont 
les racines font les nombres d'abord propofés, favoir r, 2 & 3. 

. C’eft de quoi l’on pourra s’alTurcr aifément en fubftituant ces nombres t 

(l'un après l’autre) à la place de x dans l’équation; mais la rai Ton de cet- 
te méthode fera plus diflinftement apperçue, fi l’on prend la peine de 
décompofer de-nouveau l’équation en ces premiers multiplicateurs de la 

manière fuivante, x — 1 xx — 2 x x— 3 = 0; je dis donc que les racines 
de cette équation font ces trois, favoir, i , 2 tSt 3, & pas davantage. 

Car premièrement, fi l’on fubflitue i à la place de x dans l’équation 

X — ixx — 2xx — 3 = 0, on aura i — rxi — 2x1 — 3 = 0; ce qui doit 
nécelTairement être ainfi.à caufe qu’un des multiplicateurs, favoir i — i 
cil égal à rien, l'aites préfentement la grandeur x égale à 2 dans l’équa- 
tion précédente, & vous aurez 2 — 1x2 — 2x2 — 3=0, parce que 2 — 2 . 

eIl=o. Enfin, faites x= 3 , & vous aurez 3 — 1x3 — 2x3 — 3=0,3 
caufe que 3 — 3 l’ell. Il paroît donc par la définition même , d'une 
racine , que les trois racines de l’équation propofée font les nombres i, 2 & 3. 

Voyons préfentement fi cette équation ne pourroit pas avoir d’autres 
racines outre celles que nous venons de marquer; & (s’il eft poffible) 
que r foit une quatrième racine différente de chacune d’elLs : cela 
étant, fi l’on fubflitue r à la place de x dans l'équation, nous aurons 

r — 1 X r — 2xr — 3 = 0; mais comme la quantité r efl différente de 
chacun des nombres i , 2 & 3 , par la fuppofiiion , il s’enfuit que cha- 
cun des multiplicateurs r — i , r — 2 , r — 3 , doit être quelque chofe; & 
fi cela efl , il ne fera pas poffible que leur multiplication ne produi- 
fe rien du tout ; donc l’équation précédente n’admet point d’autres 
racines que celles dont il a été fait mention. 

Si je voulois ajoûter une quatrième racine à l'équation précédente, fa- 
voir — 5 , je pourrois la difpofcr ainfi , X — ixx — 2xx — 3 xxh-5 = o, 
ou bien multiplier l’équation cubique trouvée ci-deffus, favoir, x? — 6xx 
— hiix— Cpajr x-l5,'& rendre ainfi le produit x+— xJ — 1 pxx -f 49X 
— 30=0. • ’ 

Toutes les fois quuiie équation peut entièrement être divifée par une puffan- ^ 
ce fimple, ou par le quarré, ou par le cube de la quantité inconnue Jc.ns rejle , 

c’ejt 
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c'ejl une marque infaillible, qu'une ou tieux ou trois racinei d'une pareille équa- 
tion font égales à rien. Ainfi l’cquation xr— 6 xt -i- 1 1*» — 6 x=o peut fe 
divifer fans rtfte par *; d’où j’infere, qu’une de ces radnes eft égale i ‘ 
rien, comme on pourra s’en aU'urer, foit en ûibftituant o à la place de 
X dans l’équation, ou en confi.lérant l’équation comme réfolue en fes 

multiplicateurs ainfi , xn.x — i x * — 2xx — 3=0, précifément comme fi 

j’avoisdit ,v — o*x — ix* — 2>^x — 3 = 0: ce qtii fait voir que o n’a pas 
moins de droit à être une racine de cette équation qu’aucune des trois autres. 

430. II parait par ce qui vient d'être dit dans le dernier article, que ft quel- 
ques équations , dont les parties qui forment un des membres font toutes égales 
à zéro , qui fe trouve feul dans F autre membre , font multipliées enfcmble , el- 
les produiront une équation d'une claffe plus élevée, dont les racines feront les 
mêmes que les leurs. Ainfi les équations fuivantes étant multipliées enfem- 
ble, favoir x — 1=0, dont la racine eft i, * — 2 = 0, dont la racine 
cil 2, «St i— 3=0, dont la racine eft 3, elles produiront l’équau'on 
X — I XX— 2x.ir — 3=0, dont les racines font i , 2 «St 3 , par le dernier 
article. Par exemple encore, qu’on multiplie enferable ces équations , 
favoir, 2x— 31=0, dont la racine eft \, qx— 5 = 0, dont la racine 
eft ^ & 6x— 7 =0, dont la racine eft î, & elles produiront l’équatioa 

2x— 3x4s;— 5 x< 5*— 7 = 0» dont les racines font ], I & î;car C 2X— 3 
x4X — 5 x6x— 7=0, nous aurons par la divifion x — Jxx — •xx — î=o, 

& les racines de cette équation feront , , i & J par le dernier article. 
Enfin , que ces deux équations foient multipliées enlemble, favoir xx—ar 
-f è=o, dont nous nommerons les racines p & q, & xx— cx-|-</=o, 
donc nous défignerons les racines par les lettres r & r: je dis cela étant, 

que les racines de l’équation xxt- ox — t- A x xx — tx _f d= o , feront p,q,r, s. 
Car premièrement, comme p eft une des racines de l’équation xx — ax 
-4-^=0, il fuit de la nature d’une racine, que fi la grandeur xeft fup- 
pofée égale à p, la quantité xx—ax-f* fe trouvera détruite; mais fi 

.rx— ax-f i=o, alors xx— «x-fixxx— cx-+</ doit être pareillement 
= 0; donc p eft une des racines de féqaation xx — ax-). * x xx — cx-i-d = o; 

& la même remarque eft applicable à toutes les autres racines q, r,s. 

Ccjl par ce chemin que les racines impofp.bks entrent dans les équations de tout 
les ordres fÿ de toui les degrés. Car fi les racines d’une ou de plufieurs équa- 
tions du fécond degré font impofiibles , l’équâtion amfi. formée devra 
néceflairement avoir les mêmes racines impofiibles; & de-là vient qile 
Dans chaque équation le nombre des racines impojftblcs ejl toujours pair-, icau- 

fe 
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Te que les racines d’une équation du fécond degré doivent toujours être 
toutes deux poflibles, ou toutes deux impoflibles, comme nous l’avons 
fait voir dans un autre endroit : mais fi l’expofiint du terme le plus élevé d'u- 
ne éqiuitm ejl un nombre impair, elle doit avoir au-moms une racine pojjlhle, 
à caufe qu’une pareille équation ne pouvant être compofée entièrement 
d’équations du fécond degré ; il doit y entrer une équation llmple de 
plus dans fa compofition ; & la racine d’une équation fimple eil toujours 
pollible. 

43 t. L’inverfe du dernier article fera vraie aufli, fa voir, que Si Von 
propofe une équation d'un degré fupéricur , dont toutes les parties , qui forment 
Tun des menéres, font égales à zéro, qui occupe feitl F autre membre, £5* que 
la quantité qui dans P équation efl fuppofée égale à zéro , puijfe fe réfoudre en 
un plus grand nombre de multiplicateurs /impies , dans lesquels la quantité incon- 
nue fe trouve plus ou moins mêlée; iÿ enfin, fi ces multiplicateurs font fippo- 
féf chacun égal à zéro , on aura alors une fuite d" équations d’un rang inférieur, 
qui auront toutes cnfemble les mêmes racines que celles de l’équation propofée: 
mais ces racines feront préfentement plus faciles à trouver , comme devant être 
tirées d’équations plut /impies. , 

On o’üjcftcra peut-être, qu’on ne fauroit inférer avec raifon , qu’à 
caufe qu’une quantité cR égale à rien, tous les multiplicateurs quilacon- 
lUtuent font de même égaux à rien : puisqu’il fuffit qu’un d’entre eux foit 
égal à rien pour détruire le tout: mais quiconque fera cette objeélion, 
n’aura pas bien conçu mon raifonnement ; je n’ai pas inféré de ce qu’u- 
ne quantité étoit égale à rien, qu’à caufe de cela tous fes multiplicateurs 
doivent être égaux à rien ou à quelque chofe; c’eil ce qui eft purement 
arbitraire, & l’AnalyRe eft le maître de faire à cet égard ce qu’il veut; 
mais j’ai prétendu dire feulement , que fi l’on veut avoir un certain nom- 
bre d’équations qui ayent toutes enfemble les mêmes racines que l’équa- 
tion fupérieure propofée, il faut faire tous fes multiplicateurs égaux à zéro. 

quand la quantité inconnue a la même valeur dans différentes équa- 
tions, il conviendra alors de multiplier enfemble ces équations,* nous 
pourrons être affurés que le produit de tous les antécédens d’un côté eft 
égal au produit de tous les conféquens de l’autre, c’eft-à-dire, nous pou- 
vons avoir cette certitude fans changer la fignification de la quantité 
inconnue. Mais fi dans différentes équations la quantité inconnue a 
différentes valeurs, & que ces équations foient multipliées enfemble, 
il n’y aura qu’un feul cas dans lequel nous pourrons conclure que le 
produit d’un côté eft égal au produit de l’autre, fans attacher à la 
quantité inconnue dans la conclufion une fignification différente de 

Tome IL T t ' celle 
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celle qu’elle avoit dans les prémifles ; & fi la conféquence ne fe foutîent 
pas dans la compofition de l'équation propofée , elle le fera bien moins 
encore , quand cette équation fera dccompofée. Il 'y a pourtant , ai-je 
dit , un cas dans lequel des équations peuvent être ainfi multipliées fans 
rien changer à la valeur de la quantité inconnue ; & ce cas a lieu quand 
le fécond membre de chacune des équations, qui forment l’équation pro- 
pofée cil égal à zéro: c’eft ce que je m’imagine avoir démontré claire- 
ment dans le dernier article ; & fi la compofition ell jufie, nous devons 
admettre la réfolution comme jufte aufli , fi nous ne voulons tomber dans 
les contradiélions les plus abfurdes. 

432. Cejl à caufe de cela même que ^ invention des divifeiirs ejl d“ ufage 
dans la réfolution des équations: car en trouvant tous les divifeurs qui di- 
viftnt la quantité qu’on fuppofe dans l’équation égale à zéro, fans au- 
cun relie , nous pouvons la décompofer en fes plus fimples multiplica- 
teurs. Comme par exemple, que l’équation propofée foit a;» = i, ou 
s» — I = 0 : cela étant, fi nous examinons la quantité — i fuK'ant l’art- 
409, nous trouverons qu’elle a ce divifeur d’une dimenfion ,favoir* — r, 
& que le quotient cil *xH-x -1- 1 : faites donc x — 1 =0 & xi— t-x 
— t-i=o, & l’équation fe trouvera décompofée en une équation firaple 
& du fécond degré; la racine de l’équation fimple x — i =0 ell i , mais 
les racines de l’équation du fécond degré xx— l-x— t-i=o font des raci- 
nes impollibles , favoir ~ ^ «Sc : au -refie nous a- 

vons déjà prouvé dans l’art.428, que , quelle de ces deux dernières quantités 
aufll-bien que la première , qu’on lubfiitue à la place de x ,on auraxJ = r. 

Par exemple encore , qu’il faille réfoudre l’équation x*— xx — lox 
-4-6=0. Cette quantité xJ — xx — lox — 1- 6 a été examinée dans l’art. 
4C9, & l’on a trouvé, qu’après avoir été divifée par x -4- 3, le quo- 
tient étoit xx—4x -4- 2: faites x-4-3=o, & xx-4x-f 2=0, & la 
racine de la première équation fera — 3 , & les deux racines de la der- 
nière 2-M^2 «S: 2 — V2; donc les racines de l’équation cubique propo- 
fée feront— 3, 2— (-1/2& 2 — V2. 

Enfin, que l’équation propofée foit x* — x’ — 5xx-fi2x — 6 = 0. 
Cette quantité x+ — x» — 51X -H- 1 2X — <5 a été examinée dans l’art. 4 1 1, 
& a été trouvée divillble par xx-f 2X — 2, & a donné pour quotient 
XX — 3x -h 3 : faites xx h- 2x — 2 = o , & pareillement xx — 3X -l- 3 = o, 
& l’équation du quatrième degré propofée fe trouvera réfolue en deux 
équations du fécond degré ; les racines de la première équation feront 
— I-+ y 3 Sc ~ i — y ’3; mais les racines de la dernière équation fe- 
ront 
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ront impoflîbles, favoir, ^ donc les quatre raci* 

nés de l’équation du quatrième degré propofée feront — i -f- , 



Des co'éfficiens des termes des équations. 

453. Si Ton change tous les fignes des racines d’une équation, £? que F é- 
quation même foit difpofée de façon , que tous fes termes rqjfemblés dans un 
membre fuient égaux à zéro dans f autre , T unité étant le coefficient de fon pre~ 
mier terme; je dis en ce cas, que le coefficient du fécond terme fera la famine 
de toutes les racines ainji changées , que le coefficient du troijiéme terme fera 
la fomme de tous les dijférens produits qui pewjent être formés iT eux en les 
multipliant deux à deux ; que le coefficient du quatrième terme fera la fomme 
de tous les différens produits qui peuvent être fermés en les multipliant trois 
A trois ; que le coefficient du cinquième terme fera la fomme de tous les diffi irons pro- 
duits qui peuvent être formés en les multipliant quatre à quatre , &c. G* que de cette 
tnanicre on pourra conjlruire une équation qui aura un nombre quelconque de racines 
données, fans qu'il foit néccjfaire / employer une multiplication continueüe.Comme 
par exemple jfuppolbns que je veuille conllruire une équation qui ait ces 
quatre racines ,1,2,3 & —5: ces racines , après qu’on aura changé leurs 
racines ,feront — t , *"2 ,— 3 , -1-5 , dont la fomme eft — i ; donc —1 fera le 
coëf&cient du fécond terme. Outre cela , tous les difierens produits qui 
peuvent être formés d’eux en les multipliant deux à deux, font — i x — 2, 
— 1 X 3.— I X H-5,— 2 X —3 ,-2 x_f5, .1.3 xH-5 , =-H2 , -+3, —5, -f 6, 
— 10, — 15, = — ipjdonc le coefficient du troifiérae terme fera —19. 
Tous les différens produits qu’on peut former en les multipliant trois à 

trois,font— ix_2x--3,— IX— 2 X-J. 5 , _ i x— 3X-+5, _ 2 x _3 

x-(-5,=— 6, y+ 10,— 4-15,-1-30, =49; donc 49 fera le coefficient 
du quatrième terme. Enfin , on ne pourra avoir qu’un f eul produit , en mul- 
tipliant enfcmble les quatre termes, c’efl-à-dire , — ix— 2x_fx — 3X-+5 
_ — 30 ; donc — 30 fera le dernier terme de l'équation, & toute l’équa- 
tion fe trouvera’ conftruite, favoir, — i9ix-(-49æ — 130=0. 

La vérité de ce que nous venons de dire paroîtra aifèment fi l’on re- 
préfente les racines en termes généraux ainfi : multipliez enfemblex — a, 
X — b & X — c, faifant le produit égal à zéro, & vous aurez une équa- 
tion dont les racines font a,b & c par l’art. 429; & cette équation fe 
trouvera être x* — a — b — cx xx-f ab -ç ac -Y bc x x — abc=o, 
qu’on écrit ordinairement de la manière fuivonte: 

Tt 2 —a 
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, ■ ~+ab 

xi—bxx -+acx —abc=o. 

—~c —^bc 

Si * — a,x — b, X — c & x — d font multipliés enlêmble, on aura une 
équation dont les racines font a,b,c & d, & l’équation fe trouvera être 
—T-ab 

—a -+ac —abc 

— c —\-bc — aca 

—d -\-bd —bcd 

H- cd 

Tous les autres cas peuvent être démontrés de-même, quels que foient 
kurs fignes, ou quelles que puiflent être leurs racines. 

Jlfuit de ce que nous venons de dire, que fi le coefficient du premier ternit 
dune équation ejl i , le dernier terme fera le produit de toutes les racines muU 
tipHces enjembte par con/équent qu'aucun nombre rationel ne /aurait être 
la racine d'une pareille équation , c'ejl-à-dire aucun divifeur affirmatif ou né- 
gatif du dernier terme. 

Du nombre des racines affirmatives £? négatives dans une équation. 

434. Quand les racines d'une équation font poffitbles , fÿ que toutes les par- 
ties font difpofées dans un des membres, pendant que Foutre membre ejl égal 
à zéro, le nombre des racines affirmatives négatives peut fe déterminer 
ainfi: auffit fouvent que les fignes changent en paffiant du terme le plus. élevé 
au terme le plus bas, autant F équation a-t-elle de racines affirmatives; iÿ 
t»‘ffi fouvent que des fignes femblables fe fiiivent F un F autre , autant a-t-elle 
de racines négatives. Comme par e.xemple,dans l'équation — xt — içxx 

49X — 30=0, où l'ordre des fignes eft -I- , — , — — ; -f dans 
le premier terme étant fuivi de — dans le fécond , indique gne racine 
affirmative; — dans le fécond terme fuivi de — dans le troifiéme, indi- 
que une racine négative ; — dans le troifiéme terme fuivi de dans le 
quatrième , donne à connoître une autre racine affirmative ; «Sc dans 
le quatrième terme fuivi de — dans le cinquième, une troifiéme: de- 
forte que fl toutes les racines de cette équation font poffibles , il y aura 
trois racines affirmatives & une négative , ce qui ell vrai ; car les raci- 
nes de cette équation font 1-3 & — 5, comme nous l’avons 

vu dans le dernier article. 

On attribue l’invention de cette règle ù notre Compatriote Ilarriott , 
qui a inconteftablement découvert le premier la plupart de ces pro- 
priétés 
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priétës générales des équations que nous avons rapportées jufqu’ici , 
auflTi - bien que la plupart d.e celles dont nous ferons mention dans la 
fuite. Mais quel qu’en foit l’inventeur, il ell certain qu’elle nous a été 
iranfmife fans démonftration : au-moins je n’en ai trouvé aucune dans 
les Traités d’Algébre qui me font tombés entre les mains , quoiqu’ils 
faflent prefque tous mention de la règle. Et véritablement , quiconque 
confidérera le nombre immenfe de cas qui doivent néceflairement palier 
en revue dans une démonflration de ce genre, ne fera guéres tenté d’en 
chercher une démonllration générale; je dis générale, les équations , qui 
ne vont pas au-delà du troifiéme degré , étant moins embarraflantes , 
comme je fai déjà fait voir dans le cas des équations du fécond degré , 
& que j’aurai occafion de le prouver encore , quand il faudra expliquer 
plus diftinéleraent la nature des équations cubiques. D’un autre côté, 
il femble beaucoup plus probable que la règle en qutllion a d’abord été trou- 
vée par hazard , & enfuite par induclion. On a pris garde peut-être, que tou- 
tes les racines d’une équation étant affirmatives , comme 
l’équation fera x—ay.x—b->ix — c=o, cell-à-dirc, 

— a -+ab 

ï» — b XX -i-ac X — abcxzo, 

— c -+hc 

où il y a autant de changemens de lignes qu’il s’y trouve de racines. Sup- 
pofons préfentement que toutes les racines d’un e équa ti on fo ie nt né gati- 
ves, comme— a» —b, — c ; l’équation fera alors ax*H-6xa; -r c=o, 
c’eft-à-dire, 

-+a -¥ab 

‘—i- b XX — X ~-\-obc^Oj 
—4- c bc 

où il n’y a aucun changement de fignes du tout ; & il paroît clairement 
par ce qui a été dit de la formation des équations dans le dernier article, 
que ces deux cas extrêmes réufliront conftamment de-même à quelque 
de<Té qu’une équation puifle être élevée; c’ell-à-dire, quand toutes les 
racines font affirmatives , il y aura autant de changemens de fignes qu’il 
y a de racines ; & quand aucune n’efl affirmative , il n’y aura point de 
changement de figne du tout. Il s’agit donc de favoir, fi un Algébritle 
tant foit peu ingénieux ne peut pas, après avoir fait cette obfervation, 
qui naturellement ne devoit pas lui échapper , avoir eu envie d elTayer, 
fi dans tous les autres cas le nombre des racines affirmatives n ell pas 
égal au nombre des variations dans les fignes rangés de fuite. 

Cette règle (comme je l’ai obfervé ci-delTus) n a lieu que là ou les raci- 

T t 3 
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nés cT une équation font pojftbicsi car G quelqu’une d’elles e(l impoflible, fl 
n’y a pas moyen de déterminer les Ggnes des racines réelles.’ Les quan- 
tités impoflibles, à proprement parler, n’appartiennent à aucune clafle, 
n’étant ni affirmatives , ni négath^’es ; & cependant elles paroifTent tou* 
jours fous l’une ou l’autre forme; il y a plus, & le caraftérc capricieux; 
de ces quantités (fi j’ofe m’exprimer ainfi) ell tel , qu’abfolument les me- 
mes racines paroiffient quelquefois fous les deux formes : c’eft de quoi 
j’ai déjà rapporté quelques exemples dans l’art, rop , relativement aux 
équations de deux degrés. Qu’il me foit permis d’en ajoûter encore 
un ou deux ici. 

L’équation r=o efi: défeftueufe, parce que le fécond terme 

y manque, & par conféquent ne fauroit être examinée fui vant la règle 
précédente , jusqu’à ce qu’on aitfuppléé la quantité qui manque par -t-eux 
ou —oxx: que f équation foit donc premièrement s’ — 1-oxx— l-px— >=o, 
& il paroîtra par la règle précédente, que cette équation a une racine 
affirmative & deux négatives: que l’équation foit enfuite x’ — oxxH-çx 
— f = o qui ne diffère en rien de la première que dans la manière de la 
concevoir; & conformément à la règle précédente, toutes les racines 
feront affirmatives. Ceci ell un indice certain, qu’il y a dans cette équa- 
tion deux racines impoffibles cachées , qui prennent la forme de quan- 
tités affirmatives, éunt envifagées fous un certain point de vue, & de 
quantités négatives , étant conlidérées fous un autre point. 

Par exemple encore , qu’il faille examiner cette équation x’ -t- pxx 

3PP^ 9 =: O au moyen de la règle précédente, & on y découvrira 
une racine affirmative, & deux négatives; ajoûtons-y préfentement une 
autre racine affirmative, comme ~-h 2 p, multipliant l'équation propolee 
par l’équation x — p=o, & nous aurons 

xt' —px' -+ppxx "~^^x -i- 2 pq—o: 

cette équation doit avoir deux racines affirmatives & deux négatives ; mais 
fuivant la règle précédente toutes fes racines font affirmatives; ce qui fait 
voir , qu’il y ayoit dans l’équation précédente deux racines négatives 
impoffibles, qui ont été changées en racines affirmatives dans celle-ci. 

435- Mais il faut que le Leéleur fe rappelle ici , qu'il arrive très fou^ 
vent , principalement dans les Problèmes Géométriques , que les racines de cer- 
taines équations font pojfibles , que cependant elles paroijfcnt fous la forme 
de racines impoffibles, à caufe qu il y a dans le problème quelque limitation, 
qui nef point entrée dans F équation. Deux exemples fuffiront pour éclaircir 
cette propofition. (Voyez PI. vu. Fig. 6i.) 

Sok^BC un cercle ayant pour diamètre que foitunecor- 

de 
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de infcrite dans ce cercle ; du point B menez la ligne B D perpendicu- 
faire au diamètre AC-, ôi qu’il faille, les lignes AB & AC étant don- 
nées, calculer AD , fegment du diamètre intercepté entre le point A & 
le point D. Joignez BC, & nommez AD x: cela étant, ks triangles 
fcrablables ADB &ABC donneront AC k AB comme AB k A Doux; 

donc *= ; ainfi a-, racine de cette équation, fera également polfi- 

ble, foit que AB fe trouve plus petite ou plus grande que AC. Mais le 
problème ne fera point poflible, à moins que la corde AB ne foit plus 
petite que le diamètre AC. Nous avons donc ici un problème produi- 
lânt une équation dont la racine continue à être poflible, même dans le 
lems que le problème celTe del’ètre,à caufe de la limitation indiquée ci- 
deflus, favoir, que dans le problème, la ligne B doit être plus petite 
que AC. Pour expliquer ce myflére, que^C & AB foient deux lignes 
quelconques données , & qu’il foit quellion de leur afllgner une troifiéme 
proportionelle , que nous appellerons x: puis donc que AC e&.k AB 

comme AB eü.kx, nous avons de-nouveau : mais ce problème 

eft auflî illimité que l’équation qu’il produit : car il eft certain que les 
deux quantités AC & AB admettront une troiCéme proportionelle , foit 
que A B k trouve plus grande ou plus petite que AC. La folution de h 
difficulté confifte proprement en ce que nous avons ici une équation née 
d’un problème limité ; mais cette équation fert auflî à réfoudre un pro- 
blème abfolument illimité ; ainfl il ne faut pas s’attendre que l’équation 
foit fufceptible de quelque reftrièlion , quel que foit le cas du problème 
qui la produife. 

Dans les Articles 122 & i23nous avons eu un exemple de deux problè- 
mes , qui ont donné une feule «St même équation du fécond degré ; auflî 
a-t-on trouvé deux racines également propres à réfoudre l’équation ; mais 
les problèmes étoient afliijettis à des limitations fi différentes , que la mê- 
me racine ne pouvoit pas réfoudre les deux problèmes , une des racines 
réfolvoit un des problèmes, & l’autre racine l’autre. Et j’oferois avan- 
cer comme une propofition généralement vraie , que toutes les fois qu’un 
problème produit une équation , qui a deux ou plus de deux racines , dont 
il ne fe trouve qu’une feule qui réfolve le problème , j’oferois avancer , 
dis-je, qu’il doit y avoir d’autres problèmes qui produiront la même équa- 
tion, & que les autres racines font dellinées à réfoudre ces autres pro- 
blèmes. 

Voici un fécond exemple pour faire voir que les racines des équations 
font quelquefois poflibles dans le tems que latuture du problème, auquel 

elles 
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elles appartiennent , eft limitée au point de les exclure abfblument. 

Le côté & le contenu folide d’un cône étant donnés, on demande fa 
hauteur , & le demi-diamétre de la bafe. 

Que P foit la moitié de la circonférence d un cercle dont le demi-dia- 
métre cft i; cela étant p fera auOi l’aire de ce cercle, & le quairé du 
demi-diamétre de chaque cercle fera à fon aire comme r à p; ce qui veut 
dire en d’autres termes, que fi le quarré du demi-diamétre d’un cercle 
quelconque eft multiplié par p, le produit fera l’aire du cercle». Ceci étant 
accordé , que r foit le côté donné du cône; & divifant par p le contenu 
folide donné, nommez le quotient 5, & le contenu folide même ferapç. 
Défignez la hauteur du cône par .r , & par y le demi-diamétre de la ba- 
fe ; en ce cas pyy fera faire de la bafe , & ^ ^ — le contenu folide du 

conc;donc^^=Pî, & ^=q, & Outre cela, xx-l-y3=rr, 

par la 47>;nie propolition du premier Li\Te des Elémens; (car par le cô- 
té du cône nous entendons fhypoihénufe du triangle, dont le mouV'C- 
merit a produit le cône, ou bien une ligne droite menée fur la furface du 
cône depuis le fommet jusqu’à la circonférence de la bafe;) donc yy=ss 
= &ssx^x' = ^q, &x'—ssx-+sq=o: c’tft-là uneéqua- 

lion cubique, qui, dès que les quantités s & q auront été exprimées en 
nombres, pourra aifément être réfolue, foit par la règle des divifeurs 
expliquée ci-delTus,ou par quelques-unes des règles que nous preferirons 
dans la fuite, quand nous traiterons de la manière de réfoudre les équa- 
tions du troifiéme degré. Comme par exemple, que s le côté donné du 
cône foit égal à 5 , & p q le contenu folide donné égal à 1 2p ; cela étant 
g = i2, & féquation rrx-+ 39 = 0 fera changée en celle-ci,*’— 2jx 
-4-36=0: or il paroît par la règledcsdivifeurs,quelaquantitéx’— 2j* 
—4-36=0 peut être divifèc fans refte par x — 4; donc le nombre 4 eft 
une des racines de cette équation. Divifons préfentement l'équation 

xf 25X— l-36=oparx — 4,& nousaurons l’équation xx-t-qx— 9 = 0, 

laquelle étant réfolue donnera les deux autres racines , favoir , — 2-1-4/13 

& 2 — v'i 3. Donc cette équation , favoir xJ — 25* -436 = 0,3 trois 

racines réelles, dont deux font affirmatives, comme 4 &— 2-4-4/13, 
& une négative, comme —2— 4^13; mais cette racine négative, quoi- 
qu’elle réiblve l’équation , ne réfoudra pourtant en aucune façon le pro- 
Nème; car elle fuppofe un cas impoffible, favoir, que non feulement la 

bau- 

• Ce.l la quadrature liypotWtiquc du cercle tavcn'.>.'e pu Arcbii»éile. 
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hauteor du cône eft négative, mais aufli plus grande que lécôté , comme 
on pourra s’en convaincre en examinant la chofe de près. Mais ce n’oft 
pas tout; car la quantité i2p exprimant le contenu folide du cône, eft 
affirmative; fi la hautftir efl négative, l’aire de la bafe, & par confé- 
. quent le quarré du demi-diamètre de la bafe doivent être auili des quan* 
tités négatives : cette racine fuppofe donc ce qui efl abfolument impos- 
fible dans la nature de la chofe. On peut inférer de-là que ce problé- 
’ me, quoique produifant une équation cubique, n’eft fufceptible cependant 
que de deux {blutions. Si le nombre 5 efl le côté du cône, & que la hau- 
teur foit fuppofée égale à 4, ou à — 2 -+1^13 , le contenu foüde du co- 
. ne fera 12p. Le premier de ces cas étant aflê? clair, voici comment je 
démontre le fécond: faites rr— 13, & la h^tem du cône fera r— 2,& 
le quarré de la hauteur rr— 4r-f-4= 17 — -jr; retranchez ce quarré de 
25 quarré du côté , & il refiera 4r-f 8 pour le quarré du demi-diamétre 

de la bafe; partant le nombre 4r-+ 8 défignera l’aire de la bafe; mul- 
tipliez cette quantité par r — 2 la hauteur, & vous aurez le produit de la 
bafe multipliée par la hauteur égal à4rr— l-8r — 8r — 16 ^p=^rr — 16 
xp = 52 — 3Ô/1 , dont le tiers i2p efl le contenu folide du cône, 

comme cela fe doit ; donc la hauteur r — 2 a été bien afllgnéc. 

J’ai obfervé ci-defTus, que la racine négative — v' 1 3-2 réfoudroit l’équa- 
tion x’ — 251 -4-36 = 0, & cependant point le problème : car faifant r r=i3 
comme ci-defTus, & mettant * pour — r — 2, nous aurons x’ = — r> — < 5 rr 
— 1 2r-8;fubflituez’i 3 à la place de rr, & vous aurezi’=— 1 3r— 78— 1 2r— 8 

_ — ny — 86:de-plus,— 25X = — 25 x— r — 2=î-t-25r-+5o; donc x» — 25* 
__25r— 36-4-25r-f50=— 36;ajoûtez 36 à chaque membre de cet- 
^ te équation , & il viendra zjx-h 33 = 0. 

De la transformatm des équations. 

436. Pour faciliter la folution des équations il y a des moyens de les 
préparer ;& pour cet effet il efl néceffaire que l’analyfle foit bien inflruit 
des différentes transformations qu’elles peuvent éprouver , <St dont les 
principales formeront la matière de cet article & de l’article fuivant : comme 
I*. Quand il y a desfraélions dans quelque équation, il faut les iter préci- 
/éditent de-même que dans une équation Jimple , /avoir, en multipliant toute êé- 
quation par tous les dénominateurs fuccejjivement ; Î 5 * Ji après cela la plus 
haute puiffance de la quantité inconnue ejl multipliée par queljfte autre coeffi- 
cient que Funité, ce coefficient doit aujji être été de la manière fuivante. Que 
Tome II. Vv 
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■J. l équation l'.JiUvrif d't^mtsfei fraüwns fût axJ-+bxx^cx— d=rO, où 
■''li co^ciaà dé la phs haute' puiffante dt rincomue ejl a; puis prenant me 

quantité indéterminée , comme y , faites ~ x , Cÿ fubjlituant ^ à la place 
de X dans P équation, elle fe trouvera être ►+ -f d=o;»ai/- 

■ tipliez toute réquàtion par 'tia; ’&f tour'aurez alors une équation dans laquelle 
le co'éficiciit de la plus haute puijfance de la quantité inconnue ejl funité, fa- 
- voir yJ-t-byy-H-açy— aad=o;£3’ quand par la foktion de cette équation 
la valeur de y fera découverte , celle de ^ ou x, racine de l'équation primi- 
tive, fera découverte aufft. Puis donc que chaque équation peut être rc- 
.duite à une autre , dans laquelle le coefficient de la plus haute puiflance 
de l’inconnue foit l’unitd , je confidérerai dans la fiiite toutes les équations 
comme ayant déjà acquis cette forme. 

. 2°. En fuivant cette même méthode, en peut quelquefois cbaffer dune équa- 

tion des quaatitésfourdes. Comme par exemple, que l’équation foit a:’ • 

•*7_^r = q. Pour challer la quantité fourde >/)•, fuLftituez au -lieu 
J ; I dans l’équation ; & elle fe trouvera être, -+_fL — v'r=o: 

multipliez toute l’équation par rv>, & vous aurez y» • -fçry— rr=o; 
& quand on connoîtra dans cette équation la valeur de y , celle de 
’-i-'ou a; fera connue auffi. ■ ■ i 

moyen aiffi lerracines dune équation peuvent être multipliées 
.eu ^ifées pitr un nombre quelconque. Par exemple, que l’équaiion foit 
.ï* -^q.x~r=o, & qu’il faille trouver une équation dont les racines (oient 
triples des racines de celle-ci , chacune dç fa racine correfpondante: voi- 
ci comment il faudra s’y prendre. Comme le nombre 3 eft le multipli-' 

cateur affigné, faites 3*-y, & puis fubftituint 1 au-lieu de a; dans l’é- 

3 

quation, vous aurez h — r=o ; multipliez tous les termes 

par 27 , & vous aurez yi ~hpqy—2yr=o. Pareillement on peut divifer 
les racines d’une équation par 3 , favoir, en faifant =y, & en fub- 

(lituant 3y au-lieu de a: dans l'équation. 

4*. Si vous voulez changer toutes les racines affirmatives dme équation eif 
racines égales négatives , & réciproquement , vous pourrez en venir à bout ain- 
li: que Péquationfoit x+— x> — ipx* H-49X- 30=0, dent les racines font 
^3 — JJ puis fibjlituant —y à la place de ~i-x dans Pé- 

'■ ■ ■ ' ' • qm- 
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qmhn, to.'//awrré y+ -+ y’ — ipyy— 497—30 “0, équation dont Iqs ta' . 

I,— 2, “ 3 , -f J. . 

S'. Il fera bon atijfi quelquefois de changer toutes les racines d’une c'qua*^ 
tion en leurs racines réciproques, àinfi: reprenez l’equation prccédi-ntej 
x*—x^ — 19Æ* -+49X — 30= O, dont les racines font i , 2 , 3 Ci: — 5 ,&- 
qn’il faille trouver une équation dont les racines foient réciproques de 

celles-ci; fubflituez- au-licu de x , & l’équation fera -î- — i — 

3 3 ^ 3' 3 3 : 

— 30=0; multipliez toute l’équation par y+,& vous aurez i — y — 193* ’ 

H- 49 }’ — 30}'*=0j ou 30J* — 49 }’‘+ ip}* -+>— -i iOi, équation dont 

les racines font -i, > -j & Obfervons ici , que — j ; qui étoit 

auparavant la plus grande racine, c’eft- à-dire la plus éloignée de zéro, 
fe trouve â-préfi.nt la plus proche de zéro,' étant devenue — j. 

437 - I! y a une autre transformation d’équatkns qui n’ejl pas moins ttti'.e 
que la précédente, furtoiit quand il s'agit de réfoudre des équations du troijiéme' 
OH du quatrième degré, cette trausformatkn confjîe à faire difparuitre le 
fécond terme d’une équation. Par exemple, fait propofée cette équation généra- 
le , X'” — (- px™ ~ = O (car nous n'aurons pas befoin de plus de termes ,) £3* ' 

qu'il faille de cette équation en dériver une autre qui n’ait pas de fécond terme,' 
iÿ iLnt les racines ayent un rapport connu avec les racines de l'équation que 
nous venons d'exprimer. Après avoir pris deux quantités indéterminées 
y & Z, faites y — z=x, &. fubflituez y — z à la place de x dans l’équa-’ 
tion, & vous aurez x'" = y — mzy — « £^f. par le théorème àaKeviton 
au fujet du développement d'un binôme; vous aurez de plus 
~py—' &?<:. & l’équation .v'>-ppx"’ — • 6fc.=o fe trouvera préfentc-' 
mon; changée en celle-ci y"’'^^^y’ — ' 6?c.=o, dont Je fécond terme. 



eft : mais cette équation ne doit pas avoir de fécond terme;' 

ainfi pour retrancher ce terme de l’équation , nous devons fuppofec. 
P — mz—o; auquel cas nous aurons z — -^, & y — z oux=y — 

Voici la règle au moyen de laquelle on ôte le fécond terme. Dey ,qié' 
dût être la racine de la nouvelle équation, retranchez ^,coëfficicnt du fécond 
terme de t équation donnée divift par le nombre qui exprime les dimenfions dû 
premier terme, &? vous aurez un refie, 'Comme y—E.,leqtie! étant fubjlitué 

à la p'ace de x, racine de Féquation propofée'l cbangera bette 'équation en Une 
w:tre,qui naura pas de fécond terme dont toutes les racines auront unrap-, 

" Vv 2 port 
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port ftfftna aux racines iè Téquatim dotmie: car fi des racines de la noieüelle- 

équation vous retranchez L , vous aurez les racines de réquatimpropofée. Par 

exemple, qu’il fmlle ôter le fécond terme de cette équation, 

37*-+ 210 = 0: ici /), coefficient du fécond terme, efl — 6 , & ce 

nombre étant divifé par 3 , nombre des dimenfions dans le premier terme, 
donne pour quotient — 2, qu’on doit retrancher de y, ce qui donnera 
y 2 ; je fubflitae donc y —f 2 à la place de 1: dans l'équation , & j ai par • là 



*J 

— 6 x 

- 37 * 
-+210 



y} — f- 6y* — + 1 2y — + 3 

— 6y* — 2+y— 24 

— 37y— 74 
-+ 210 



ji m —49y-+ 120=0. 

Ainfi l’équation -Cxx- 371-+ 210=0 eft préfentement changée en 
celle-ci, y» • — 49y-+i2o=o, qui n’a point de fécond terme, & dont 
les racines, tirées à l’aide des règles que nous preferirons dans la fuite, 
fe trouveront être 3 , j & - 8 ;;donc les racines de la première équation 
étoient 5 , 7 & — 6, c’eft-à-dire , plus grandes de 2 que celles de la der- 
nière, à caufe que la quantité x a été faite égale à y -+2. Et de cette 
manière toutes les racines d'une équation peuvent être augmentées ou diminuées 
d'une quantité quelconque connue, (ÿcelajufquà devenir toutes affirmatives, 
ou toutes négatives. Par exemple, dans l’équation propofée d'abord, au- 
lieu de faire y— +2=*, j’avois fait 7—7 = *; j’aurois eu alors une 
équation dont les racines feroient 12, 14 & 1, c’eft-à-dire, plus gran- 
des de 7 que celles de l’équation propofée, & toutes affirmatives : d’un 
autre coté, fi j’avois fait y -+ 8 = *, j’aurois eu une équation dont les 
racines feroient - 3 , _ i , _ 14 , c’eft-à-dire , plus petites de 8 que celles 
de l’équation propofée d’abord , & toutes négatives. 

Quand le coefficient du fécond terme d'une équation ne fauroit être divifé 
par le nombre des dimenfions dans le premier terme fans f radian , la meiHeure 
méthode fera de multiplier les racines de Pcquation par le dénominateur d'une 
telle fradion , iS puis cTêter le fécond terme de fequation qui fera le réfuitat 
de cette multiplication. Fir exemple, foitréquationx>—+2«; — 3* — 4=0. 
Comme le nombre 2 , coefficient du fécond terme , ne fauroit être di- 
vifé par 3 nombre des dimenfions du premier, fans une fraflion, fa- 
voir j , multipliez les racines de l’équation par le dénominateur 3 , en 

faifant 3x=y, & par cela même en mettant -î-à la place de x dans 
«' 3 



l’équation, & vous aurez ^ — 4=0: multipliez tous les 



ter- 
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termes de réquation par 27, & vous aurez y>H-Cy’ — 27^—108=0: 
ôtez préfentement le fécond terme de cette équation, en fubllituanc 
2“ 2 à la place de y, & vous aurez une troilîéme équation qui n’aura 
point de fécond terme, & qui par cela même fera plus facile à ré- 
foudre. Quand toutes les racines z de cette dernière équation font 

trouvées, faites z — 2= y, & & vous aurez toutes les racines 

de l'équation d’abord propofée. 

Quand le fécond terme d'une équation manque, c’ejl un fi^ne queeoutes les 
racines affirmatives prifes enfemble font égales (â contrairçs à toutes les raci- 
nes négatives prifes enfemble. Carpuifque, par l’arc. 433, le coefficient 
du fécond terme eft égal à la fomme de toutes les racines avec leurs fi- 
ghes changés; quand le fécond terme manque, c’eft à-dire, quand fon 
coefficient eft égal à zéro, la fomme de toutes les racines doit être éga- 
le à zéro; c’eft-à-dire, toutes les racmes affirmatives prifes enfemble 
doivent être égales & contraires à toutes les racines négatives prifes en- 
femble. Comme par exemple , les racines de l'équation yJ • — 4931 
— I- 1 20 = O fe trouveront être 3 , 5 & —8 ; où la fomme des racines affir- 
matives 3 -h 5 eft égale & contraire à la feule racine — 8. 

Par cette méthode de transformation, en réfohant une équation du fé- 
cond degré, on peut ùter auffi le troifiéme terme d" une équation, ce qui ejl né- 
ceffiaire dans quelques conjlrudions géométriques d équations. Par exemple, 
que l'équation dont on veut retrancher le troifiéme terme, foit — 3*» 
-1-3*’ — 5* — 2=0, «St faites y — 2=2 comme auparavant; vous au- 
rez alors a+=y+— -42y»— H62‘y* £fc. —3*5 =—33’» -4-92 y* fÿc. 
-4- 3** = -+ 3y* £ÿc. ; & l'équation x* — 3x1— »-3*’£5‘c.=o fe trouvera* 
changée en celle-ci: 

-4-6ZZ 

y^ yt H- 92 y’ £j’c.=o, 

H-3 

6zz 

dont le troifiéme terme eft -fpzy': mais cette équation ne doit pas 
-4 3 

avoir de troifiéme terme, par la fuppofition; donc 622-492-1-3=0; 
divifez le tout par 6, & vous aurez 22-4 Jz-f J = o ; tranfpofez }, & 
achevez de rendre le quarré complet, ce qui vous donnera 22 -4 ^2 -4 •;’« 

= donc en tirant la racine quarree 2— 41=:+^, & 2 = — ^ ou — i, , 
&y— 2=y— 4 {ouy-fi; fubftitiiez donc y — 4^ ouy— 4i à la place dex, 
dans l'équation *'■—5**— 4-3*'— 52 — 2 = 0, & vous aurez de l’une «Sc 
de l'autre de ces manières une équation qui manquera de troifiéme ter-, 

Yv 3 me; 
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me ; car fi y —J. ; eft fait égal à x , l’équation fera — y». • — y y _ |J= o; 
fi rpn fait y — 1 zri, l’équation fera y*-— l-yJ « — 4y— 6 = o. 

De tout ce qui vient d'être dit nous déJuifons un théorème général , 
au moyen duquel on peut retrar.cher le troifiéme terme. 

Que f équation fût px™— ■ -f-q.'t"^» &c. =o, fait» ^ 

— — =ss, Ê3* la quantité t^u il faudra fubjlituer à la place de x fera 
m X ^ 

, y P- S , dont le Lecteur pourra s’allîlrer à loifir par le calcul- 

Nous devons donc obferv-er ici, que Si q efl une quantité affirmative £? 
plus grande que p‘ , la quantités, iS par confèquent le retrande- 
ment du troifiéme terme , fera impoffithie ;mais p ffibk dans tous les autres caf. 

P A R T 1 E I I. 

Des Equations du troifié ne (f eu quattiime degré. 



Des Equations du troifiéme degré. ‘ 

438. Si toutes les racines d'une équation cubique font réelles , c'ejl-ér-dire ,, 
fi aucune d'elles nejl impoffible , fÿ que toutes les parties (f une pareille équa- 
tion foient placées dans un des membres fiivant les dimenfions de la quantité in- 
connue , £5* partant fiippofées égales à zéro dans F autre membre ; je dis cela 
étant, q't'ûuffi fouvent que des fignes diffiemblables fe f livrent iun Fautre en 
pqlJant du premier terme au dernier, autant cette équation .aura de racines 
affirmatives quauffii fouvent fie des fignes femblables fe fuivront l'un I au- 
tre , autant elle aura de rac'mcs négatives. ' “■ 

. C X s I. 

Que les trois racines de l’équation cubique foient a,b Si c, & toutes 
affirmatives : alors l’équation fera ' , 

— a -i-ab 

xi — b XX ~pac X — uicsro par l’art. 433; 

— c -dbc 

où les fignes font -+, — , — 1- , — • 

Cas 2. 

Que préfentement toutes les racines foient négatives, comme —a, 
— b, — f, l'équation fera 

V i -f rt 
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-fa —fai ' * . ■ 

-fi XX -+ac X -fait— O, 

— f c — f bc 

où Icsfignes font -f , -f , -4. , _f ; deforce que pour trois variations de 
fignes dans le cas précédent, il n’y en a aucune dans celui-ci. 

C A s 3. 

Que les racines de l’équation foient -f a , -f i , — c , c’efl â-dire , que 
deux des racines fuient affirmatives & une négative, & l’équation fera 
— a -fai 

X» — b XX — ac X -faic=o; 

— f c ~—b c 

donc en ce cas le terme abfolu ou dernier fe trouvera toujours être af- 
firmatif. Que la quantité c étant prife affirmativement foit plus petite 

* 5 “'^ ~â -^ b ’ beaucoup plus petite qne la quantité 

a -f i , qui cft égale à j ^ — b-f-c, coefficient 

du fécond terme de l’équation , fera une quantité négative: ilell mani- 
, felle auffi , puifque la quantité eft plus grande que c , que la quan- 
tité a b fera plus g rande que ac-t-bCf & par conféquent que la quan- 
tité ab — ac êc, coefficient du troifiéme terme, fera affirmative; donc 
C c effi plus petit que > 1 -s fignes des termes de l’équation feront 
H- , — Suppofons préfentement la quantité c plus grande que 

a-+b ’ toujours plus petite que a -f , & par une manie're de rai- 

fonner femblable à celle que nous avons employée ci-deflùs, le fécond 
terme de l’équaüon fe trouvera être négatif, & le troifiéme négatif 
auffi; donc fi la valeur de c eft entre a~i-b& - , les fignes des 

' ter.mes feront , —f. Enfin , fi la quantité c ell plus grande qu« 

a-+i, en ce cas le fécond terme de l’équation fera affirmatif, le troi- 
lieme fera négatif, & les fignes feront -j. , -f , 

Cas 4. 



Suppofons préfentement tous les fignes de ces racines changés par le 
changement du figne de x dans l’équation, qui les repréfente inJitférem- 
ment tous: cela étant, il dl clair que les figues du premier & du troi- 

fiémc 
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fiémc terme de l'équation feront changés par-là, mais que ceux du fé- 
cond terme & du quatrième relieront les mêmes ;& nous aurons préfen- ' 
tement deux racines négatives & une affirmative ; & au-licu que dans le 
cas précédent, les fignes étoient H-,— ,-f ,— f-, ils feront préfente- 
ment au-lieu que dans le cas précédent les fignes étoient 

ils feront prérentcm'enf—, — ,H- & enfin , au-licu 
que dans le cas précédent les fignes étoient “+• , -I , — , H" , ils feront 
préfentement — f-,— f-, -f-: donc en paffant du premier terme d’une 
équation cubique au dernier, il y aura toujours autant de variations de 
fignes qu’il y a de racines affirmatives , & réciproquement. . 

43g. Si le fécond terme d’une éqMtion cubique ejl Cté , qu'ainji l'équa- 
tion foit réduite à cette formule, x’ ^px=^q; je (f/r, que pur quelles 
quantités que les racines de Féquation xJ ^ px = -+ q fient exprimées , les 
mêmes quantités avec leurs fignes changés , feront les racines de l'équation 
X»— Hpx = — q, êÿ réciproquement. Car premièrement, que l’équation 
foit X» -h px=— H? ; cela étant fi l’on change le ligne de * , & par con- 
féquent celui de toutes les racines que cette grandeur repréfente, l’équa- 
tion fera — x’ — px = -fî;mais cette équation efl la même que x»H-px 
=i—q, comme il paroît par la tranfpofuion ; donc les racines de l’équa- 
tion x»-f-px=— g font égales & contraires aux racines de l’équation 
X* -lpx = — l-g. 

De-même fi l’équation efl x* — p x = -+ g , en changeant le figne de x 
nous aurons— x’-hpx=-fg, qui efl la même que x’ — px= — g: d’où 
il fuit , que la même opération au moyen de laquelle on trouve les raci- 
nes de l'équation ** aidera à trouver les racines de l’équa- 

tion xt ^pxr=—q, favoir, en changeant les fignes des racinq pré- 
cédentes. 

440. Toute équation eubiqiie peut être réduite à cette formule , fivoir, 
X* ^3aax=:+ eaab; car ayant délivré le premier terme defoti coeffi- 
cient par l’art. 436, «i ôté le fécond terme par l’art. 437, l’équation 

fera réduite à cette formule, xJ^pi=^g:faites-(--^=aa&^ = b, 

& l’équation fera x* ^^aax=^ 2 aab. 

441. Que X ü* y f ient deux quantités variables, mais confit vant entre 
elles un rapport confiant; comme par exemple, que la grandeur y fit /w<- 
jours égale «xJ — 3aax — 2aab, quelle que foit La valeur de >: : cela étant, 
fl nous commençons d'abord par fupfofcr x une quantité affirmative infinie , £? 
quelle paffie de cet état en diminuant par tous les degrés de grandeur affirma- 
t 'iviêÿ négative juf qu’à devenir une quantité négative infinie , nous pourrons 

con- 
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conjhuire une table de quelques-unes des principales valeurs de X rilativement 
à y durant fm pajfage d’une de ces extrémités à F autre. 

Quand la quantité x eft infinie, y fera telle aufli: car fi la quantité x 
eft infinie , xx & xx— ^aa le feront aufli , & par conféquent x xxx—^aa, 
c'eft-à-dire , xt — ^aax , & la grandeur x* — ^mx — laab ou y fera infinie ; 
c’ell pourquoi vis - à - vis du mot infinie dans la colomne marquée x dé- 
notant le premier état de la grandeur x, éaivez infinie dans la colomne 
marquée y dénotant un état femblable pour y. 

La valeur de x qu’il faut confidérer enfuite, eft celle de x=2a; en 
ce cas x> fera 8u’ , & — saax fera — 6a>, & x’ — 3uax — zaab ou y fera 
ia'—2oab j ainfi après avoir écrit za dans la colomne marquée x, écri- 
vez vis-à-vis 2a' — 2aab dans la colomne marquée y. 

Quand x=:axi/3 , nous aurons x' = %a’xy'2, & 2^ax = —^a’xy' 2 i 
en ce cas x'—^aax—zaab ou y =r — 2aaS; ainfi écrivez ««/s dans la 
colomne x , & vis-à-vis — 2aab dans la colomne y. 

Quand x=a, y fera — za'—iaab. 

Quand x = 0 , y=— zaab. 

Quandx= — a, y=-|-2a’ — 2aai. 

Quand x=— a -i- s/3, y=<—2oab. 

Quand x=— 2a, yzz—2a' — zaab. 

Quand x eft une quantité infinie négative , y fera aufli une quantité 
infinie négative : toutes ces valeurs ■ doivent être enrégîtrées , ce qui 
formera la table fuivante , dont le Leéleur aura befoin dans l’article qui 
luit’ra immédiatement celui-ci. 



3 !. 



-(-infinie 


-t- infinie 


H- 2a 


H" 2a’ — 2oab 


-+uxy3 


— 2aah 


—ha 


— 2a' — 2aab 


0 


— 2aab 


— a 


-+2a' — 2oab 


— axV3 


— 2aab 


— 2â 


— 2a’—2oab 


—infinie 


— infinie. 



442. Chaque équation cubique de cette formule — ^aax = -i- 2aab aura 
toutes fes racines pofjibles, pourvu que la quantité b ne fait pas plut grande 
que a, »a plus petite que —u, mais Je trouve renfermée entre ces deux limi- 
tes. Ceft ce qui fera fuffifamment démontré , fi nous prouvons que la 
chofe eft vraie à l’égard de l’équation x’ — 3aax=— j- 2aab, ou x’ — 3aax 
Tome IL Xx ~ 
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T*ciab=:Ot par 439. Suppofon* donc «jur- * & y font deu» qoa» 
tirés variables , comme dans le dernier article , & que y relie conllan»' 
meut égal à x* — loax— 2aab comme ci-delTus; cela étant, trouver les 
valciiis des rac nts de l'cquation x' — j,aax — 2aab=o, fera la même 
cl'.ofe que trouver les valeurs de x quand y = o. Or dans la table précé- 
da ntc quand X ctoit 2a, y ctoit 2 a' — 2 aab, ce qui eil une quantité af- 
firmative, à caufe que la quantité b eft fuppofée plus petite que a: 
quand x étoit n<<v3,y étoit 2aab quantité négative: ainfi tandisquex 
a palTé par tous les degrés de grandeur qui réparent 2a de uxt/3 , y ^ 
palTé d'un état affirmatif à un état négatif;, mais il n’effi pas poflible 
qu'aucune quantité arrive d'un état affirmatif à un état négatif fans pafiTer 
par zéro; ainfi de toutes les valeurs intermédiaires dexentreen&âx'/s» 
il doit y en avoir une qui foit telle que la quantité y oux’— 2^X~2aah fe 
trouve égale à zéro ; & cette valeur fera une des racines de cette équation. 

Quand x étoit égal à zéro, y étoit égal à —2a' b quantité négative; 
& quand X étoit —a, y étoit -i- 2 a>~ 2 a'b quantité affirmative; donc 
pendant que x defeendoit depuis zéro jusqu’à —a, y s’élevoit d'un état 
négatif à un état affirmatif, & doit pareillement avoir paife par o; ainfi 
nous avons encore une autre racine de cette équation fituée entre 0 & —a. 

Quand xétoit— a,y étoit H- aa* — sa'iquantité affirmative, &quand* 
étoit — axs's.y étoit— 2a*é quantité négative ; nous avons donciciune 
troifiéme racine de l’équation , fituée entre —a & — a x.v'S : defortc que 
nous avons découvert trois racines de l’équation propofée, c’eft-à-dire» 
toutes celles dont l’équation eft fufceptiblc;la plus grande de ces racines 
eft affirmative, tSt eft fituée entre aa & axv^3, ou du-moins ne pafle 
point ces limites; & dont les deux autres font négatives, l’une étant C- 
tuée entre o & —a, & l’autre entre — a & — a V3. 

Tout ceci fuppofeque l’équation eftx* — 3 a’x = — l-oa’ijc’eft-à-dire,, 
que la quantité b eft affirmative: mais fi la quantité b étoit négative, 
c’eft-à-dire , fi l’équation étoit x> — 3aax= — 2aab , le contraire de tout ce 
qu’on a vu auroit eu lieu par l’art. 439; c’eft-à-dire, la plus grande ra- 
cine fe feroit trouvée négative, étant fituée entre —2a & — ax 1^3, & 
les deux autres racines auroient été affirmatives , l’une étant entre o & 
H- a, & l’autre entre -+a & -+axv'3. 

Si i = -l-a , qui eft la limite la plus élevée que le théorème aftîgne à 
cette grandeur , l’équation fera x> — 3aax=2at , auquel cas nous aurons 

— 3aax — 2aai = 2a’ — zaai; mais quand x' — ^aax — aaab ou y = 2a* 
— 2aab,x fera -+2a,ou —a; mais li l’une des racines négatives eft —a, 
l’auue doit être aufli —a, à caufe que toutes deux enfcmble doivent être 

éga- 
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^les & contraires à -+2a, afin de détruire le fécond terme de Téqua» 
don , par l’art. 437 : donc quand la quandté b s’élève alTez haut pour de- 
venir égale à la quantité a , qui ell une des limites prefcrites à cette gran- 
deur par le tliéorême.la racine affirmative montera jusqu’à 2a, qui eftle 
plus haut degré d’élévation auquel elle puifTe arriver, & les deux racines 
négatives, dont l’une eft fituée entre o & — a& l’autre entre —a & —a 
X1/3, fe rencontreront "préfentement dans leur limite commune —a. 

Si i=— a, qui eft la limite la plus baffe que le théorème afligne à cet- 
te grandeur , nous aurons précifément à tous égards le contraire du cas 
précédent: c’eft-à-dire, la plus grande racine fera à-préfent négative , & 
égale à —2a, qui eft la limite la plus baffe; & les deux racines affirma- 
tives fituées entre o & -fa, & entre -fa & -t-axv's, fe rencontreront 
en ce cas dans leur limite commune —fa. 

Enfin fi & par conféquent 2aai=o, c’eft-à dire, fi l’équation eft 

— 3aax=o, une des racines x fera égale à zéro par l’art. 429: & fi 
l’on divife arJ — 3flax par *, & qu’on faffe le quotient xx — ^aa égal à zé- 
ro, on aura les deux autres racines de l’équation , favoir, —fax 1^3 & 
— axt'3; partant fi i=ro, les trois radnes de l’équation feront jxv'3,0, 
éi—ay^i c’eft-à-dire, la plus grande racine, qui eft entre -f2a, & 
—fa X 1/3 , defeendra jusqu’à fa limite la plus baffe -fa x'K3 ; & la plus 
grande racine négative, qui eft entre —a & — ux^Si defeendra aufli 
jusqu’à fa limite la plus baffe — axS^S; l’autre racine négative qui 
eft entre o & — a, montera en ce cas jusqu’à la limite la plus élevée o. 

443. En mettant à part le cas du dernier article, je dis que dans tous les 
autres cas, l'équation x*^3aax=^2aab n'a qu' une feule racine poj/îble , 
laquelle fera affirmative ou négative fuivant que la grandeur b fera telle ,c'ejl‘ 

à-dire , fuivant que la quantité 2aab fera offeélée du figne — f ou Pour 

le démontrer, je n’ai fimplement qu’à confidérer deux de ces équations, 
favoir x’ — 3flai = — f 2aai, dans laquelle nous avons fuppofé la quantité 
h plus grande que a, & x’ -f 3aax=— (- 2aaZ>,dan$ laquelle on peutcon- 
fidércr b comme une quantité affirmative quelconque. 

Cas I. 

Examinons d’abord l’équation x’ — 3a*x = — f 2a’i , ou x’— 3a’x — 2a “i 
=0, dans laquelle la quantité b eft fiippofce plus grande que a. Il a été 
démontré dans l’article 107 , que fi les deux racines d’une équation du 
fécond degré, en fe rapprochant l’une de l’autre, viennent à la fin à être 
égales , elles ne fauroient plus faire un pas fans fe trouver dans la claffe 
des équations impoffibles ; mais 11 ce cas a lieu par rapport à une équa- 

Xx 2 don 
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tion du feœnd degré , il l’a davantage encore l’égard de toute autre 
équation plus élevée: car fi r & r font deux racines d’une équation quel- 
conque, elles feront aulTi les deux racines de l’équation du fécond degré 

a — r X * — x = o. 

En appliquant ceci au cas préfent.nons difons qu’il paroît par le der- 
nier article, que dans l’équation 3a’a = 2a’^, dans laquelle la quan- 
tité b e(l plus petite que a , plus cette quantité approche de a , plus aufli 
les deux racines négatives approchent l’une de l’autre ; quand la gran- 
deur b devient égaie à a , ces deux racines feront égales j & c’ell ce 
qui fait qu’aulTitôt que la quantité b devient plus grande que a , les deux 
racines fe trouvent impollibles. Mais comme cette façon indirefte de 
raifonner pourroit fort bien ne pas contenter toute forte de Lefteurs , 
je démontrerai la chofe plus direftement & plus difUnûement de la 
manière fuivante. 

Que X & y foient deux grandeurs variables ayant entre elles le rap- 
port exprimé dans les deux derniers articles. On peut voir dans ces ar- 
ticles, que quand la quantité x cft infinie, la quantité y cR infinie aufli; 
quand ï=2fl, y doit être 2a> — 2u’ê, grandeur (ce qu’il faut bien re- 
marquer) qui eft préfentement négative, à caufe que la quantité i eft 
fuppofée plus grande que a; donc tandis que la grandeur x pafle de la 
dalle de l’infini i celle du fini, & cela jusqu’à devenir égale à 2a, la 
grandeur y pafle de-même de la clafle de l’infini dans celle du fini néga- 
tif, & par conféquent ne peut être arrivée dans cette dernière claffe 
qu’en paflant par o; cela étant, l’équation x’—^a'x=2i'b doit avoir 
une racine réelle affirmative, & plus grande que 2a. Nommons cette ra- 
cine affirmative r; ainfi x — r fera un divifeur de la quantité x’ — 3a'r 
'-la'b, par l’art. 431 & 432; que cette quantité foit donc divifeepar 

x — r, & le quotient fera x'-frx— t*r' — 3-1;, & le refie r’ — 3 a 'r— 2 a'b 
fera zéro, à caufe quer eft une racine de l’équationx’ — 3a’x— 2a’i=o; 
li l’on fubflitue r à la place de x dans cette équation, on aura r’— 3a’r 

— 20 ‘ê = O ; donc fi l’on divife x’ — 3a *x — 2a par x — r , le quotient fera 
«X— l-rx-f r’ — 3a’, & il n’y aura point derefle: faites ce quotient égal 
ào,& vous aurez une équation du fécond degré contenant les deux au- 
tres racines de l’équation cubique propwfée. Puis donc que xx-érx— l-r* 

— 3a’=o, vous aurez par tranfpofition xx-l-rx=3i* — r’; en complé- 
tant le quarré, xx -f rxH-|rr=3a’— |rr ; & en tirant la racine quar- 
rée , X -I- ; f = :+ >^30* — -Jrr : mais il a déjà été prouvé d-deflus, que la 
quantité r eft plus grande que 20 ; ainû le quarré r* tft plus grand que 

40', 
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4/1*, & le quarré ir' plus grand que font plus grands que 3a'; 

donc la quantité 3a’ — ?»" eft négative, & comme telle ne fauroit avoir 
de racine quarrée; donc les deux racines de l'équation du fécond degré 
»•-+ rxH-rr— 3a'=o, & partant deux des racines de l’équation cubi- 
que propofée feront impolübles; donc fi la quantité i clt plus grande 
que a, ou plus petite (c'eft-à-dire , plus négative) que — a;en un mot, 
fl le quarré À* eft plus grand que le quarré a*, l'équation i’ — 3a’ï=^2a’ii 
ne peut avoir qu’une feule racine pofllble, qui fera plus grande que aa, 
ou plus petite que —2a, fuivant que le terme abfolu de l’équation eft 
H- ou — 2a'b, 

, Cas 2. 

Que réquation foit préfentement x’ -+3aaa:=2aai:il eft bien certain 
que dans cette fuppolîtion la quantité x ne fauroit être négative ; car fi 
elle l’étoit, les grandeurs x’ & %aax feroient négatives aufii; deforte 
que les quantités x’h- 3aax ne pourroient jamais être égales à une quanti- 
té affirmative quelconque ; par conféquent fi l’équation x*— f-3aax = 2aa6 
a quelques racines , elles doivent toutes être affiirmatives : mais elle a une 
racine par l’art. 430 , que nous nommerons r , ce qui nous donnera x— r 
pour divifeur de la quantité x» -+ 3aax — aaai ; & de cette manière on 
pourra achever la démonftration comme dans le dernier article , mais d’u- 
ne manière plus concife ainfi : 

Que la quantité x foit plus grande que r, & vous aurez le cubex’ plus 
grand que le cube r’,&3<wx plus grands que 3aar,&lebinômex*-l-3aax 
plus grand que r’ -+-3aar, & par conféquent plus grand que zaai, puis- 
que r’ -+ 3aar = 2aai; de-même, fi la quantité i eft plus petite que r, la 
quantité i’-l-3aai fera plus petite que 2aai; donc il n’y a qu’une feu- 
le valeur de x , favoir r, qui puilTe rendre x*-h 3aax=2aai;c’eft pour- 
quoi l’équation x’-+ 3«ax= zaa^ ne peut avoir qu’une racine pofiible, 
qui fera affirmative ou négative fuivant que le terme abfolu de l’équa- 
tion eft ou ~2aab. L. O. F. D. 

444. Pour mieux diftinguer les différens cas des équations cubiques , 
nous les avons confidérées toutes fous la formule x’ — 7 ,aax =-t- 2aaZ>. 
Rendons-leur préfentement leur première formé x’^/ix=Hr4, & alors 
Lt fricis des deux derniers articles reviendra proprement à ceci; que dans li- 
quation x’ — px=^q, fi le quarré ejl bb,yê trouve plus petitque 

“+ -^1 ejl 22, les trois racines feront pojfibles ; que la plus grande de 

tes racines fera affirmative ou négative, fuivam que la grandeur fi fera telle, 

• Xx 3 fcf 
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6f que 1 er ff^TUs (fer rfn<* antres fermt tnajours contraires à celui Je la pht 
grande; que pour ce qui ejl de let* fituation, la plus grande racine fera tou- 
jours entre H'V'p. ou-2f^ &? -V'p; que des autres deux, 

celle qui ejl la pkis proche de zéro, fera entre o Êÿ > ou entre o tf 

que la plut reculée fera entre fj* v'P > ou 

3 * , ^ 

•—v'P» qut dons tous les autres cas il n'y aura qu'une feule racine poj/ible, qui 
fera affirmative ou négative fuivant que le terme abfolu q ejl affirmatif ou 
négatif; Ê3* particuliérement , que dans Téquation x’— px=^q, la feule 

racine pejftble fera plus grande que ,ou plus petite que — 2 

3 3 

Ccd- là, dis-je,le précis des deux derniers articles; mais il faut né- 
cefTairendent obferver ici, que fi dans l’équation x>~px=-±_q,ll^ eft 

une quantité plus grande que nous aurons par multiplication & 

divifion la quantité plus grande que ce qui nous fournit en* 
core une autre marque pour diftinguer la poflibilité ou l’impoflibilité des 
racines, & cette marque la voici :£> /« cube de •E confiàéré comme une quan- 
tité qffirmathe ejl plus grand que le quarré de toutes les trois racines fe^ 
sont pojjioles, fans cela point. 

De la réfolution des Equations cubiques. 

445. Kéfoudre une équation cubique qui n'a qu'une racine pnjfible. 

Il y a ici deux cas ; premièrement , quand l'équation a réfoudre paroîc 
(bus cette forme , a:> —¥pxres-+- ou —q ; fecondement , quand elle paroïc 
ibus cette autre forme , pj;=-+ ou —q : en ce dernier cas, le 

cube de (Ë pris affirmativement eft plus petit que le quarré de -1, à caufe 
que par l'hypothéfe l’équation n’a qu’une feule racine poflible. 

C A s I. 

Que l’équation foit -^px—-±:q'. fuppofant donc que m & n font 
deux quantités inconnues, dont m ell la plus grande, fubllituons m—n 
au-lieu de x dans l’équation x* -+/)x— à caufe que la racine de 
cette équation eft affirmative , & nous aurons m’ — gmw.'n— (-3w«n-«* 
-q.pm—pn=q. Comme nous n’avons encore qu’me équation pour dé- 
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.ttrm’n'T Tes valeurs de ni & li, fivoi'r ponf pouvons - imagi- 

ner à pia.fir quelque air- ■ équation, qui a’de à rendre l’équation propo- 
fée plus fimnle. Sup -ofons donc qmn=r'>, &nous aurons —pn = 3»imn 
— 3mwn;»i l’équation Te trouvera ê'repréfemement,m’ — 3 »imn -4 ^mnn 
■“«* -*■ 3Hiwn — 3mnn=?,c’eft-à-dire,nir — »’ =9:inais jmnzzp par l’hy- 

poihéfe; donc 11=3 -î— & fubilituons préfentement 

^ 3* 17 m* r i 7 «,i 

à la placede—n* dans l’équation wJ—nT =5, & nous aurons 
multi'piiez- toi» les termes de l’équation par »(?,& vous aurez m*— 
'=qm^i donc équation qnî^ appartient en quelque for- 

te à celle du fécond degré ; complétez le quarré,& vous aurez 

_ _ff_ _4..£L; faites -il — y/; & par l’extraélion de la 
* 4 , 37 ♦ »7 . > > , 

racipe quarrée , -r JL = H- r ; ,donc w.’ =/-l ;:+ s .* de ces deux valeurs 

- . T . ■ ‘ ‘ ' J • t .. 

dem.’, là. demiçre, lavoir. ^ -s, e(t n^gaôye .dansai? cas.préfcntj 
car puisque ^-11 H- l^ = ss, nous aurons la quantité plus peti- 
te qve;j^, & pins petite ^e y ,& -1 — r plus petite que zéro: fai- 
tes d,onc_-lr-ti^=»iT':xAvQUf aurez .^ — /j=—nSpüjsquem’ - (j’-qi 
& m fera la racine^cubique de la quantité affirmative -|7 H- J; & — n la 

racine cubique négative de la quantité ^-^s, „ 5 t fera la rackie 

de l'équation propofée. 5 / ff'îaut/si} «/?. X’ — Hpxirr-q^ prawié, 

Tcpient la racine- de f équation xl— l-px=‘~l' q comme ci-dejfus., ^ jwjy chan- 
gez-en le Jigne par l'art. 4.39: £5* la même cbofe doit être obfervée dans tous 
ks autres ^as. Ainû dans, le cas préfentla racine de l’équanon 
fera n — nu. , , . , . _ 

" A s 8- ' 

■ Siréquatîbn eR x‘—px^-+q, c’eft-’‘dlre, fl la quantité p efl né- 
gative, ajcûter en ce cas le cube de préciféniént la même 

chofe que fouflraire le cube de ; & comme le quarré'jt eft pr.'fen-J 

; , . . , I. .. t ■ -i : ■ r.r.i V . ' ■ 

teraent égal à: la quantité s fepa-plus petite quc-^ , <Sr 1 — x 

ILra. 
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fera une grandeur affirmative ; donc — n’ dans le premier cas fe trouvera 
préfentement -l-n’, & la racine m—h fera m-t-n, & la formule fui- 

vance renfermera les deux cas, favoir, ^jouiez au quarré de ou retran- 
chez de ce quarré !e cube de ^ fuivant que la quantité p ejl affirmative ou 
négative dam F équation propofée, ^nommez la fomme ou le rejle ss : faite: 
la racine cubique de - 3 — (.s = m,£ÿ/u racine cubique de — s= — t- n 

fuivant que cette quantité - 3 . — s f/î affirmative ou négative, (ÿ la racine 

de F équation x’-^px = -fq 7 ^a m^n fuivant que la quantité n fe trou- 
ve affirmative ou négative. ' . 

Pour faciliter l’intelligence de ce qui fera dit dans l’article fuivant, 
nous croyons devoir obferver ici que dans F équation px = -l-q, le 
figne de n dans la racine fera toujours contraire à celui de p : ainfi dans le 
premier cas, oàréquàtion étoic x* -+pardg, la racine a été f«— n, & 
dans le fécond cas , où l’équation étoit x'~px—q',h racine a étém-+n. 

Le fécond cas peut àu(t fe démontrer précîfément comme le premier, 
ainfi : mettez m -f » pour x dans l’équation — p» = 7+ ? , & vous aurez 
»«’ -+ 3w*«-f- 3mn’— l-n’— p;n— pn=5: faites 3»m=:-fp, & extermi- 
nez n comme ci-deffus. Si vous aurez l’équation cg; donc 

ht* — qm' =— Sc m*-^ qm’. — _£L ffahes-îl. 

tzss, & vous aurez = ^r:donc puisque dans ce cas m'-l-n*=q^ 

fi la quantité m' eîl fuppôfée égale à -|- -+r, nous aurons n*=-|—>; dont 
ôn peut déduire ja fç^e ôiôncée ci-deflùs. , f. 

■' Mais il cil a noter’ ici, que fi lé cube de -A ell plus 'grand que le 

quarré de -L, la quantité r dans le fécond cas fera impoflîble, «St cela 

étant l’équation ne fauroit être réfolue de cette façon , au-moîhs par des 
nombres polîibles: non que lés racinex demandées deviennent alors im- 
poffiblcs, car^il y a plus de racines poflibles en ce cas qu’en aucun au- 
tre; mais parce que les cubes m' & n’ deviennent impoffibles, «St qu’ainfi 
leurs racines cubiques m «St « ne peuvent fe tirer aifément: quand 
ceh !e peut, l’impoffibilité de ces racines ne fimiCTa point d’obftacle à 
I application de la règle précédente; comme par exemple, foii m = «s 
ri- y— b, <Sc n _ a - v'— i ; en cç cas il eû clair que les grandeurs m& a 

font 
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font l’une & l’autre impoffibles; & cependant leur forame mn-n , c’cfl- 
à-dire , la racine de l’équation fera une quantité réelle , comme 2a , les 
parties impoflibles fedétruifant l’une l’autre; mais nous aurons occjfion 
de revenir à ce fujet dans la fuite. La fuppofition fur laquelle cette A- 
nalyfe eft fondée , fait voir que la règle précédente , qui en eft déduite, 
ne fauroit être univerfelle , à caufe que la fuppofition même n’cft pas 
univerfellement vraie. Elle portoit que la racine x peut être divifée en deux 

parties telles, que le produit de. leur multiplication foit ;mais com- 
ment cela fe fera-t-il fi la racine x efl fi petite qu’elle ne fe trouve pas 
fûfceptible d’une pareille divifion ? Àinfi cette méthode de réfoudre des 
équations cubiques doit nécclTairement devenir impraticable, par des 
nombres poflibles. Quand un nombre ell divifé en deux parties, le 
produit de leur multiplication fera le plus grand quand les parties font 

égales; (voyez art. ni. obferv. 2); donc -^x— ou eft le plus 
grand produit qui puiffe réfulterde la multiplication de deux parties dex: 



fuppofons à-préfent que ce plus grand produit ~ foitpius petit que A, 



& nous aurons xx moindre que -iA , & x moindre que 2 ; or il 

a été fufïiramment démontré dans les arc. 442 & 444, que la quantité x 
fera plus petite que 2 dans le cas où toutes les racines font poflî- 

blés, & que dans ce cas aulîi le cube de ~t fera plus grand que le 



quarré de 

N. B. Quoique la règle que nous venons de preferire pour réfou Ire 
ces deux cas des équations cubiques foit attribuée par Cardan lui-même 
à un fameux Mathématicien nommé Scipio Ferreusy on ne laifTe pas de ' 
l’appeller ordinairement la règle de Cardan, 



Exemple i. • 



Soit propofée à refoudre l’équation x’-f3cx= 1 17. Ici ^=30 , j=i 17, 
Icquarréde-î Iccubede-A = iooo= î?2?,lafomme«L 

“4 3 4 ’ 4 ’ 

^ — — noux=3, 

ce qui fatisfera à la condition du problème. 

Tome IL- , Yy Ex- 
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Appliquons la règle la plus générale à ce cas fimple, favoir 

Ici donc p=o, -^siOjlafommewr:-^ , 

• 1 
= X — f=o, m=Vq, n—o, m—n ou x=Vq. 

£xsufl£3. 

Que l’équation foit *’ — 3<îie = 91. Icip=35, q—Çi ^ 

ï= 1728^1^, la différence sî= î^, x=^, ■î-+t= 6 i, t—s=2f, 
ro = 4, «=3, m-fBOUi=7. 

Exemple 4. 

Qu’il faille réfoudre l’équation x’ — I2x=i5. Icip = i2, q=i 6 , 

= 64, -^ = <Î4i différence xr=:o, -L-i-j=8^ -l-— j=o,m=2, 

n=2, m-hn ou x=4, qui eft une des racines de l’équation : mais par- 
ce qu’en ce cas le cube de eft égal au quarré de cette équation 

aura deux autres racines qui feront négatives & égales l’une à l’autre , 
par l’art. 442; donc chacune de ces racines doit être — a ,pour que les 
deux racines réunies en une fomme puiffent contre- balancer la racine 
afBrmativc 4 en faifant évanouir le fécond terme. 

Exemple 5. 

Que l’équation foit x’— h 2ix=5o. Icipsai, ^—=525.—-* =343 , 

la fomme rr = 968,r= v'pdg , ^ r= 25 -+ 1^968 , s = 25-1/968 : 

or la racine cubique de 25-1-1/968 eft i -f 1/8 , & la racine cubique 
de 25—1/968 eft 1—1/8 par l’art. 426, ex. 2j donc 
— B=i — 1/8, &M-^noux=2. 

Exemple 6. 

Soit l’équation à réfoudre x> — 3x= 18. Icip = 3, Î=i8» — =8r 
I , la différence r x® 80 , r = i/8o , ^ -f r =: 9 H- ^ 80 , L-j=9-i/go ; 

or 
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or la racine cubique de p-f K80 efl , & la racine cubique de 

par l’art. 426, ex.3; donc m= > » = ^~ÿ - ^ 

& M-l-»oux=3. 

Exemple 7. 

Que l’équation foit ï>H-x=io. Icip=i, ç = io, ^=25,^=^} 

la forame = ; r= — xv's =-i^x»'ia; j— j-4 

Vi2,l i=s — Î^Vi2. Or m racine cubiquede 5-f -Î|~yi2elli-1* 

Ü 2 , & — « racine cubique de J — -ü- 1^12 eft i — i 21 par l’art. 42^» 
3 y 3 

ex. 4} donc »i— « ou x=2. 

Exemple 8 . 



5x = 3dv'3. Icip=(S,3=3C»'3.“=972.-0- 



Quel’Squation foit x^ 

— 8 ,Ia fomme rr=p8o, r = v'p8o, i -+ x = 18 v'3~+ v'p8o=:v'972-t’ 
ÿpgo, .î — x=v'p72 — v'pSo: or moularacinecubiquedey'972 H-v'pSo 

«ft V'3-+1^5, & — « racine cubique de V972 — K'pSo eft Vs—Vs par 
l’art. 426, ex. ij donc m—n oux=2i^3. 

Cette dernière équation, favoir x» -f<Sx= 361^3 ,auroit auflî pu être 
réfolue de la manière fuivante: faites yx»'3 = x,& vous aurez x> = 3v^3 
xy», 6x = 6t^3xy, & l’équation fera 31^3 x y» -+ 6 1^3x7= 361^3 : divi- 
fez toute l’équation par 3V3 , & vous aurez y» -f zy = 1 2 , ou p= 2 , j = 1 2 , 

-^ = 36. lafommcxx = -^, x=(/^,i-+ x =s (S -+ 

-«=1— ^,«-«oujr=2î 

yx/3 ou X=;2V'3. 

446. Toutes les fois qu’une équation cubique de la forme précédente 
a un nombre entier pour fa racine , il y aura moyen de la trouver à l’aide 
de la règle énoncée dans l’article dernier, loit par l’extraêlion de la raci- 
ne cubique d’un binôme , ou fans cette opération : . ar il ne fe préfcnte- 
ra dans ce cas aucun binôme qui ne foit fufceptible d’une racine cubi- 
que binôme, & cette racine peut fe trouver par !es direélions données 
dans l’art. 426 : j’avoue pourtant après tout , que cette manière de réfou- 

Yy s 
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dre une équation cubique , en tirant la racine cubique d’un binôme , n’efb 
pas toui-à-fait uaturelle, puisqu’elle oblige à des recherches, qui ne ten- 
dent pas direftement au butoùl’onfouhaited’arriverzonfcradonc mieux, 
à mui) avis , d’avoir recours à la méthode fuivante , qui me paroît beau- 
coup plus dirtfte & plus fimple. 

En gardant tous les Jignes employés dans rartkle précédent, fuppofant ce qui y a 
té démontré ,mejl la racine cubique de la quantité • prenez le nombre entier 

le plu' prochain de cette racine, ou le nombre mixte le plut procbain,(ÿ appellez-le nr; 
tela ctant , puisque 3mn=p , vous aurez n = & la racine de P équation fera 

nir+ à peu prés , c'ejl-à-dire ,ft réquation ejl x*-4-px = q, la racine fera m — 
maisji Péquation ejl x> — px=q, la racine fera m-f-^ , le Jignt 

de'-p dans la racine étant toujours contraire à celui que cette grandeur a dans 
Péquation , comme nous Pavons ob/ervé dans le dernier article: prenez à-pré- 

fent le nombre entier le plus prochain de la quantité ra -(- -H- nombre 

3 ® 

fera la racine de P équation en cas qu'elle ait une racine rationelle ; « ais fi elle 
n'en a pas , ce nombre ne laijfera pas (P être le nombre entier le plut prochain 
de la racine , £5* pourra fervir de fondement à une approximation , au moyen de 
laquelle nous aurons la vraie racine à ta différence pris que nous voudrons ajji- 
gner. Comme on le verra dans la faite, 

N. B. L’extraélion de la racine cubique m efl rendue tant foit peu 
■plus facile par une obfervation, qui fe trouve à la fin du troilléme 
exemple dans l’art. 426, à laquelle nous renvoyons. 

Exemple de cette manière de réfoudre des Equations cubiques. 

. Exemple 1. 

Soit réquation t»-2ox=9<î. Ici p=c"o ,q=p 6 ,SL.%>yoq,-^ __!£ 22 _ 
= 296 à peu près; car la plus parfaite exaéliiude n’eft pasrequifeici;par 
conféquent la différence rx= 2008, J’=45,4~*"^ = 93>'"=47>^=|^ 

•- ~^,m-¥ 6 — donc le nombre entier le plus prochain de 

»• j’tflàye de réfoudre l’équation à l’aide de ce nombre 6, 

& Topération réuffit; car fuppo/ant la quantité x égale à ô, on aura 
<X‘ — 2CX=^6. 

Ex- 
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Soit l’équation *>—!-*= 10, qui eft la même que celle que nous 
avons prife pour feptiéme exemple dans le dernier article. Ici donc;=i , 

q=io, — = 25,-^=-^» fommeir = 25-f-^; mais comme la 

fra£Hon très-petite en comparaifon du nombre 25 auquel elle eft 

jointe, je fais rr=2j, ce qui donne x= 5 , L_,.j=io, w = 2,-^ = ’- 

^ ~^~=2 i, dont le nombre entier le plus prtchain eft 2; j’ef- 

faye donc de réfoudre fcquation avec ce nombre 2 , & la chofe réuflit. 

Exemple 3. 



Soit l’équation = 4 °' Ici P = 16, 5=40, -2^ = 400, 

la différence jx= 248, r= 16 , — » '” = 3 -3 

2 ; 2 

3-î- à peu près , i .6 ; donc m -f 4 -9 > dont le nombre entier 

le plus prochain eft 5; j’effaye donc de réfoudre l’équation avec le rom- 
bre 5 , mais la chofe ne réuflit pas; d’où j’infére que cette équation n’a 
point de racine rationelle, mais que 5 eft le nombre entier qui en appro- 
che le plus. 

Si Ton demande la racine d'une équation cubique, dont les fept premiers ca- 
ractères /oient vrais, fans approximation, la meilleure méthode fera de tirer la 
racine cubique au moyen des logarithmes , comme dans l’exemple fuivant. 

Exemple 4. 



Soit l’équation y» — 2^=5, Ici le quatre de - 2 - eft - 25 - = 6 .25, & le 
cube de^ eft -^ = -296296296296; donc nous avons la différence xj=j 
^53703703704, &r=2. 440021; & -i— t-r ou m>=4 940021 ;log.wi 
(c’eft-à-dire, le logarithme de mr) = o .6937288 ; par conféquent log. 
«=o .2312429; fog. 3w=o. 7083642; log.-^=— I .5926658; m=i 

-703 1 1 1 ; -39 14405 ; « -h ou y = 2 .0945515. Neuf des pre- 

miers caiaèléres de la racine lont 2 .09455148. Voyez art- 458. 

Yy 3 



y 
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447. J’ai obfervé dans le pénultième article, que la règle, qui y a été 
donné.- pour réfoudre une équation cubique de ce genre x» — 

fubflfle même dans le cas ou le cube de eft plus grand que le quar- 

ré de -1 ; & cette règle pourroit s’appliquer ici avec le même fuccès 
8 

que dans d’autres cas, fi nous avions une manière fUre d'extraire la ra^ 
cine cubique d’un binôme impofiible ; je veux dire d’un binomu , dont 
une partie elt une quantité impoflible. Qu’il me Toit permis de jufiifier 
ce que je viens d’avancer par un exemple , qui fera voir que la force de 
la vérité eft fi grande, qu’elle pénétre même au travers de l'impoflible, 
fans que fa nature en foit altérée. Soit donc propofée à réfoudre l’equa- 
tion X* — I5X=4: il eft bien clair que cette équation n’appartient il au» 
cun des cas qui ont été examinés jusqu’ici , puisque p eft précédé ici d’un 

Cgne négatif, & que 1 25 cube de eft un nombre plus grand que 4 
quarré de -L cela étant , xr=4— i2j = — I2i = -|-i2ix— i j donc 

s=ii*v'—i; donc-|--t-x=2-+m^— — x=2 — i. Or 
la racine cubique du binôme impoflible 2-¥ iiy — i eft 2— l-v'— i,ce 
que je démontre ainfi : le cube de a -fi eft a* -h -+ ^abb i' ; faite» 

«=2, &.b=V—i ,&. vous aurezflJ = 8 , ^aab= 1 2V— i , iabb= 6 -^— i 
—— 6 , & = — V— I, & la fomme de ces termes eft 2-i- iiy— 1 ; 

-donc le cube de 2 -f — 1 eft 2 — t- 1 1 - i , & la racine cubique de 
2— l-iiv'— I tH2-^V-^i ; de-plus, la racine cubique de 2 — iiv' — i 
eft 2 ~V — i; deforte que dans ce cas m=2-hy—i , n = 2 — y — r , 
& m-f n ou x=4, ce qui eft vrai; car fi la quantité x eft faite égale 
à 4 , on aura x» — 1 5X =4 ; mais ceci eft un cas dans lequel les trois racines 
de l’équation font poflibles ; c’eft pourquoi fi l’on demande les deux autres 
racines poflibles, toutes les quantités doivent être mîfes dans un feul mem- 
bre de l’équation , & ce membre être divifé par x-4 ainfi. Si x>— i5x=4,nous 
aurons x»-i5X-4=o; divifez x> -isx~4=o par x-43-o, & le 
quotient fera xx-l-4x-l- 1 =0; équation qui donne, outre la racine dé- 
jà trouvée, x=— 2— ^1/3, ou —2—1/3; deforte que les trois racines 
de l’équation propofée font 4, -2 H- 1/3, & -2-1/3: car quelle de 
ces racines qu’on fubftitue à la place de x dans l’équation, ede donnera 

XI - i5X=4. 

On demandera peut-être, puisqu’il n’y a point de règle connue pour 
1 extraéUon de la racine cubique d’un binôme impoflible, comment j’ai 
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pu trouver que la racine cubique de c -fi — i étoit 2-f v'— : i : je 
réponds, que la chofe n’a point été trouvée, mais que cette racine a été 
connue par compofition & point par réfolutîon. J’ai pris deux binômes 
impolübles, dont les parties impoflibles étoient égales & contraires l’u- 
ne à l’autre , comme 2 — i , & 2 ~y' — i ; & faifant enfuite 2 -f V—i 

= »»&2— V' — i = n,j’ai multiplié ces grandeurs l’une par l’autre , & ai 

trouvé mn=5: cara— l-6xa — i donne aa— ii;faitesa = 2&i=»^_i, 
& vous aurez aa=4,i’ = -i , & — ô*=-f i ; ainfi aa — bb=S' puis 
. donc que >nn = 5, nous aurons 3(7m=ij. De-plus, m^ = 2 ~+ ny—i 
comme ci-defliis , &«> = 2 — iiV — i; par conféquent m> -f n» = 4. Or 
il paroît par l’analyfe employée dans l’article pénultième, que la grandeur 
3mn ell égale au coèfficient p dans l’équation à réfoudre , & que dans le 
cas où P eft précédé d’un ligne négatif, la grandeur m» -f n> ell égale 
au terme abfdu 4; ainfi je forme une équation dans laquelle p = is & 
5 = 4 ; & cette équation fera x' — 152 = 4 , qui eft facile à réfoudre , les 
racines cubiques des binômes impoflibles 2—biiy'—i& 2— iiV— i 
étant connues. 

J’ignore fi quelqu’un a trouvé une méthode d’extraire la racine cubi- 
que d’un binôme impoflible ;la plupart des Auteurs n’en font aucune men- 
tion, & ceux qui en parlent, n’en difent pas grand’chofe. LeDr. fVallis 
efl presque le feul qui ait fait quelque tenutive à cet égard , mais avec 
très-peu de fuccès. 

448. Je pafle préfentement à la confidération de ce dernier cas des 
équations cubiques, favoir *•— px=:^g, où le cube de -t. pris affir- 
mativement eft plus grand que le quarré de ; pour cet effet , il fuf. 

lira d’envifager l’équation q fous le pointde vue de l’art. 439. 

Or quoique cette équation ne puifle pas fe rélbudre exaftement d’une 
manière direéle, même quand la racine eft rationelle , la chofe eft néan- 
moins poffible indireftement; & qoànd la racine eft irrationelle , à l’ai- 
de de la règle fuivante on en trouvera au-moins les trois premiers caraélé- 
res ; deforte que fi l’on exige un plus grand degré de précifion , on n’a 
qu’à avoir recours à la règle d’approximation donnée par AVw/ûb, &qui 
fera expliquée dans la fuite. 

Faites -^=0, {ÿ i^b-t-c=d; je dis cela étant, ^ 

la racine affirmative de liquation propofie fera ^a— hd à peu pris. 

Dans les articles 442 S* 444 il a été démontré, que cette racine affirmative 
ne monte jamais plus haut que c'ejl-à-dire, rilativement à liquation 
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préfente ,jamms plus haut que ne defeeni plus bas que Za V'p ou ; 

que dans le cas précédent, le quarré de -1 fera égal au cube de Z; /oi U 
fuit que q cjl égal à deux fois la racine quarrée de •— ou à la racine 

quarréede , Ê3* que dans le dernier cas q efl égal i o ; deforte que qafes 

limites aujjî-bien que la racine de Véquation. On pourra inférer de-plus de la 
démorflration de cette règle , que quand la racine affirmative atteint à la plus 
haute de fes limites 2a , la règle donnée ici fera exaéle , fÿ qu'elle s'éloignera 
le plus de F exaéiitude parfaite quand la racine affirmative tombe aujjï bas qt elle 
le peut, c'efl-à-dire, jusqu'à , ce qui donne q = o. EfTayons donc la rè- 
gle dans ce cas, qui cil le plus defavantageux poflibIe,& voyons fi en ce 
cas-là même nous n’aurons pas les trois premiers carafléres de la racine. 

Que l'équation à réloudre foie x’ -.3x=o. Ici divifanc l'équation par 
X, nous avons xx — 3 = 0; donc x racine affirmative de l’équation ell 
c’ell-à-dire, i .732 ü’c. qu’il faut employer à faire l’elfai de la rè- 
gle précédente : mais avant de rien tenter à cet égard , il faut obfer- 
ver, que comme dans ce cas a=i, nous aurons ’a (qui eft la plus 
grande partie de la racine cherchée) = i .25; ce qqi fait voir, que les 
trois premiers caraéleres de cette racine font compolés d’un nombre en- 
tier ôc de deux carafléres décimaux ;fi bien que les termes définis dans 
cette règle, là où ils ne fauroient être déterminés avec une parfaite pré- 
cifion , n’ont pas befoin d’ être calculés au-delà de deux carafléres déci- 
maux, de la manière fuivante :/)= 3 ,î=o,azz i ,i=o, c=. 23,d=.48, 

52 -= 1 .2j ; donc -52 — d= .73 , qui eft la vraie racine de l’équation pro- 
4 5 ^ 

pofée, au-moins relativement aux trois premiers carafléres. . 

Que l’équation foit x’ — 3x = . 929203. Quand p=3 , comme dans le 
cas préfent , la plus haute limite à laquelle q puilTc parvenir eft -+2 , & la 
plus baffe o ; donc dans l'équation propofée en dernier lieu , q fe trouve 
à peu près à une diftance égale de fes deux limites, quoique tant foit 
peu plus proche de o: effayous cependant 11 dans ce cas notre règle ne 
nous donnera point la racine de cette équation vraie jufqu’à quatre ca- 
rafléres, obfervant comme ci-deffus, que des quatre premiers caraflé- 
res de cette racine, l’un eft un nombre entier & les trois autres des ca- 
rafléres décimaux, & partant que les quantités q,a,b, c, d,' quand el- 
le? ne font point déterminables avec précifion , doivent être calculées 
jufqu’à trois carafléres décimaux, de la manière fuivante:/) = 3,9=.929, 
<j=i,i = .ijj,c=.229,d=.620,|a = i .2jo, 'a -j-d=i.87o: la véri- 
table 
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table racine efl i .87 ; donc notre règle détermine jiifqu'aux quatre pre- 
miers caraftéres de la racine de cette équation. 

Soit propofée l’équation du dernier article,favoir,a:’ — 15»=4. Com- 
me ici p= 15, la plus haute limite à laquelle 5 puifle arriver, efl 1/500, 
c’eft-à-dire , 22-f, & la plus bafle zéro; donc dans cette équation, g' 
ell fi prés de fa limite la plus bafle, que nous ne devons pas nôu» 
attendre à avoir plus de vrais caraâéres de la racine que les trois 
premiers, dont l’un fera un nombre entier, & les deux autres des ca- 
raftéres décimaux, à caufe que dans ce cas 0=1/5. Ici donc p = i5, 
9=4,fl=2-24»*=-30>c=i-i5.<I=i •2o,?a=2.8o,^'aH-d=4.oo;la, 
véritable racine efl 4 par le dernier article. • 

Enfin , foit l’équation — 8.t= 3 , où les limites de q font 8 .7 & o.' 
Icip = 8,? = 3,aa=2 .666667 . « = i -<533 , ô = .306 , c= .du , d=.95S , 

J 0 = 2 .041 ,|a— f-d=ï .999* nombre auquel il ne manque qu’une uni- 
té à la quatrième place; car la véritable racine èft 3. 

J’ai obfervé ci-defliis , que quoiqu’une équation de ce genre ne puifTe 
pas être réfolue direftement même quand la racine efl rationelle, la chofe 
peut fe faire pourtant d’une façon indireae;car qui verra la racine ainfi 
trouvée approcher fi fort du nombre 3 fans eflâyer le nombre 3 lui-mê- 
me? & s’il le fait, il trouvera que c’eft la véritable racine de l’équation.” 

Avant que d’entreprendre la démonftration de la règle précédente , je 
prierai le Leéleur de remarquer que la racine affirmative d’une équation eu- 
bique ell renfermée entre des limites bien plus étroites qu’aucune des 
deux autres, ce qui contribue à la faire trouver plus aifément : car en- 
tre la limite la plus haute 20 , & la plus bafle o s/3 , il n’y a guéres plus 
de différence que ia; fi bien que fi l’on fait la quantité 20— e égale à 
la racine aliirmative cherchée, la grandeur e, quand elle fera la plus 
petite, pourra être égale à o, & quand elle fera la plus grande ne fur- 
paffera jamais \a. Cette remarque étant préfente à l’efptit du Leéleur, 
qu’il mette 2a — e pour la racine aflirmative x dans féquation x’—px=q, 
ou x’ — 3oox=î, & il aura x’ = 8o’ — i2o<w-M5o^* — e*, —2aax=—6a' 
H- 300e, & x’ — saax=2a’,—9aae~i-6aec—e’=:q: or fi l’on fe rai>pel- 
le ce qui a été dit , on s’appercevra que la quantité e ne peut être que très- 
petite en comparaifon de 2a l’autre partie de la racine; & cela étant,' 
fon cube e’ ell fi peu de chofe dans l’équation précédente, qu’en l’effa- 
çant l’équation n’en fera guéres affeélée: qu’on l’efl'ace donc, & l’équa- 
tion fera ôaee—prtseH- 2a’ =4, oa 6aee~9aae=q— 2a’ : divifez toute' 

l’équation par 6a, & vous aurez ee — — : mais -2- = 

' 2 - 6 a &j*' 

Tome IL Zz = 
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mais 



aa: 



— SL J donc ee— ~ae-^- aa—b— — aa- 4 --^ 

■“2/> ’ 6a3’ a 6 3 >o 

lis-iaa-f fg aa--!^ 3 ‘’“=tÏ ="î T 



_i- _? aa=J-^c: tirez la racine quarrée, & vous aurez e_ia = — H 

i6 “• 

ainfi < = 1 a — H : mais «, dans le fëns où cette quanti- 
té ell prife ici, ne fauroit être J a H- rf, a caufe qu’eüe ne peut jaraait 
furpaflTer ia; donc e doit être Ja— la grandeur 2a— e ou la racine 
affirmative cherchée doit être \a-+d k peu près i & la différence à ceC 
égard devient plus petite à proportion que la quantité e approche da» 
vantage de zéro, c’eft-à-dire , à proportion que la racine affirmative ap- 
proche davantage de fa plus haute limite aa, ou que la grandeur q ap- 
proche de 



Définitions. 



- 449- Toutes les équations cubiques comprifes dans la clalTe des deux 
premiers cas , c’eft-à-dire , où *’ H-ps; = H:?,ou bien, où x'-px = ;±q, 
& le cube de ^P''** affirmativement eft plus petit que le quarré de — ; 

toutes ces équations , dis-je , peuvent fe réfoudre de deux manières, ou 
peu correêiement à l'aide des règles précédentes, <& puis avec plus 
d’exaâitude par approximation , ou bien en une fois par l’extraélion des ra • 
cines quarrée & cubique faite avec foin , comme nous l’avons enfeigné vers 
la fin de l’art. 446 ; & pour ceteffet il n’y a point de méthode plus expéditive 
que de fe fervir d’une bonne table de logarithmes. Et comme ces deux cas fe 
' Séfolvent aifément par une tablede logarithmes, ainfi le troifiéme& dernier 
ças peut fe réfoudre par une ubie de finus, comme nous le dirons dans la fui- 
te; mais avant que d’aller plus loin, nous allons marquer, en faveur de ceux 
qui l’ignorent , ce qu’il faut entendre par le finus d’un arc ou d’un an- 
gle , & ce que c’eft qu’une table de finus. 

Le finus de quelque arc i un cercle, ejl une ligne menée de Fune des extré- 
mités de cet qrC, perpendiculairement à un diamètre pajjant par Foutre extré- 
mité du même arc. Ainfi dans le cercle J B CD {Ftg. 62 ,) dont le dia- 
mètre eft AE.C,\q finus de l’arc AB eft la ligne A£,qui tombe de A une 
des extrémités de cet arc, perpendiculairement fur un diamètre paffant 
par le point yf, qui eft l’autre extrémité: il paroît par cette définition 
que la même ligne ££ eft aulTi le finus de farc B C-, car elle tombe de 
B une extrémité de cet arc, perpendiculairement fur un diamètre qui 
paile par C l’autre extrémité du même arc : deforce que toute ligne, qui 

eft 
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e(l le fmusd’un arc, elt aolTi le finus du complément de cet arc audmi- 
cercle. Il fuit aufli de cette définition , que Le finus d'un arc quelconque 
ejl la moitié de la corde du double de cet arc: car fi l’on prolonge la ligne 
B £ à travers £ jufqu’à ce qu’elle rencontre de-nouveau le cercle en Z) , 
la ligne B E fera la moitié de la ligne BD', & que la ligne B D fera la 
corde de l’arc B AD, qui eft double de l’arc la même ligne BD 

fera aufli la corde de l’arc BCD , qui cil double de l’arc B C. 

Le finus d’un angle nefi autre chofe que le finus de F arc qui mefure cet 
angle: comme fi £étoh le centre du cercle AB CD, & qu’on eût me- 
né la ligne B£, la ligne BE feroit le finus de l’angle AFB, à caufe 
qu’elle efi le finus de l’arc AB\ nous en dlfons autant du finus de l’an- 
gle B FC , à caufe qu’il eft le finus de l’arc B C. 

Une table de finus efi une fuite régulière cimprenant les finus de tous les 
arcs depuis une minute jufqu' à quatre-vingt-dix degrés; c’eft-à-dire, en fup- 
pofant le rayon de chaque cercle divifé en dix millions de parties égales, 
la table exprime combien de ces parties Ibnt contenues dans le finus de 
chaque degré & minute d’un degré, depuis une minute jufqu’à 90 de- 
grés : & il n’eft pas nécclTalre d’aller plus loin , à caufe ( comme je l’ai 
obfervé ci-defliis) que toute ligne qui eft le finus d’un arc , eft aufli le 
finus du complément de cet arc au demi-cercle ; cela étant, fi j’ai befoin 
du finus d’un arc de 150 degrés, je n’ai qu’à chercher dans les tables le 
finus d’un arc de 30 degrés: or vis-à-vis de 30 degrés dans la table des 
finus je trouve le nombre 5000000, qui m’indique que fi le rayon d’un 
cercle eft divifé en 10000000 parties égales, le finus de 30 degrés con- 
tiendra 5000000 de ces parties, & partant que le finus d’un arc ou d’un 
angle de 30 ou de 1 50 degrés eft égal à la moitié du rayon , & ainfi du refte. 

N. B. Toutes les fois qu’il fera fait mention d’un finus, il faudra fe 
fouvenir que le rayon ou finus total eft de 10000000 parties égales. 

^ L x M M E. 

450. Dans toute figure quadrilatère infcrite à un cercle, le rellangk des dia- 
gonales efi égal aux deux reBangles des côtés oppofés. (Fig. 63. ) . 

Soit A BCD un quadrilatère infcrit à un cercle ayant pour diagonales 
AC ^ BD: je dis que le reftangle AC*. BD eft égal aux deux reétan- 
gles AB*CD & AD*BC pris enfemble. Car de l’angle A menez 
à la diagonale B Z) la ligne AE, qui fafle l’angle BAE égal à l’angle 
CAD-, cela étant , fi l’angle intermédiaire C/Z £ eft ajoûté à tous deux, 
on aura l’angle CAB égal à l’angle EAD: outre cela, les angles AB E 
& AC D font égaux, comme étant appuyés l’un &. l’autre fur le même 

Zz 2 arc 
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arc ^Di & par la mdme raifon l’angle eft égal â l’angle j 4 CBy 
comme étant appuyés l’un & l’autre fur le même arc À B. l cite cgali- 
te jungles nous donne deux paires de triangles femblabics, favoir,>^B£, 
ACD & AD E, A CB: dans les premiers triangles femblables, favoir, 
ABE & ACD nous avons AB à BE commey^CaCD;donc ACxB E 
^AB*CD: dans les autres triangles femblables, favoir, AD E St AC B 
nous avons à D£comme y^C à CB; donc AC*ED=AD* BC, 
Ajoûtez enfemble ces deux équations,&vousaurez^CxB£-fv^Cx£û 
s:ABxCD~+AD»B C: mais les deux ri.élanglcsy^CxB£— t- ACxED 
font égaux au reêUngle AC*BD', donc ACxB D— A BxCD-+ AD 
y-BC, c’eft-à-dire , le reêlangle des diagonales eft égal aux deux reêlaa- 
gles des côtés oppofés ajoûtés enfemble *. C. Q. F, D. 

L E M H E. {Fig. 64.) 

451. Soit ABC un triangle iquHatére infcrit à un cercle; Ê? gue tun de 
fes angles A fait menée une ligne comme A D E , coupant le côté oppofé B C 
SB D , iÿ le cercle en E; fi l’on mène les cordes B E , C E , /« dis que la cor- 
de AE fera égale à la fomme des deux cordes B E fÿ C E ajoûtées enfemble. 

Car par le Icmme précédent, la figure quadrilatère A BEC donne l’é- 
quation fuivante, AEyBC—AByEC-\-AC*EB: mais les trois côtés 
du triangle ABC font égaux par la fuppofition: rayez -les donc dans . 
l’équation précédente, & vous aurez A E = B E-+ EC. C. Q. F. D. 

N. B. Le lemme auroit pu être démontré indépendamment du pré» 
cèdent, mais nous aurons befoin de l'un & de l’autre. 

PxoBLEHE. (Fig. 65, 66.) 

452. Soit ABCD un arc d'un cercle donné dont le diamètre efi AF j 

(jf que fore AB foit le tiers de Fore total ABCD: on demande, la cor- 
de de Fore A BD étant donnée , de trouver la corde de Farc A B ; cela, foit 
que Farc ABD foit moindre qu'un demi-cercle , comme dans la Joixante cin- 

quième figure , ou plus grand , comme dans la foixante fixiémt ; les figues , 
la façon d'argumenter fÿ la conclufion étant les mimes dans les deux cas. 

Faites l’arc BC égal à l’arc B A, deforte que les trois arcs AB, 
BC, CD foient égaux entre eux; outre cela, à compter depuis F 
extrémité du diamètre, retranchez de chaque côté les arcs FE & £G, 
égaux chacun à l'arc AB; & après avoir mené les cordes AB, BC^ 
CD, DA, AC, BD; comme aufli les cordes A£, EF, FG, G A, G Et 
appeliez le diamètre connu AF la, & la corde connue AD 2b; ap- 
pel* 

. * Ceft le raneuz théorème de Ptohmie. Voyez Alfflse. Liv.L 
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peliez la corde AB ou BC ou CD ou EF ou FG *, & la corde 
AC o\x B D oa E G y \ ^ par cela même que le triangle ^ £ E dans 
le demi-cercle ell droit en £, nous aurons AE'=AF' — FE'~!^a 

—XX, & AE ou AG^V^ao — xx. Cela étant, les deux quadrilatè- 
res A B CD & A EFG foumilTent les deux équations fuivantes par 
l’art. 450, favoir, AC » B D = A B * C D -¥ A D xBC , c'e&-ï-&re , 
yy=xx-^-ibx; &AFxEG = AExFG-i-AGxEF, c’eft- à-dire, 

2ay = y4a*-ï* *2x; donc y = ,&yy= mais en for- 

mant l’équation nous avons yjfsxx-faZa; donc — ** =xx— l-aix : 

multipliez cette équation par (M&divifez-laparx,&vous aurez 4aax x* 

— aux -+• 2aab , & par tranfpolltion ‘^aax—x'=2oab , ou x’ — ^aax = — 2aab ; 
ce qui fait voir , que la corde fera une des racines affirmatives de cette 

équation cubique x* — 3 <mx =— 2oab; & cela étant, la corde d’une troifiéme 
partie de l’arc fitué de l’autre côté , favoir AD , doit être l’autre racine 
affirmative de la même équation : car foit que x défigne l’un ou l’autre tiers 
d’un arc, l’équation fera la même, & par conféquent concerne éga- 
lement les deux cordes: c’eft ce qu’on ne fauroit révoquer en doute, 
fi l’on applique le même raifonnement aux deux figures : mais il faut 
prendre garde ici, que dans l’équation x> ~ ^aax = - zaab , la quanti- 
té b confidérée affirmativement ne doit pas être plus grande que a; 
car en ce cas la quantité 2b ou la corde AD feroit plus grande 
que 2a ou le diamètre AF. 

PsOfiLEMS. 

453 - fuppofant ta po[Jtbilité de la trifeStion d'un arc de cercle, on de- 
mande de conjlruire une équation cubique de cette formule x>— px = -l-q, 

dans laquelle le cube de ^ ejl fuppofi plus grand ( ca du- moins pas plut 

petit) que le quarré de 

Donnezal équation cette autre forme x> — ^aax— — f 2<Miparl’art. 440; 
cela étant, puisque ^ eft plus grand que c’eft- à- dire, puis- 

que a* eft plus grand que a^bb, nous aurons aa plus grand que b b, & a 
plus grand que b. 

Prenez la ligne a comme rayon pour décrire un cercle (Fig. 67,) dent 
lequel nous fuppoferotis injerite la corde AU = ib,- prenez Parc AB égal 

Zz 3 au 
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au tiers de tout Parc A B D , depuis F angle B inf crissez au cercle le trian- 
gle équilatéral BHK: puis ayant mené les cordes AB, AH, AK, dis 
que ces trois cordes , précédées des fignes qui leur comsienpent , feront les trois 
racines de réqiustion propofèe. Car premièrement, que l’équation foit 
aî — 3aajc= — 2aab: il paroîtra manifeftement alors par le dernier arti- 
cle, que la corde si B, c’ell-à-dire, la corde d’un tiers de l’arc si BD, 
fera une des racines affirmatives de l’équation propofèe , & que la corde 
d’un tiers de l’arc si KD fera l’autre racine affirmative; mais la corde 
eft la corde d’un tiers de l’arc A KD, et que je démontre ainfi : Les deux 
arcs A B D & A KD forment enfcmble une circonférence entière , & les 
deux arcs AB ôc AK forment enfcmble un tiers de cette circonférence 
par la conftruéüon: mais l’arc AB eft un tiers de l’arc A BD pu \a. con- 
ftruftion; donc l’arc ^ A eft un tiers de l’arc AKDi donc les deux cor- 
des AB & AK feront les deux racines affirmatives de l’équation propo- 
pofée, & leur fomme précédée d’un figne négatif fera la troiCéme raci- 
ne, à caufe que le fécond terme de l’équation manque: mais la fomme 
des deux cordes A B &. AK tü. A H pus l’art. 451 ; donc les trois raci- 
nes de l’équation propofèe font les cordes -+ AB, -+ AK & — AH. C’eft 
pourquoi en fécond lieu , fi l'équation eft x’ — 3aax= -f 2aab , fes trois ra- 
cines feront les cordes AH , —AB&—AK. 

N. B, Dans cette conftruflion , les quantités a, b & x font fuppo- 
fées être des lignes , ou du-moins être repréfentées par des lignes. 

Problème. 

454. Toutes chofes étant fuppofées comme dans le dernier article , qu'ilfailli 
réfoudre Péquation précédente au moyen d’une table de ftnus. (Fig. 67.) 

Que p défigne en degrés & en minutes l’arc dont le finus eft A , c’eft- 
à-dire , la moitié de l’arc A BD', nous aurons en ce cas l’arc A B D=2p, 

l’arc AB = -^,&h corde A B égale au double du finus del’arc-E : de- 
3 3 

plus, puisque l’arc BJKe&un tiers de toute ia circonférence, c’eft-à- 

dire, égal à nous aurons Vaic A & la corde AK 
3 3 

égale à deux fois le finus de l’arc enfin, l’arc AB H eft égal à 

,& partant la corde AH eft double du finus de l’arc mais 

. ^ 3 

l’arc 180— P eft le complément de l’arcp au demi-cercle, & l’arc 1 80 -t-p 

eft le complément de l’arc 180— p au cercle entier: trouvez donc, dans 

un cercle dont le rayon eft a, trois arcs, p,qôir, dont l’arc p a pour 

finus 
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finui b, dont l’arc q efl le complément de p au demi-cercle, & dont r 
eft le complément de q au cercle entier , & les trois racines de l’équa- 
tion propofée feront les doubles finus des arcs & —, leurs lignes 

3 3 3 

devant être déterminés comme dans le dernier article. 

N. B. Les racines feront plus exafles it proportion qu’on déterminera 
avec plus d’exaéhtude l'arc p; mais s’il fe trouve quelque erreur dans la 
détermination de cet arc, (& il n’eft pas poflîble qu’il n’y en ait,) elle 

affcélera le plus le finus de ^,& le moins le finus de — ; c’efl: pourquoi, 

comme il fuffit de trouver par la trigonométrie une feule de ces racines , 
il ell plus à propos de chercher le finus de l’arc y. 

Avant que de donner un exemple rélatif à ce cas , il faut que j’avertiflTe 
l’apprentif Algébrifte, que dans une table des finus, nous avons non feu- 
lement les finus de tous les arcs qui peuvent être exprimés en degrés & 
en minutes jufqu’à 90 degrés , mais aulfi leurs logarithmes placés vis-à-vis 
d’eux, pour épargner la peine de les aller prendre dans une uble de lo- 
garithmes; & que le logarithme du finus de 90 degrés ou du rayon 
eft 10 .üoooooo. 

Ces éclairciflemens étant donnés , que l’équation à réfoudre foit 
X’ — II7X=324: Ici a= 1/39, donc en ce cas le rayon du 

cercle ^ B /f eft v 39 , & le finus de l’arc p dans ce cercle eft ; mais 
l'arc p ne lauroit êtreconnu au moyen de ce finus, parce que nous n’avons 
point de tables calculées pour ce rayon. Ainfi pour déterminer la gran- 
deur de l’arc p, il faut avoir recours à la règle de proportion, & dire: 
comme 1/39 rayon du cercle jiBHK, dom le logarithme eft o .7955323, 
eft au rayon de la table des finus, dont le logarithme eft 10 .0000000, 
ainfi la grandeur finus de l’arc p dans le cercle AB HK, dont le loga- 
rithme eft O .6184504, au finus de la table pour ce même arc, dont le 
logarithme eft 9 .8229181. Ce logarithme a été trouvé en ajofitant en- 
femble les logarithmes du fécond & du troifiéme des termes de la pro- 
portion, & en retranchant de la fomme le logarithme du premier. 

Ayant ainli trouvé le finus logarithmique de l’arc p , cet arc même pourra 
fe trouver ainfi : parmi les finus logarithmiques, &vis-à-vis 609.8228302, 
jetrouve4i degrés 41 minutes,ài vis-à-vis dc9. 8229721,41 degrés 42 mi- 
nutes;donc l’arcp eft entre 41 degrés4i minutes, &4idegrés42minutes; 
& pour le déterminer plus précilétr.ent , jeprendsnon feulement la différen- 
ce de-s deux finus loga-.tnmiques qui font l’un d’un cote & l’autre de l'autre 
côté du linus dep , moia auüi la difi urcnce entre le finus de p, & le plus proche 
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finus plus petit de la fable: la première différence eft 1419, & la dernière 
879;je dis donc , comme 1419, différenceentre lesdcux finus les pluspro- 
ches de chac]ue côté du finus de p,eft à une minute, différence de leurs 
arcs , ainfi le nombre 879 , différence entre le finus de p & le plus pro» 
che finus plus petit de la table, à 619, différence entre l’arc p & l’arc 
le plus proche plus petit de la table : puis donc que l'arc le plus proche 
plus petit de la table eft de 41 degrés 41 minutes , l’arc p fera de 41 de- 
grés 41 .619 minutes. Retranchez préfentement l’arc p d’un demi-cer- 
cle, c’eft-à-dire de 180 degrés 00 minutes, & vous aurez rarc4=i38 
degrés 18 .38 1 minutes; retranchez encore l’arc q d’un cercle entie r, c’eft- 
à-dire de 360 degrés 00 minutes, & vous aurez l’arc r= 221 degrés 

41 , 619 minutes; donc *^ = 73 degrés 53 .873 minutes. Mais avant 

de pouvoir trouver le finus de l’arc dans le cercle ABHK, il faut 

que nous trouvions d’abord fon finus dans la table de la manière fuivan- 
te: le finus logarithmique de 73 degrés 53 minutes eft 9 .9825871 , & 
le finus logarithmique de 73 degrés 54 minutes eft 9 .9826236, & leur 
différence eft 365 : je dis donc, comme une minute, différence entre les deux 

arcs de la table de chaque côté de Tare eft à 365, différence entre 

les finus de ces arcs, ainfi eft .873, différence entre l’arc — & l’arc le 

3 

plus proche plus petit de la table, à 319, différence entre le finus de 
l’arc & le plus proche finus plus petit de la table: donc le finus de ^ 

la table pour l’arc eft 9 .9826190. 

Voici comment je détermine le finus du même arc -L dans le cercle 

A B HK: comme le rayon de la table , dont le logarithme eft i o .0000000, 
eft à v'39 rayon du cercle A B H K, dont le logarithme eft o .7955323 , 

ainfi eft le finus de la table pour l’arc dont le logarithme eft 

9 .9826190, au finus du même arc dans le cercle AB H K, dont le lo- 
garithme eft o .7781513. Cette opération doit auÛi fc faire par les lo- 
garithmes , mais les proportions intermédiaires peuvent fe trouver à la 
façon ordinaire. 

Ayant ainfi découvert o .7781513 finus logarithmique de l’arc dans 

le cercle ABHK, je prends le nombre naturel qui y répond dans la table 
des logarithmes, & je trouve que c’eft 6 .000000, & le double du finus 

na- 
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naturel cft la racine de l’équation, favoir , 12 .000000. Je fais l’elTai 
avec ce nombre 12, & il me réuflit. , 

Cette racine 12 étant ainfi trouvée, j’aurai facilement les deux autres 
racines par la divifion, comme ci-deflus: fuivant les art. 431 & 432^ 
placez les quantités de l’équation propofée 1171=324 dans un feul 
membre, & puis divifez a» — 1 17Ï — 324 par * — 12, & le quotient fe- 
ra x‘-+-i2ï— 1-27 = 0; réfolvez cette équation, & vous aurez pouf ra- 
cines —9 & —3 ; donc les trois racines de l’équation propofée font 
-M2,-9&-3. 

PnOBtEME. 

455. Trouver deux moyennes proportioncHes entre deux nombres donnés. 

Que a & b foient les deux nombres extrêmes donnés, & x & y les 
deux moyennes proportioncHes cherchées, c’eft-à-dire , que a, x, y 
& b foient en proportion continue ; cela étant , puifque a eR à x 
comme x ell à y, & comme y eft à i ; les fraélions ^ fe- 
ront toutes égales , & nous aurons — x — x -l- , c’efl-à-dire, = -f!_ 

X y a ù 

tz la première équation-"- = donne x=ya'b, & la fécondé 

équation donne y=yab*. Ce quifignifie: Multipliez le quar- 

té de la plus grande des deux quantités extrêmes par la plus petite , le quar- 
ré de la plus petite de ces mêmes quantités par la plus grande , les racines 
cubiques de ces deux produits feront les deux moyennes cherchées. Par exem- 
ple , qu’il faille trouver deux moyennes proportionelles entre les nom- 
bres 27 & 8: le quarré de 27 efl 729, nombre lequel étant multiplié 
par 8 l’autre extrême, donne 5832, dont la racine cubique 18 eft la 
plus grande des deux moyennes: d’un autre côté, le quarré de 8 efl 64, 
qui étant multipliés par 27 l’autre extrême, donnent 1728, dont la ra- 
cine cubique 12 efl la plus petite des deux moyennes; deforte que les 
deux moyennes proportioncHes cherchées font iS & 12, & les nombres 
27, 18, 12 & 8 font en proportion continue, la raifon commune qui 
régne entre les termes étant celle de 3 à 2. 

Quand deux moyennes proportionelles cherchées font des nombres fourds^ la 
meilleure manière de les trouver efl par le moyen de leur logarithmes ainfi: à 
deux fois le logarithme de la plus grande des extrêmes ajoûtez le loga- 
rithme de la plus petite des extrêmes , & leur fomme fera le logarithme de 
la plus grande moyenne cherchée; puis à deux fois le logarithme de la 
plus petite des extrêmes ajqûtcz le logarithme de la plus grande des ex- 
Tome IL Aaa trêmes. 
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trémes, &ie tiers de lear fomme fera le logarithme de la plus petite 
moyenne proporiionelle cherchée *. 

Pour faciliter l’intelligence de l'article fuivant , il e(l bon qu’on foit 
averti , que cette invention de deux moyennes proportionelles entre 
deux nombres donnés , s’appelle en d’autres termes la trifeSlkn <t une raU 
fm. Ainfî puifque la raifon de 27 à 18 e(l égale à celle de 18 à 12 , & 
que cette dernière efl: égale à la raifon de 1 2 à 8 , la railbn de 27 à 8 fe 
trouve divifée en trois raifons égales par l’interpofition des termes 18 
& 12; & de cette manière la raifon de 27 à 8 eft trois fois la raifon de 
27 à 18 1 ou trois fois la raifon de 3 à 2 : & d’un autre côté, la raifon 
de 3 à 2, ou de 27 à 18 efl un tiers de la raifon de 27 à 8. 

Méthode de Mr .Cotes pour rèfmdre les Equations cubiques 
conjidérée Q* démontrée. (Voyez Pig. 68.) 

456. Feu Mr. Cotes dans fa Logométrie, pag. 29. confidérant toutes 
les équations cubiques comme étant fous cette forme x>^^aa x = 2aab, 
réfout tous les trois cas au moyen d’un triangle-reftangle AliC, rec- 
tangle en A, dont les deux côtés font toujours donnés, puisqu’ils re- 
préfentent dans l’équation les quantités connues a & b. 

Cas I. 

Si réquatiott ejl faites ABexs, AC=b, que 

m & n f oient deux moyennes proportionelles entre BC-fCA (fUC— CA: 
en ce cas m— n fera la feule racine affirmative poffible, ou n— m la feule 
racine négative poffible de l'équation, fuivant que le terme abfolu (-2aab 
•U — . 2aab. 

C A s 2. 

Si réquation #/? x’-^ 3aax = ^ 2aab, &f la quantité a foit moindre 
que h', faites AB=a, BC=b, que m a foient deux moyennes fro- 

portionelles entre BC-hCAf^^C — CTT; ' £5* m -f n fera la feule racine 
affirmative poffitble, ou — m— n la feule racine négative pnffiible , fuivant que 
k terme abfolu efl ou — 2aab. 

Cas 

* Le fcm de cene opération efl bien clair: car prendre deux foU le togarithnie d’une des 
extrêmes, c'efl en déterminer le quarré;& ajoüier au logatiihmc de ce quarté le logarithme 
de rautremoeenne, c'efl dérerminer (e produit qui rêfulte de 1a multiplication de cette moyen, 
ne par le qnarTé; enfin prendre le tien de la fomme de ces logariibmcs , c'efl déteriaiucr la 
racine cubique du produit en Pitcflion. ' , 
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-■ ■ C A s 3. ■ - 

Si t équation ejl x’ — 3aax=^aaab, que la quantité zfoit pht granâe 
que hyfttites AB=b, BC=a,£f que m feit le Jinus iutiert de lafonme des deux 
angles A Éf B, n le finus du tiers de leur différence, dans un cercle dont 
le rayon ç/Z 2BC; iS les trois racines de f équation feront m-t-n, — nj 
fÿ — n,«a — Un,— t-n £j*— m — n, fukant que le terme abfolu ejl -+-«j 
— 2aab. 

L’analogie de ces trois cas confîfte en ceci ; qu’au-Iieu que les deux 
premiers cas ont été réfolus par la fomine & par la différence des deux 
côtés BC üc CA, ]ü dernier cas fe réfout par la Tomme & par la diSe* 
rence de leurs angles oppofés A & B; & qu’au-iieu que dans les deux 
premiers cas, les racines ont été trouvées par la trifedlion d’une raifon, 
elles l’ont été dans le dernier par la trifeéHon d’un- angle; & véritable- 
ment rien n’eft plus commun dans la Nature, que la tranfition de la fec- 
tion d’une raifon à une feftion pareille d’un angle. C’eft de quoi l’ad- 
mirable Traité que nous citons fournit un grand nombre d’exemples. 

Si le Lefteur fouhaite d'avoir une démonflration de ces trois cas^. 
noos le prions de jetter les yeux fur l’art. 44J pour les deux pre- 
miers, & fur les art. 453 & 454 pour le dernier. Cela étant fait, 
voici la démonfbation. 

C A s I. 

Que l’équation foit x» -+3aax=— l-2/Mi; nous aurons alors p = ^ai, 

e — zaab, SÎ-=a*bb,-^—a* , s s—a'-+ a'bb—a*xaa-i- b b: laites aa 

~+bb=hb , c’eft-à-dire , dans le triangle ABC reflangle en A, faites A 

AC=b &BC=i,&vous saTe 7 .ss~a*hh, ^aflJ,lH-roa mJ=aaiH-aa6 

1 

—aaxh-t- b: mais aa = bb-bb=b-i-bxb— i;doncffi’=6— 

X h — b. Nous trouverons de-même L—so\i—nt~b—hxb — b»b-i-bi 

% 

Sc-i-nt = b—b*b—bxb -fi; donc m & n, dont la différence efl la ra- 
cine de l’t quation, font deux moyennes proportionelles entre i-fi <St 

6— i par le dernier article, c’eft-à-dire, entre ùt,-\-CA & BC—CA. 

Cass. 

. Que l’équation foit x’ — ^aax=-+2aab, & que la quantité a foit plus 

petite que b: nous. aurons xj=a*ii— a*=a+xü— faites 

t.i Aaa 2 c’eft- 
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c’eft-à-dire> dans le triangle décrit ci-delTus, que AB— s, BC=b, & 
CA— b ,& voüSiüTez ss=a*bh, s=aah, s ou m* =aa*b-+b‘. 

inaisencecasaa=iii— i;doncm’=6-(-éxÂH-ixA— è; 

&par une raifon toute femblable ,n’ = b — bxf—bx b—Tb j donc m & n, 
dont la fomme ell la racine de l’équation , font deux moyennes propor- 

tionelles entre b-i-b&b—h, c’efl-à dire, entre BC-i-CA& BC—CA, 

C A s 3. 

■ l 

Enfin, que l’équation foit x^ — 2oax = -+ 2 aab, & que la quantité a 
foit plus grande que b: cela étant, fi dans le triangle - reâangle ABC 
nous fiippofons AB=b, & BC=a, la ligne B ou A fera le finus de 
Tangle C dans un cercle qui aura pour rayon a: car fi du point C com- 
me centre, à l’intefvalle CB, on décrit un arc de cercle, coupant le 
côté C A prolongé en D, B A fera le finus de l’arc BD, & par confé- 
quent de l'angle C auquel il fert de ibefure ; ainfi B D efi l’arc que nous 
avons appellé p dans l'art. 454 ; donc p exprime en degrés & minutes 
la grandeur de l’angle C ; mais l’angle C ell la différence des deux angles 
A&B,& peut être défigné pzr A— B; donc p — A—B‘, retranchez la 
▼aleur de cet angle de 180 degrés, c’efl-l-dire, de zA, & vous aurez 
qzzA-i- B; mais A & A font les deux arcs ou angles dont les doubles fi- 
nus dans un cercle ayant pour rayon aBC, font les deux racines néga- 
tives de l’équation; c’eft pourquoi fi m ell le finus de .&Blefi- 

3 * 

nus de — ^ — dans un cercle ayant pour rayon aBC, les trois racines 

de l’équation feront m-f n, — m, & — n. Les autres cas dans lesquels 
le terme abfolu ell négatif, font le revers de ceux-ci par l’art. 439. 

Autre méthode de réfoudre les Equations cubiques au moyen de laquelle 
on trouve les trois racines à la fois. 

457. Après avoir expliqué la méthode de Mr Cotes pour réfoudre les 
équations cubiques , je ne ferai fimplement qu’indiquer une autre mé- 
thode, qui cependant, à caufe de fon extrême élégance, mérite d’étre 
plus détaillée que je ne puis le faire ici, m’étant déjà arrêté aflezlongtems 
fur cette matière. La méthode, dont il ell quellion, a été inférée Han« 
les Tranfallions Philofophiques , N‘. 309, par Mr. Colfon, dont le génie 
& l'habileté dans les Sciences Mathématiques ont toujoun été les objets 

. . de 
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de mon ellime & de mon admiration. La méthode de Mr. Cûlfin eit 
univerfelle ; mais pour abréger je ne l'appliquerai ici qu’aux équations 
cubiques qui n’ont point de fécond terme, ou dont on l’a ôté; & il ne 
(èra nécelfaire de conddérer qu’un feul de ces cas, d’où la tranfition fe< 
ra aifée à tous les autres cas auxquels cette méthode s’étend. Soit don^ 
f équation x*-l-px=q; comme dans Fart. 445; £3* 

que la racine cubique du binôme irrat ionel “+* fc't d— 1- v'e: je dis^n ce 

cas, que les trois racines de cette équation feront , premièrement ad, fécondé- 
«en» — d— 1-/.— 3e, (^entroiJiémelieu—d — Ÿ'-'^e: car fi(/-l-Kf c(l 

la racine cubique du binôme -1— fr, d—Ve fera la racine cubique de 

_î SI donc </-f v'e fera la même quantité que m dans l’art. 445, & 

3 

d— v'e fera la même quantité que — n; donc m—n , qui ell une des ra- 
cines de l’équation propofée , fera id. Pour trouverprélbntement les deux 
autres racines, divifons la quantité g =0 par * — ad comme 

à fordinaire , & le quotient fera * * H- ad* H- 4dd-+ p ; & le refte , quoi- 
que paroiflant quelque chofe , ne fera pourtant rien du tout ; voyez 
art. 443. Cela étant, faites **-+-ad*-+4dd— l-p=o, & vous aurez 
ïx-b ad*=— 4dd— P , & **-fad*H- dd=— 3dd— P : mais fi d-i-Ÿc 
— H-m, & d—Ve^—n, nous aurons — mn—dd — e, & — 3»iB=3dd 
—y; mais imn=p par l’art. 445; & par conféquenc — 3M» ou— l-3dd 
«_3e=— p; fubftituez donc 3dd — 3e à la place de — p, & vous aurez 
**— l-2d*-fdd=— 3e;donc *-bd=^v'— 3» ,& *= — d-i-V — 3e, 
ou— d — y — 3^1 qui font les deux autres racines de l’équation propo- 
fée. Si r & partant v'e ell poffible, V —3e fera impoflible, auquel cas 
ces deux dernières racines de l’équation feront impofliblcs aufli; mais fi 
s & partant Ve eft impoflible, alors V — 3* fera poltble; d’où il fuit, 
que fi la racine cubique d’un binôme impoflible pouvoir fe tirer, cette 
règle comprendroit tous les cas des équations cubiques. Pour éclaircir 
cette règle nous ajoûterons ici quelques exemples. 

Exemple i. 

Que. l’équation foit *»-+3*=4. Ici ^=2 , ^=i , -f ourr 
= 5; s—VSi PV'5; mais la racine cubique de ce binôme 

irrationci a -+ / 5 eft ; donc d=-~ ,Ve — "^Vs i & la quan- 

Aaa 3 tité 
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cite 2i, qui eft une des racines de l'équation, Yera i: pour ce qui efl 

des deux autres racines, puisque nous aurons — 3*=i 

- — IL & v'— 3«=iv'— 15; donc les deux autres racines font— j-hî 
V-ïS, & • 

Exemples. 

Que l’équation foit 961=575. Ici -^=288. -=sa. -îl- Yî 

, “ ' 3 ^ ’ 4 a? 

ourr=joi76, 1=224, ^—s=6i, d-i-ye = S,d—Vt 

=4;ajoûtez enferable les deux dernières équations, & vous aurez 2 ü’=i 2; 
retranchez la dernière équation de la première, & il reftera 2t^e=4; 
donc v'e = 2,e = 4,& — 3*= — 12 ; ainfi les trois racines de cette équa- 
tion font, premièrement 12, fecondement — 6-+V' 12, &en troi- 

fiéme lieu — 6 — V' — 12. 



Exemple 3. 

Que l’équation foit 39*— x* = 70, ou — 39*=—-70. Ici^ = — 35, 

| = ï3. ^ ^,ouxr=-972=i8xi8x-3.J=i8v'-3,-î-Hx=— 35 

-1-18»^ — 3. dont la racine cubique eft 1—2 1^ — 3, comme on peut 
s’en aifurer par le calcul} donc d-i-ye=i—2V—2, 2d=a, 

-^-ye=—^y — 3> «=-+4x— 3 =— 12, _3*=-j-35j 
—d-^y — 3^—5» — ^ — y' — 3*=— 7» & les trois racines de l’équa- 
tion font -t-2, -1-5 & — 7. 

La méthode (T approximation de Newton appliquée à la rifolution 
des Equations cubiques. 

458. Cette méthode fe comprendra mieux par un exemple , & le 
meilleur exemple ell celui que l’Auteur employé lui-mâme. Qu’il faille 
donc approcher d’aufli près qu’on voudra de la racine de cette équation 
cubique y’— 2y— 5=0: ici, fuivant la direélion de l’Auteur, nous de. 
vons premièrement trouver un nombre qui diffère de- la vraie racine tout au 
plut i un dixième de lui^même; ( & l’on a vu dans les articles prccédens qu’il 
y avoit moyen de trouver un nombre à l’égard duquel la précilion fcroit 
portée bien plus loin encore ; ) que ce nombre foit 2 , & qu’on l’écrive 
comme devant être le premier caraftére dansLle quotient qui donnera la 
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racine cherchée; que p repréfente le reftc de' la racine, c’eft-à-dire, que 
■j— dans l’équation y’ — 2y — 5=0, & vous aurez y’ — 2y — 5 = 
pf-h 6 pp—t-iop — 1=0, comme on peut le voir en faifant l’opération. 
Toute la difficulté fe réduit donc à ceci, favoir, de trouver la racine 
de l’équation p’ -f 6/^ -+■ 1 op — 1=0: pour cet effet, obfcrvons d’a- 
■bord que la quantité p doit être une fraélion proprement dite, puisqu’el- 
le eff tout au plus un dixiéme du nombre 2 par la fuppodtion ; donc p* 
fera moindre que p , & p’ moindre que p* ; donc fi dans la dernière équa- 
tion les termes formés parp’ & par 6p* font négligés, & que les deux 
autres termes lop — i foient faits égaux à zéro, la racine de cette équa- 
tion fera à peu près la même que la racine de l’équation totale : faites 
donc lop — 1 = 0, & vousaurerp=^ ou o .1 , lequel .1 doit être mis 
au quotient après 2: il arrive quelquefois à-la- vérité, que trois des der- 
niers termes doivent être retenus pour avoir une valeur de p telle qu’il 
faut; mais ces cas feront confidérés plus diftinfteroent dans la fuite. Re- 
prenons préfentement l’équation p’— h 6 p‘ -t-iop — i =0 ; & puisque nous 
avonsdéjà trouvé que la quantitéip [racine de cette équation ell à peu près 
égale à O .1 ,faifons p=o.i-f5,&nous auronsp’-+ 6p*-|- lofi — i 
H- <5. 3?* H- II. 235-10.061=: O, comme il paroîtra fi l’on fait l’opération: 
négligez 5'— 1-6.35* comme ci-deffus, & il reliera 1^.235 o.c6i=o 

à peu près; ainfi 5= — réduifez cette fraélion à une décimale, 

& vous aurez 5= — o .0054 à peu près; mais comme cette quantité cfl 
négative , elle doit être placée au-deffous de la partie pofitive du quo- • 
tient, afin de pouvoir plus facilement faire la fouflraétion dans la fuite: 

& il ell néceffaire d'obferver ici , qu'rn dhifant le numérateur de la fraC‘ 
ticiti par le dénominateur , la dtviftw doit être continuée jufqu’à ce qu’on ait 
autant de caractères , depuit le premier foraClére de quelque valeur inclufive- 
ment , qu’il y a de ran^s entre ce premier caraStére jufqu’à celui qui répond 
au premier caraCtérc de la partie pofithe du quotient : comme par exemple, 
le premier caraélére de quelque valeur dans la partie pofitive du quotient 
cil 2 au rang des unités , & la dillance entre ce nombre 2 & le rang 
qui répond à j ell o & o; donc en divifantle numérateur de la frac- 
tion par le dénominateur afin d'en faire une fraélion décimale , il ne faut 
‘pas continuer la divifion au-delà de deux caraéléres , favoir 5 & 4 , & 
partant il faut faire 5 égal à — o .0054 -t-r dans l’équation 5* -+ 6 .355 
—h 1 1 .235 -1 0 .061 =0: & de cette manière on peut alTigncr à la raci- 
ne autant de caraéléres qu’on juge à propos: il y a véritablement des cas 
où la divifion dont il s’agit peut être pouiluiyie plus loin, que la règle 

eue 
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que noas venons de pofer.’ne demande; mais on pourroit s’abufcr quel- 
quefois en prenant cette liberté. Si l’opération fmvante (dansUqueUe 
la Quantité -O .005+-+ r eft faite égale à g dans lequauon g»-+6.;,g 
-+\i 23g + O .061 =0) eft delVmée à être la dernière, toiu lei ter- 
nés fôJl par r> ou par r* peuvent être négligés; car doivent être 
rejettés à la fin fans qu’U en foit plus fait mention, & ainfi il " ^ 
cun inconvénient à les rejetter d’abord; ce qui donnera 
ç'-o .oooo8748r-o. ooooooi 574 < 54 . en fécond lieu 6 .jg =-o.o 6 io^ 
^~o .000183708, entroifiéme lieu .1 . 23 «=“ .^Sr-o .0J6+2. en 

quatriémelieuo .061=0.061 lajoûtezces 

rczq’-^6.3q'-^u.23q-^o.o6i = it.i 62 om^r-i-o.ooos^iSSOS 36 

_ o.ooos*<S 5 ° 53 *s Comme cette opération eft deflinée à 

_o,aoncr- -,,.,<5,04748 ’ , . 

être la dernière , r’ & r’ peuvent être omis partout ou ils fe trouvent, 
comitfe il a été dit: mais examinons préfentement , s’il ne refte pas en- 
core quelques parties qu'il faut' négliger , ou plutôt qui n’auroient pas 
dû entrer dans ('opération: nous avons déjà deux quotiens qui ajoûtes 

enfemble exprimeront la racine cherchée en cinq 
-+ 2 looo & -O .0054 ; donc le premier caraftére qu on obtiendra par 
cette'opération occupera le fixiéme rang; mais entre 
& le fixiéme il y en a quatre intermédiaires; donc fuivant la réglé , que 
nous venons d’établir au fujet de la continuation de la divifion , 1 opéra- 
tion donnera feulement quatre nouveauje caraftércs; cela étant, fi dans 
la fraftion qui exprime la valeur de r , on ôte du numérateur tout ce qui 
fuit les quatre premiers caraaéres qui ont quelque valeur , & du déno- 
minateur tous les caraftéres à l’exception des quatre ou cinq premiers , a 
caufe que les premiers caraftéres du dénominateur font ttes-p«its , la 
fraaion ainfi réduite exprimera toujours la valeur de r auffi e^^ment 

qu’on peut l’attendre de cette opération. Nous avons donc r — — , 

nombre, lequel étant changé en fraaion décimale, fe trouve être -o. 
00004852; placez cette fraéiion devant l’autre partie négative du quo- 
tient, favoir -0 .0054 ,& la partie totale négative fera — 0 .00544852 ; 
retranchez ce nombre de la partie affirmative 2.100000Û0, & le 
refte 2 .09455148 fera la racine de l’équation premièrement propofée, 
qui aura jusqu’à neuf vrais caraaéres: voyez l’opération, dans laquelle 
toutes les décimales au-delà de la troifiéme dans les différens cocfficiens 
de r, & toutes les décimales au-delà de la feptiéme dans les termes ab- 
folus'font rayés par des lignes qui paffent à travers. Mais fi cette opé- 
ration ne doit pas êue la dernière , en ce cas tous les termes rajes doi- 
vent 
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vent entrer en ligne de compte, & la fradüon — o .00004852-+ x doit 
être rendue égale à r. 



y — ay— 


-f 2 .10000000 
— 0 .00^44852 
-t-2 OV45J148 (fc. = y 




r"- 

t H 


-+8-r l2p-t0p*-+pJ 
— 4— V 

-J 


foinme 


I-+10p-l-6p»-t-p» 


t 

t 

ri 


ttt 1 


H-o .001— t- 0.034-K) -jq'-i-q' 
-K> .06 H- 1 .2 -1-6 .0 
— t-l .0 -1-10.0 
— I .0 


fomme 


0 .061— (-11 .234-H5 .3(7^-^4I 


—0.0054 

-\rr=q. 


-+ «.3?* 

-HI .239 
0 .061 


— 0 ,oxxx)oltff0f-r O.ooof*j.fer-t .fi)itr‘ 
H-0.0001837PX — 1 - o.ck 58!S# H-4-x(-l-rj 

'.—0.060642 —ni. 23 

-1-0.061 


fomme 


—1-0.0005416 -fii.l62r 


— o.cxx»^ 


t8j2-fx=r.| 1 



4.59. La plus grande difficulté de ces approximations fe rencontre au 
commencement, c’ell-à-dire, que l’embarras ell de trouver une feule fi- 
gure qui foit une approximation fuffifante de la quantité p ; car quoiqu’il 
ne faille qu’une feule figure , il ne laifle pas d’y avoir quelque risque 
qu’on ne fe trompe dans le choix. Ainfi il fera bon en ce cas de faire 
ufage de la règle fuivante : En gardant les trois derniers termes ayant quel- 
que valeur de f équation qui exprime la valeur de p, fi le quarri du moyen de 
ces trois termes ejl égal à ou plus grand que dix fois le produit des extrêmes , 
fans avoir égard à leurs fignes , il fiuffira de faire les deux derniers de cet 
termes égaux à zéro, £3* de prendre la première figure de la racine de cette 
équation fimple pour une approximation de la valeur de la quantité p: mais fi 
le produit de cette multiplication n’ejl pa^ tel que nous venons de dire , tous les 
trois termes doivent être faits égaux à zéro, Q* l'on doit tirer la plus petite 
des deux racines quarrées de cette équation du fécond degré, foit quelle fe trou- 
ve affirmative ou négative , 0* la première figure de cette racine fera une par- 
tie de p telle qu’il ejl néctfiairt pour fonder C approximation qu’on veut entre- 
prendre. C’ell ainfi que dans l’art. 458 , l’équation exprimant la valeur 
de p étoit pt-+6p^-+iop — 1=0, dont les trois derniers termes font 
Cp* H- lop — I : or le quarré du terme moyen lop eft loop* , & le pro- 
duit des extrêmes fans égard à leurs lignes ell 6p' : cela étant , comme 
le nombre loop* ell plus de dix fois 6p*, il a fiiffi de fuppofer les deux 
Tome IL Bbb der- 
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derniers termes lop— i=o, & ainfi de faire de la première & unique 
figure de cette équation fimple la partie la p us confidérable de p; mais 
fi le produit n’avoit pas été tel que nous l’avons dit, il auroit fallu fai- 
re les trois termes 6p‘ -i-iop — i égaux à zéro , & prendre la première 
figure de la plus petite racine de cette équation pour fervir à entrepren- 
dre l’approximation vers la valeur de p. 

La raifon de cette règle fe déduit aifément de la nature d’une équa- 
tion du fécond degré : par exemple , foitup* =bp-i-coaap‘—bp—c=o 
qui repréfente une équation quelconque du lecond degré, dont la quan- 
tité inconnue eft p, & négligeons d’abord le premier terme op* , ce qui 
réduira l’équation à —èp — c= o ; dans laquelle, en cas que la premiè- 
re partie de la règle ait lieu , la quantité p fera égale à — ^ à peu prés , 

comme nous le verrons tout à l’heure : reprenons préfentement tous 
les termes de l’équation, & ,faifons ap' — bp — r=6, & nous aurons 

O e O , ip _ 1 . ** ** ë_b t-+4M 

»p*—bp=c,&p^ ^S — &P a~ 4M ’ 

^ * î . je dis —v'ïPfïâc , à caufe que c’eft la plus 

^ y 2a ^ 20 

petite racine qu’il faut extraire; ce qui nous donne p ; 

mais VbfT^c, Toit qu'on la veuille extraire par la férié de Newt on, 
ou à la fasoo O, diurne, el 

-f i par conféquent - — : nous 
avoni de ce«e manière deux différentes racines tirées de deuxdif- 
fWes éqiations;l’une moins exaae,comme-L tirée d’une équation 

fimple; l’autre plus exaae. comme— 2^ tirée d’une équation du 
fécond degré; & leur différence eft or la qneftion eft a-préfent, 

quel rapport auront l’une à l’autre les trois quantités a, i & c, pour que 
«tte différence n’affeae pas la première figure de la partie commune 

_ J- ; car par - tout où cela a lieu l’une de ces racines eft auffi bonne 

pom nous que l’autre: mais ü eft très-facile de répondre à cette quel! ion, 
Sfi«}u’U -paroît manifeftement, que fi la partie commune eft égale a, 
ST Sus m^dequè dix fois la différence, cette différence alors ne fauroit 
tffeaer direaement la prtmiére figure de la partie commune, mais uni- 

que- 
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quement celles qui fuivent: H bien que la règle fe réduit proprement à 
ceci : fi la fraûion eft égale à ou plus grande que , faites les 

deux derniers termes de l’équation exprimant la valeur de p égaux à zé- 
ro, fiins cela faites égaux à zéro les trois derniers termes: fi donc la 

fraélion eft égale à ou plus grande que en multipliant les 

deux membres par ~ , vous aurez le quarré i b égal à , ou plus grand 

que loac , & la quantité hhpp égale à ou plus grande que loacp' .con- 
formément à la règle établie ci-dclTus. On peut démontrer précifément 
de-même, que Si des trois derniers termes de réquation exprimamt la valeur 
de p,le quarré, du terme moyen ejl cent fois ou mille fois plus grand que le pro- 
duit des extrêmes, nous pouvons faire les deux derniers termes égaux à zéro, 
{ÿ prendre deux ou trois des premières figures de la racine de cette équation , 
pour fervir de fondement à F approximation qu’il s’agit d" entreprendre. L’Au- 
teur nous dit, que fi l'on cfTaye non feulement la première figure de la 
racine, mais auili tout le refte de la manière décrite ci-deflus, c'eft-à- 
dire, (G je conçois bien fa penfée) fi toutes les quantités p , ç , r (ÿc. fe 
trouvent à l’aide de différentes équations du fécond degré, l’Analyfte peut 
risqueralors de donner dans chaqueopéraiionàlaracineledoubledes figu- 
res, qu’il feroit dans un cas pareil de fautre manière: ce qui eft vrai; 
mais alors, fi je ne me trompe, ce plus grand nombre de figures fera 
acheté fort cher par la peine qu’il en coûtera , à-raoins que celui qui s’eft 
chargé de cette tâche n’ait l’habileté de retrancher d’avance tous les ca- 
raftéres décimaux qui lailfent en leur entier ceux qu’il a delfein d'avoir 
finalement: il y a plus, & pour tirer parti de cette méthode il faut 
avoir l’adreffe d’éviter toutes les opérations fupcrflues qui font employées 
à trouver des nombres, qui fe détruifent enfuite eux-mêmes, & qui ne 
fauroient jamais appartenir à la véritable racine. Mais je foumets fur cet 
article mon jugement à ceux qui font plus verfésque moi dans ces fortes 
de calculs , & il me fufiit d’avoir mis le Leéfeur fur les voyes , en lui 
donnant une idée delà méthode même. • 

460. Comme dans tous ces cas il eftnécelTaire de fubftituer des quantités 
l’une à la place de l’autre, notre Auteur recommande pour cet efiet une 
autre méthode, différente de celle qui vient d'être expliquée, & qui lui 
eft en quelque forte préférable, comme étant plus expéditive. Deux 
exemples fuffiront pour en faciliter l’intelligence: qu’il faille fubftituer 
2 -t- P à la place de y dans l’équatioh y’— y* — 5 = o.‘ Avant que d’entre- 
prendre cette fubftitution, il eft néceffaire d'examiner de quoi.la quan- 

Bbb 2 tité 
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tité y’ — 2y— j efl compofée, ce qui peut fe faire ainG: premièrement,' 
à la racine y doit être ajoûté le coëfScient du fécond terme, & puis 
cette fomme être multipliée par y ; mais comme il n’y a point de fécond 
terme, multiplic-z la quantité y par elle-même, & le produit fera y’ ; 
ajoûtez — 2 coefficient du troiGéme terme, & vous aurez y y — 2; mul- 
tipliez ce binôme par y,& il viendra y’ — y* ; à ce produit ajoûtez — 5 
la partie numérique, & vous aurezlaquantitépropofëe,favoir,y’— 2y— 5. 
Ceci étant fait, il faut recommencer de-nouveau, & traiter la quantité 
2 H-/), précifément comme fon égale y a été traitée; car y = 2-+p par 
l’hypotliéfe. Comme le fécond terme de cette équation , & partant fon 
coefficient, manque, multipliez le premier membre de l'équation par y, 
& le fécond par 2— pp, & vous aurez yy=4-+ 4p— bp’ ; ajoûtez —2, 
coefficient du troifiéme terme, dans les deux membres, & vous aurez 
yy_2 = 2-f4p— f-p*; multipliez le premier membre par y , & le fécond 
par 2 -bp, & vous aurez y» — 2y=4-Hop-t-6p’-bp>; enfin, ajoû- 
tez — 5, la partie numérique, dans les deux membres, & vous aurez 
la quantité propofée , yJ — 2y — 5= — i -b lop H- 6p*-+-pî , comme 
dans fart. 458- Par exemple encore, qu’il faille fubrtituer o.i— bjà 
la place de P dans l’équation p> —b 6p’— b lop — 1=0: icip=o.i— bç; ’ 
ajoûtez 6, coè'fficient du fécond terme, dans les deux membres, & vous 
aurez p-b 6=6 .1 -b q; multipliez le premier membre par p, & le fé- 
cond par O .i-+q, & vous aurez p*— b6p=o. 61-4-6.24 -b 4*;ajoûtez 
10, coefficient du troifiéme terme, dans les deux membres, & vous 
aurez p’ -b 6p -b 10 = 10 .61 -b 6 .24 -b 5* ; multipliez le premier mem- 
bre par P , & le fécond par o . r -+ 4 , & vous aurez p» -b 6p’ -b i op 
= i .061 -b II .234 -b 6. 34’ -b 4’; enfin ajoûtez — i, la partie numé- 
rique, dans les deux membres , & vous aurez p» -b 6p’ -b lop —1 = 0 
061 -bii .234~b6 .34’ -b4». 

pai préféré de multiplier les derniers membres des équations de cette 
manière, c’eft- à-dire de commencer par les parties numériques , non par 
quelque nécellité, mais parce que cela pouvoir être plus commode; car 
en quelque endroit que je juge à propos de m’arrêter, je puis mieux 
arriver par ce moyen aux Gmpics puilTances de la racine , fans produire 
par la multiplication des termes inutiles : comme par exemple, fup- 
pofons que je vouhifie que l’opération précédente fût la dernière, 
je m’y lérois pris amfi: p=o.i-+4;, donc p— b 6 = 6 .i— b4; donc. 
P» _f 6p=o .61 -f.6 .24; donc p’ H- 6p -b 10=10 .61— b6 .24 ; donc 
p) -b 6p* -b iop = i .061 -b II -234b donc p’-b6p’-b lop — i =q.o6i 
-b U .23?* 

Cet- 
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Cette méthode d’approximation n’cft pas moins applicable à toutes les 
autres équations qu'à celles du troifiéme degré, pourvu qu’on puifle trou- 
ver un nombre qui approche d’affez près de la véritable racine ; & c’eft 
ce qui ne paroîtra guéres difficile à quiconque eft tant foit peu habile à dé- 
mêler quel nombre de cette férié 0,1,10, 100, 1000, ^c. il faut fub- 
ftituer à la place de la quantité inconnue, & par cela même à trouver 
entre quelles limites cette quantité eft renfermée ; car des que ces limi- 
tes font une fois connues,* on peut enfuite les reflerrer davantage, jus- 
qu’à ce qu’on approche d’alTez près de la racine pour pratiquer les direc- 
tion preferites dans l’art. 458. 

Cette invention (s’il eft permis de la défigner par ce nom) je veux 
dire, la fubftitution de 0,1, 10,100, 1000, 6?c. à la place de la quan- 
tité inconnue dans une équation afin d’en découvrir les limites, eft com- 
munément attribuée à \ Simon Sfeu/n,&eft connue fous le nom de la rè- 
gle de Simon Stevin pour la réfolution de toute forte d’équations. Ceux 
qui fouhaiteront d’en favoir davantage fur cette matière, pourront la 
voir expliquée & éclaircie par des exemples dans l’Algèbre de 4 Kerfey. 

! Di la réfolution des Equations du quatrième degré. 

461. Une équation du quatrième degré eft ainfi ^pellée à caufe que 
l’inconnue y eft élevée à la quatrième puilTance; comme fi 
— +-5a:*H-r*H-x=o. Et il faut que j’avertifle ici le Leéleur, quoique 
je l’aye déjà fait 'plus d’une fois, que les fignes— t- ne fignifient pas tant 
que les termes de l’équation font tous affirmatifs , que la néceffité de les 
ajoûter tous enfemble, foit qu’ils foient affirmatifs ou négatifs. 

Nous avons déjà confidéré ces équations fous la plus fimple de leurs 
formules, je veux dire, quand le deuxième terme ül le quatrième man- 
quent , auquel cas la réfolution ne diffère que très-peu de celle d’une é- 
quation ordinaire du fécond degré. Aînfi j’examinerai encore une for- 
mule particulière , dont je donnerai une folution particulière aulli , dan* 
Je deffein de paffer enfuite à la réfolution générale de toutes les équation* 
de quatre dimenfions. 

L E M- 

lUvantage') Voyez fur ce Ciict la p. io<, fi? /i/o, de 
FAlgébre de RoUe^ £dk. dtParis^ itfpo« 

t Simm Stevin a été un des plus grands Maihémaiidens du feiziéme Siècle. Il a rédicé' 
le preniier en Traité la doétrinc des Fraéllons décimales. Outre plulleurs autres pcoiuélions 
exc^Ientn.ou a de lui une Caflramétatim , t\ui mérite d'étre étudiée par d'habiles Généraux. 

+ tv^rjej a compulé un admirable Traité d' Algèbre en deux volumes, & s’eft attaché avec 
fuccés S éciaucu les quelbous de Diopbante. 
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462. Qu’il y ait deux équations àt fécond degré formées des puijfances det 
de X dont la quantité a ejl fupprfce connue £5* la quantité x inconnue ) de 

lamaniére fuivante; xx-i- eux— h uoi=o. S* xx-)-fax— f-aa=o, les 
termes extrêmes étant xx aa dans les deux cas; je dis cela étant, que 
fl ces deux équations du fécond degré font multipliées l'une par loutre, elles 
produiront une équation de quatre dimenfums exprimée par la formule fumante, 
x+-f pax> -fqaaxx-l- pa*x-+a+=o, ouïes coêfficiens de tous les ter- 
mes également éloignés du terme du milieu de chaque côté font les mêmes. Ainii 
les coëfficiens du premier terme & du dernier *♦&<»+ font tous deux 
égaux à l’unité , & ceux du fécond terme & du quatrième paxt & pa^x 
font tous deux égaux à p ; car fi l'on multiplie l’équation xx-+eax-+aa=o 
par l'cquationxx-f/ux— (-ua=o , l’équation qui en réfultera fera 
xi' H- f -4-/X a x> -f 2-ff/K a a X X -f. f -f/x aJ O : faites f-^/=p t 

&2-+ef=q,& l’équation fera alors x+H-pax*—|-gaaxx—(-pa’x—ha+=o. 

463. Donc par la raifon des contraires toutes les fois que nous avons une 
équation du quatrième degré de cette forme , x+— t-paxJ-+qaaxx-+pa’x 
H-a+=o, dans laquelle les coëfficiens de tous les termes également éloignés du 
terme moyen de chaque côté font les mêmes, une pareille équation, dis-je, avec 
la rejlriàion à fpécifier dans la fuite, peut fe décompofer en deux équations du 
fécond degré, XX-+ eux— £3* xx -+fax— l-aa=o, dont les qua- 
tre racines feront les mêmes que les quatre racines de l équation d'abord propofée : 
car nous aurons toujours ces deux équations pour déterminer les valeurs 
des deux coëfficiens inconnus e &/, favoir e-t f =p, & 2— ^ef=q‘,\i 
première équation donne fzip—e, & la fécondé donne f—^^; donc 
p—e=t~^ &pe — ee—q — 2 , & ee — pe=2—q, & ee — pf-+ip* 

1-2— g; faites ip*-+ 2—q=ss, & vous aurez ee—pe-i-îp'=ss, 
& e — ïP=zt^>*^^=î/’lt^> <111* fignifie, que fi l’on fait la quantité 

e égale a ;p-+r, la quantité /fera égale à -Jp — s, àcaufe quee-f/esp. 
Voici donc quelle eft la règle: Que l équation propofée fait x*-i-pux* 
H-qaaxx-+pa’x-+a+=o: faites qpp-1-2 — q = ss, îp-t-s=e, &ip 
•— s=f; £ÿ léquation propofée fe réfoudra en ces deux équations du fécond de- 
gré, favoir, xxH-eax-+aa = o, & xxH-fax-l- aa=o. , 

' N. Js. 1*. Si les coëfficiens de tous les termes également éloignés du 
termî moyen ne font pas les mêmes , l’équation ne doit pas être confidé* 
rée comme appartenant à la formule décrite ci-deffus : ainfi l’équation 
x+^fpflx’^gaaxx^pa’x— a+=o n’appartient point à cette formule , 
~ à 
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i caofe que les coëfEciens du premier terme & du dernier font différens, 
étant -+ 1 & —I, & la même remarque eft applicable aux coëfficiens du 
fécond terme & du quatrième , quand ils différent entre eux , ou qu’il» 
font précédés de fignes différens. 

2®. Si um , l’équation fera changée en celle-ci hçïx 

1-1=0 ;&par conféquent dans chaque équation de cette formule, 
on peut fuppofer la quantité a égale à i. 

3*. Si la quantité q eft plu» grande que lppH-2,la réfolution fe trou- 
vera impoffible. 

4*. Si les quantité» e & /contiennent des quantités lourdes, on pourra 
cependant en faire ufage, en tâchant d’en déterminer la valeur avec plus 
BU moins de précilion félon l’exigence du cas. 

Exemple numérique de la fohtion précédente. 

Que l’équation à refoufjre foit x* — 8*’ -H- 92* — 81 -f i =0. Ici a = i , 
p=— 8 ,î=H- 9 ,ip*-f 2— 40U rr=9, j=3,ip_f r ou e=—i,ip—s 
ou/= — 7; donc les deux équations du fécond degré , dans lesquelles 
l’équation propofée fe décompofe, font xx — x-+ 1=0, &xx — jx-f-i 
= 0: les deux racines de la première équation font impoflibles , étant 

} les racine» de la dernière équation font poflDbles, 

étant Irt Û? & 1=^5 
1 2 

Quelquefois il eft difficile d’appercevoir au premier coup d’œil , li une 
équation du quatrième degré appartient à la formule précédente ou non: 
comme par exemple, que l’équation foit x+-+i8x» H-98xx-n62x-p 81 
= 0: or fi cette équation appartenoità la formule précédente, la grandeur 
a* feroit égale à 8i, & a à 3tfuppolbns donc a=3, &nous aurons pre- 
mièrement i 8 x^= 6 ax 5 , en fécond lieu 98xx— ?Laaxx, en troifiéme 

9 

lieu i62x=s6at X, & tonte l’équation fe trouvera être préfentement x+ 
-f6axt-f^aaxx-f6a’x-fa*,qui appartient réellement à la for- 
mule précédente;donca = 3,p=6, 2— 3 ou ss=~,t=\ 

J ou /=-, & les équations du fécond degré font 
&«:•+ -J ax— f-aa=o: mais la grandeur ^ ax 
eft lox ,& la grandeur lax eft pareillement 8*> & aa eft pj donc les 

deux 
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deux équations du fécond degré dans lesquelles l’équation propofée fe 
rélbut font xx— l-io*-l-ÿ=o, & xx— I- S*-*" 9~® î donc les quatre ra- 
cines de l’equaiion précédente du quatrième degré font toutes poilibles» 

étant — I, -9, 

Nouveaux éclairciffèmeni fur ta folutim précédente au moyen d'un Problemt 
Géométrique de Pappus, Liv. VII. Prop. 71 6? 72. (Fig. 69.) 

464. Soit A B CD un quarré donné dont les côtés opptfés font AD fÿ BC. 
On demande de mener de t angle A une ligne comme AP. qui coupe le côté DC 
prolongé au-delà de C en le côté B C en F , deforte que lapartie intercep- 

tée EF fait égale à une ligne donnée. 

S O t O T I 0 X. 

Nommez le côté AB a ^ EF la partie interceptée donné e b ; nom mez 

auITi la dillance inconnue D£x, & par confeqfent AE f'xx— t-aa, & 
CE x-a , & les triangles femblables EDA &ECF donneront l’analogie 
fuivantc, ravoir , ED ÙEA comme EC k EF, & partant ED' à EA' 
comme EC' à £P, c’eft-à-dire, xx à xx-f-aa comme xx-2ax-t-aaell 
à bb ; réduifez cette proportion en égalité , & vous aurez bbxx = x+ — 2 ax» 
-faaaxx— 2a>x— l-a+,& par tranfpofition x+— 2ax»-F zaa~bb x xx 
— 2a’ x-+a+r=o: P°tir réduire préfentement cette équation à la formu- 
le du dernier article , au-lieu de faire le terme moyen 2 aa~bb x xx , fai- 
fons le 2 — i* xau.xx,& l’équation fe trouveraêtre,x+— 2ax’-l- 2 — — 

aa 

X aaxx — 2a’x-+a+=o; oùp= — 2, 4=-!- 2 — — jouw = i 

f 

.M ; faitesaa-4-ii=fc,& vous aurez jj=— , &s~, 

^ aa aa aa a 

& 1» H-r ou & -p— JOu/= ~"~ - ; donc 

les deux équations du fécond degré dans lesquelles l’équation propofée 
feréfout. font xx '^^^^^’‘ax-)-aj=o, &xx “ ^ xaxH-aa=o,ou, 
pour exprimer la chofe plus clairement , ces deux équations feront xx 
xxH-aa=o, & xx — a — cxx-+aa=o. Or comme la quan- 
tité c eft plus grande que a, (car elle ell égale à Vaa -h bb,) il ell ma- 
nifefle que tous les trois termes de la première des deux équations pré- 
cédentes feront attirmaiifs, c’ell • à - dire , qu’ils feront tous précédés du 
même ligne, & par conféquent qu’en allant depuis le premier terme juf- 

qu’au 
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qu’au dernier , on ne trouvera aucun changement de fignes ; donc lea 
deux racines de cette équation feront négatives; & par une raifon con- 
traire , les deux racines de la dernière équation feront affirmatives ; c’tft 
pourquoi nous commencerons par examiner cette équation , favoir * * 
— a — c X * -f M = O. Faites a H- f =2 r , & l’équation fera XX — 2f * -i- aa = O : 
cela étant, quiconque jettera un œil attentif fur cette équation , verra aifé- 
ment que la conflruftion s’en fait fans qu’il foit néceflaire de poufTcr la 
folution plus loin; car fi xx— 2rx-+aa=o, c’efl-à-dire,fi 2rx—xx=aa, 
il eft clair que a côté du quatre doit être une moyenne proportionelle ert- 
tre X & tr — x; donc fi la diflance DE peut être prife dans la ligne DC 
prolongée au-delà de C, de façon que le côté du quarré foit une moyen- 
ne proportionelle entre DE & 2t~DE, le point E fera bien alligné, 
c’cli-à-dire, DE fera une racine de l’équation , & la Ugne AE coupera 
tellement le côté BCen F, que la partie EFk trouvera égale à b. C’eft 
ce qui pourra aifément fe faire de la manière fuivante: prolongez //B au- 
delà de B jufqu’en G , deforte que la ligne BG foit égale à c ou Vaa-^bb, 
& par conféquent AG égale à n -h cou à 2r;cela étant, fi far AG comme 
diamètre on décrit le demi -cercle AEG, coupant le côté DC prolongé 
au-delà de Cen£, ce point d’interfeftion E fera le point demandé: car 
ayant joint EG,& mené EH perpendiculaire à AG , le triangle AEG fera 
reftangle en E, comme étant dans un demi-cercle ; ainfi la ligne qui 
cfl égale au côté du quarré , fera une moyenne proportionelle entre AH 
& HG, c’eft- à -dire , entre DE & 2r-DE, comme cela étoit requis. 
Mais le demi - cercle AEG coupera auflî la ligne DE en quelque autre 
point comme L,& l’on pourra appliquer à la ligne DL ce qui a été dit 
de la ligne DE, favoir, que le côté du quarré eft une moyenne propor- 
lionelle entre DL & 2t~DL, comme on peut s'en convaincre par un 
raifonnement tout pareil à celui qui a été employé ci-delTus ; donc DL 
fera l’autre racine de l’équation , & une ligne comme ALK menée par 
le point L & coupant le côté BC prolongé au-delà de Cen /Taura fa par- 
tie LK=b. Cependant , de la manière dont le problème a été propofé, le 
point L ne pourra point le réfoudre ; car le point qui réfout le problème 
doit fe trouver dans la ligne DC prolongée au -delà’ de C, au-lieu que le 
point L eft entre D & C, ce que je démontre ainfi. 

Dans 1 art. io 8 il a été prouvé , qoe dans une écjuadon du fécond de- 
gré , telle que Axx = Bx H- C, le produit des deux racines multipliées l’une 

par 1 autre fera toujours égal à — £: en appliquant ce théorème à notre 

équation, lavoir, xx~2rs(— {-m=o ou xx~ zrx ^oa , ilparoitra aifé- 

^ 0 ”'^ il- Ccc ment 



Digitized by Google 



38(5 .•;ELFMENS Ç’A.LGEBRE. 

ment qu(î le reftaijgle des deux racines DE & DL fera égal à aâ , c’efl* 
à-dire, u DCfi donc. des deux lignes DE & DL l’une doit être plus 
grande &. l’autre plus petite que DC; mais la ligne DE cft plus grande 
que DC par l’hypothelé; donc la ligneDL eft plus petite, c’cft-à-dire, le 
point L doit être Ctué entre D & C , & partant ne fauroit réfoudre le 
problème. , , , 

Paflbns préfentement à l’examen de l’autre équation du fécond (legré, 
qui avoit_aidé .à former l’équation de quatre dimenlions propofée ci-des- 
fus, favoir,XA- — a— hc xx-+aa=o. Faites c— a = 2r,& l’équation fera 
xx-T 2r.v-+ aa=p, dont les deux racines feront négative- ,commenous 
avons déjà eu occafion de l’obferver: mais rien n.’ell plus facile que de 
changer ces racines ^ négatives en <}’ autres racines affirmatives égales en 
changeant le figne de ï.dans l’équation ; <Sc on ne rifquera rien en le fai- 
fant, pourvu que ces nouvelles racines foient prifes rélativement à Z) du 
côté oppofé à celui d’où les autres racines ont été prifes ; changez donc 
le figne de x dans l’équation JCX-+ 2rs -f = o, & vous aurez xx-^2rx -taa 
= 0, équation qui efi; précifément de même conftruftion que la précé- 
dente, en faifant2r=c—aau-lieu de fl comme auparavant ; prolonge^ 
donc la ligncB/Za’u-delàde Wjufqu’eng,&faitesBgégaleà c,&partant 
/jg=c~a ou 2r;&fi tin demi-cercle, qui aura pour diamètre » coupe 
la ligne CD prolongée au-dtli de D en deux points I, les deux lignes 
éé I)/ feront les deux autres racines de l’équation originale de quatrç 
dimcnfio'ns; deforte que fi par le point on mène les lignes eJf& lAk, 
coupant le côté CB prolongé au-delà de B en f&k refpeélivement , les 
lignes interceptées ef&lk feront chacune égale à b; mais fi le point L 
ne réfout pas le problème , les points r & / le réfoudront bien moins encore. 

Pour que toutes ces folutions euflent été applicables au problème pré- 
cédent , ce problème auroit dû être énoncé en termes plus généraux ainfi : 
Soit ABCD «B quarré donné dont les cùtés oppofés font AD BC: on deman- 
de de mener de Fangle A une ligne indéfinie comme AE coupant les cotés CD &f 
CB ou ces côtés prolongés en E F refpeclkement , tellement ^ la partie in- 
terceptée EV foit égale à b. Si ce problème, dis-je, avoir été propofé ainfi, 
il auroit admis quatre folutions au-lieu d’une ; tant la nature de la vérité 
éft moins limitée que celle de l’entendement humain} & ce n’ell qu’aux 
bornes de cet enteiideraent qu’il faut quelquefois attribuer celles eatre 
lesquelles la vérité même fe trouve renfermée , comme je l’ai fréquem- 
ment qbfervé dans le cours de cet Ouvrage. 

N. B. Dans l’une & l’autre de ces conftruftions les deux demi-cercles 
AEC St Aeg font fuppofes fitués du meme côté delà ligne Ggque le quarré. 
• * ... Dans 
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Dans ce problème, pour que les deux racines nrouvécs en dernier lieu, 
favoir De & DI, foienc polTibles, le quarré de la ligne donnée £Fo\i b 
ne doit pas être plus petit que huit fois le quarré BD, ce que je dé- 
montre ainfi ; l’équation ■**— 2 rx-f «a=o donne x=f — f Vrr — aar 
donc la quantité r ne doit pas être plus petite que a , ni par conféquenc- 
la quantité 2r plus petite que 2a; mais 2r='c — a par l’hypothéfe; donc 
la quantité c-~a ne doit pas être plus petite que 2a ^ ni la grandeur cplus 
petite que 31* , ni le quarré ce plus petit que ^aa ; mais cc = aa H- bb par l’hy- 
pothéfe; donc la quantité aa-+bb ne doit pas être plus petite que 9<M,ni 
bb plus petite que Saa, c’eft-à-dire, le quarré de la ligne EFoü de ef 
ne doit pas être plus petit que huit fois le quarré B D. C’eft ce qui paroît, 
manifeftement d’ailleurs par la conftruftion précédente ; car fi le diamè- 
tre / 1 g eft plus grand que 2AD , le rayon Ibra plus grand que AD , & 
ainfi le demi-cercle en s’étendant au-delà de la ligne De, la coupera en 
deux points e & /; mais plus le rayon approche en grandeur de la ligne 
A D , plus les deux points trinterreftion « & / s’approcheront l’un de l’aü- 
tre: fi le rayon eft égal au côté AD, h ligne De deyiendra une tan- 
gente au cercle, »Sc les deux points d’interfeélion e & l devront être 
confidérés comme ne formant qu'un feul point, & les racines De & Dl 
comme égales : que le rayon foit préfentement plus petit que AD , 8 c 
le demi-cercle n'atteindra pas jufqu'à la ligne C D prolongée , fi bien que 
les points c & / , aufii-bien que les racines De & Dl deviendront im- 
polTibles ; donc pour que les racines De 8 c Dl foient polDbles , le rayon 
ne doit pas être plus petit que AD, ni le diamètre A g plus petit que 
2AD, c’eft-à-dire, la quantité ar ne doit pas être plus petite que an; 
mais nous avons prouvé ci-delTus , que fi la quantité ar ne doit pas être 
plus petite que an, le quarré àe EF ne doit pas non plus être plus petit 
que huit fois le quarré dD; donc, pour que les racines De 8 c Dl foient 
polTibles, le quarré de E/*' doit être plus grand que huit fois le quarré 
B D, Voici donc un nouvel exemple de la nécellité que deux racines 
deviennent impofiibles à la fois après avoir été égales. Voyez art. 107', 
& art. III, la troifiéme obfervation. , t 

Remarquons de-plus , que quoiqu’il puilTe y avoir des cas particuliers 
d’un problème , dans lesquels quelques-unes des racines de l’équation que 
le problème fournit font impofiibles, il ne laifTe pas d’y avoir toujours 
d’autres cas du même problème, dans lesquels elles font toutes poflibles; 
& par conféquent la formule~de l’équation doit être gardée, même dans 
le tems que quelques-unes des racines fe trouvent n’étre d’aucun ufage. 

4Ôy. U arrive très-fouvent qu’après être parvenus à une vérité, nous 

Ccc a apper- 
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appercevons d’autres routes qui conduifent à ia même vérité, & d’une 
manière moins dé tournée, quoique peut-être pas toujours plus naturelle: 
c’ell précifémenc-là notre cas dans la folucion du problème précédent, 
où nous avons défigné la diftance inconnue D.E par * , & trouvé quex 
avoir quatre fignifications , favoir, DE, DL, De, Dl; mais dans 
cette folution on a dû obferver , que la quantité BG n’a que deux va- • 
leurs, favoir -4- ou —Vaa-+Fb: par conféquent, fi nous avions fait 
B G la quantité inconnue dans ce problème, c’eft-à-dire, fi nous avions 
fuppofé BG = z,& entrepris de réfoudre le problème dans cette fuppo- 
fition, nous ferions à la fin néceflairement arrivés à cette équation très- 
fimple, zz=aa-+bb, comme on le verra par la folution fuivante. 

Suppofons le point E déterminé, & la ligne EG perpendiculaire à 
^ £ , Je refte de la confiruftion continuant comme ci-deflus ; faites BGzje, 
& pitantyfG=a-+ 2 , -faites auffi y, & par conféquent yf£=)r_+*, 

& les triangles femblables ABF & AEG donneront AB i AF comme 
AE Z AG, c’eft-à-dire, a à y comme y-l-i àa-f-z; donc en chair- 
géant l’anologie en équation nous avons aa— |-az=yy — t-iyid’ailleurs, 
comme le triangle £ //G eft femblable au triangle AEG, & ce dernier 
femblable au triangle ABF, il s’enfuit que les triangles EHG & ABF 
font femblables, & outre cela égaux, à caufe de l’égalité entre les cô- 
tés homologues EH& AB-, donc les autres côtés homologues £G & 
font égaux, c’eft-à-dire, E G=y: puis donc que le triangle- reélan- 
gle AEG donne AG'zzAE'-^EG ' , nous aurons aa h- aaz -h zz = yy 
Z^. 2 by-¥bb-}-yy = zyy~i-zby—i-bb: ainfi nous avons deux équations 
pour déterminer les valeurs des deux quantités inconnues z & y, favoir 
aa-+az=yy-+*y, &aa- 42 az-f zz=2yy-+2*y-l-*i : retran- 
chez deux fois la première équation d e la fécon dé, & vous aurez zz—aa 
-bb, &.zz=aa-+bb, & z=^v^aa-+ii ; ce qui fignifie, que fi le 
point £ eft déterminé de façon dans la ligne D C £ , que la ligne £ F ait 
une longueur telle que le problème la demande, & que de-plus la ligne 
£G foit perpendiculaire zAE, coupant AB prolongée en G, la partie 
B G fera égale à v^aa-f ü;donc par la raifon des contraires, fi le point 
G eft déterminé de façon dans la ligne G , que la ligne B G foit éga- 
le à Vaa-¥bb, & qu’outre cela le point £ foit déterminé de façon 
dans la ligne DCE, que l’angle AEG foit droit, la ligne EF aura la 
longueur que le problème demande; mais le point £ ne peut le trouver 
dans la ligne DCE& l’angle AEG être en même tenis droit, à moins 
que £ ne foit un des points où le cercle ayant pour diamètre AG cou- 
pe la ligne DCE’, donc fi un cercle, dont le diamètre eü.AG, coupe 
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h ligne DCE en deux points £ & E, les lignes EF & LK auront la 
longueur que le problème requiert. On peut démontrer de-même, que 
C l’on fuppofe la ligne B g égale à— Va a— (-A6, c’eft-i-dire, fi 5 g eft 
faite égale & contraire k B G, & qu’un cercle ayant pour diamètre j 4 g 
coupe la ligne CD prolongée en e & /, les lignes ef & Ik auront aufiila 
longueur exigée par le problème ; deforte que les lignes EF, LK, ef 
Si Ik feront cliacune égale à b. 

De la réfülution de toutes fortes d'équations de quatre dimenfms au 
moyen d’une équation cubique. 

L E M M E. 

466. Qu'il y ait deux équations du fécond degré, exprimées par les formu- 
les fuivantes , faooir , xx— t-ex -)-f=o, xr.~ex-k- g=o, dont les 

termes moyens — J-cx fÿ — ex font égaux contraires l'un à r autre: je dis , 
cela étant, que fi ces deux équations font multipliées P une par Foutre, elles 
prodmront une équation de quatre dimenfms, à laquelle le fécond terme man- 
quera: car cette équation fera 

~^f _+ „ 

X* • -+gxx " _ef ^ “+/«=o- 

467. Donc par la raifon des contraires toutes les fois qu'on a une équation 
de quatre dimenftons, gui n'a point de fécond terme, (la méthode d’ôter le 
fécond terme de toute forte d'équations a été enfeignée dans l’art. 437,) 
une pareille équation peut , à F aide du dernier article, être décompofée en deux 
équations , dont les termes moyens feront égaux fÿ contraires Fun à F autre. 
Que l’équation propofée foit *♦— l-5*x-+ rx— f r=o; je dis que cette 
équation peut fe décompofer en deux équations du fécond degré, xx -h « 
—hf=o, &XX — fx-fg=o:carle lemme précédent peut nous fournir 
trois équations pour déterminer les trois quantités inconnues e,f& g. 

Eq. 1ère, 

Eq. 2de, eg-gf=r^ 

Eq. 3èœe, fg-s. 

De la première équation fe déduit 

Eq. 4énic, g 

De la fécondé 

Eq. Jèine, g-f=JL. 

Retranchez la cinquième équation de la quatrième, & prenez la moitié 
du relie , & vous aurez 



Ccc 3 



Eq. 



ELEMENS D’ALGEBR’E. 



S9= 



Eq. 6 ^e, /= 






Ajoûtez enfemble la quatrième équation &la cinquième, & prenez la 
moitié de la foramc , & vous aurez 

f-i’iir— f* 

Eq. 7*”®. S= 7 — 

Multipliez enfemble la fixiéme équation & la feptième, & vous aurez 
q b mais /g=rpar la troiCérae équation; donc 






“ *H“ 2 ^ ^ f 4 — ^ 



nous avons ^ = & 5* — f- sgre -+ e* — — =|r:multi- 

• 4 

pliez les deux membres par er puis rangez les termes de l’équation dans 

l’ordre où ils doivent être, & elle fera e’-+2qe*—hqqee — rr = o: fub- 

— 4 ^ 

flituez y à la place de ee, afin de réduire l’équation de fix dimenfions à 
une équation cubique , & vous aurez y* H- 2j};y — b gçy — rr=o. Voici 

— 4 r 

donc quelle eft la règle: Que Féquation propofie fait x+— bqxx— brx-bs 
=0 ,£ÿ trouvez y racine de cette équation cubique yi-i- 2 qYy~^Viy — rr = o; 

— 4 S 

puis faifant Vy=Cy =f, & — =g,ks deux équations du 

fécond degré, dans lesquelles Féquation propofée pourra fe réfoudre, feront 
xx-bexH-f=o, & XX— ex— bg = o. 

Pour éclaircir cette règle, nous employerons l’exemple fuivant: qu’il 
faille décompofer l’équation de quatre dimenfions — 3x1 — qv — 3=0 
en deux équations du fécond degré pour en trouver les racines. Ici 
— 3, r= — 4, & r= — 3: commençons donc par réfoudre cette équa* 
lion cubique y» — 6yy-b2iy — 16=0; pour cet effet ôtons le fé- 
cond terme en fubfîituant 2-42 à la place de y , & l’équation fe 
trouvera transformée en celle-ci 2^ — bçz— bio=o , dont la racine 
étant tirée fuivant les règles prefcrites ci-deflus, donnera 2= — i, 
les deux autres racines étant impoiliblcs: mais fiz= — i, il faut que 

2— b2 ou y=-b I , & i^y ou f = I ; donc — ou /= ^ * 

q-+ee—\-— _j_4l — ^ 

= H-i,& — - ou g= :: = — 3; do ides deux équations 

' du 
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du fécond degré qu’on demanderont x*— f-*— *—3=0; 
les deux racines de la première équation font impoflibles , étant — — 3 

& les racines de la dernière poflibles étant ziLiLiCy. 

2 

468. Pour faciliter l’intelligence de ce qui a été dit dans le dernier 
article, il ne fera pas mauvais d’approfondir tant foit peu la compofi- 
tion d'une équation de quatre dimenfions , qui n’a point de fécond ter- 
me. Par exemple: foit x+ — 27XX — i4x-l-i20=o une équation du 
quatrième degré, dont les quatre racines fontpolTibles,favoir— 1-2, — 3, 
— 4 & -+5, (car la fomme des racines affirmatives doit toujours être 
égale à la fomme des racines négatives , pour ôter le fécond terme, qui 
dans tous ces cas eft fuppofé manquer:) cela étant, il paroît par ce qui 
a été démontré au fujet de la nature des équations en général , que l’é- 
quation propofée ici , eft le produit de la multiplication continue de ces 
quatre équations fimples, x — 2 = 0, x-l- 3 = 0, x-è4=o & x — 5 = 0: 
il eft clair auffi , que de ces équations (impies on peut former plufieurs 
corobinaifons d’équations du fécond degré , en prenant les équations (im- 
pies deux à deux, & que les deux équations du fécond degré dans cha- 
que combinaifon étant multipliées enfemble produiront l’équation origi- 
nale: comme premièrement f ft les racines — 1-2 & —3, & les racines —4 
& _f 5 font jointes enfemble, elles formeront ces deux équations du fé- 



cond degré, x — 2xx— 1-3 = 0, & x— i-4xx— 5 — o,' c’eft-à-dirc, xxH-x 
— 6 = 0, & XX— X— 20=0, où e coefficient du fécond terme eft ^ i: 
fecmitment , (i les racines —H 2 & — 4 font jointes enfemble , comme auffi 
les racines — 3 & — 1-5, on aura une autre combinaifon d’équations du 

fécond degré, comme x— 2><x-l-4=o, & x-H 3>‘x— 5 = 0, c’eft-à- 
dire, xx-+2x — 8=0, & xx — 2X— 15=0, où «=:+2: en troifiéme 
iieu, fl les racines 2 & 5 «St les racines —3 «St —4 font jointes enfem- 



ble, vous aurez x — 2xx — 5=0, & x-l- 3xx-t-4=o, c’eft-à-dire, 
XX— 7X— f-io=o, «St XX-H7XH- 12=0, ou «=-^7. 

Excepté ces trois combinaifons d'équations du fécond degré , on n’en' 
fauroit former aucune autre ; & partant (i chacune de ces combinaifons 
eft repréfentée indifféremment par cette combinaifon générale, xx—hes 
■-f/=o«St XX— exH-g = o, le coefficient e ne fauroit avoir moins de fîx 
valeurs différentes, favoir ^ i, i+2, & :i+7; niais fon quarré ee 
n’en peut avoir que trois, favoir, 1 ,4 «St 49; d’où il fuit, que toutes 
les fois que l’équation x+-27xx — i4x—f- 120=0 doit être décompoféô 
en deux équations du fécond degré par cette méthode, l’équation cubi- 
que. 
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que, à l’aide de laquelle la valeur de ell déterminée, doit avoir tou* 
tes les racines polGbIes , favoir i , 4 & 49 ; & de-là naît la néceflité de 
faire intervenir une équation cubique dans la décompoficion d’une équa- 
tion de quatre dimenfions en deux équations du fécond degré. 

Si toutes les racines pofllbles d'une équation cubique, au moyen de 
laquelle une équation de quatre dimenfions peut fe décompofer, font né- 
gatives, c’eft-à-dire fi le quarré ee efl négatif, les quantités e & 
— feront impoffibles , & nous en difons autant des quantités e,f&g: 
ainfi les quatre racines de Féquation propofée feront toutes impoffibles; 
car les racines de féquation **-ffX-f/=o font — & les 

racines de féquation xx — ex-¥ g=o, font — donc quand 

les quantités e,f & g font impoffibles, ces racines le feront auffi; & 
par conféquent il ne fauroit jamais y avoir d’impoffibilité à rélbudrc 
une équation de quatre dimenfions en deux équations du fécond degré, 
toutes les fuis qu’une pareille décompofition peut être de quelque ufage. 

469. Mais il y a une formule d’équations de quatre dimenfions, qui 
appartient à la claflè générale de celles dont nous venons de parler, & 
qu’il ne faut point palfer ici fous filence, à caufe de l’embarras qu’elle 
pourroit donner à un apprentif Algébrille, fi par hazard il en tentoit la 
îblution ; je veux dire , une équation du quatrième degré , à laquelle 
le fécond terme & le quatrième manqueroient également. On m’objefte- 
ra apparemment, que les racines d'une pareille équation ne fauroient fe 
trouver mieux qu’en la traitant comme une équation du fécond degré, 
ce qui efi: vrai; mais je ne m’inquiète pas tant ici de la manière de trou- 
ver les racines d’une telle équation , que de fatisfaire la curiofité d’un 
Analyfie qui fouhaiteroit de découvrir ces racines par la méthode que 
nous venons d’expliquer: car fûrement fi quelque règle efi calculée pour 
une formule générale d’équations , elle doit être applicable à toutes les 
formules particulières qui rcirortilTent fous la formule générale. Soit 
donc X* — 5XX— 1-4=0 une équation propofée à réfoudre par cette der- 
nière méthode. Ici q= — 5, r=o, & r=-i-4: & l’équation cubique 
qu’il s'agit de réfoudre premièrement , efi y* — ioyy-l-9y — rr=o, ou 
parce que rr=o, l’équation fera y J — loyyH-py =0: or comme dans cet- 
te équation la quantité y fe rencontre dans chaque terme qui a quelque 
valeur , on peut inférer de l’art. 429 vers la fin , qu’une des valeurs de 
y doit être égaie a zéro: divifez préfeniement toute féquation par y, 
afin de découvrir les deux autres racines, & vous aurez l’équation 

yy 
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*.37— ioy-+9=o, dont les racines font 9 & i; donc les trois valeurs 
de y, ou es dans l’équation cubique marquée ci-deflus , étoient 9, i & o; 
• par conféquent les valeurs de H- e dans la folution, feront 3,1 & o : Si 

. O f-lee-t- — 

s=3, nous aurons ou/=-f2, & lou^=-l-2,àcau. 



fe que r& partant ^^=0; & ainfi les équations dérivées de cette fuppofl- 

tion feront *x — l- 3X —b 2 = O , & **“3x— 1-2=0: lî e = i , nous aurons 
/=— 2, &g=— 2, & les équations feront *x-f-x — 2=0, &xx-x 
— 2=0: fie=o, & par conféquent e«=o, les quantités /& ^ feront 

1 — f-t-- 

cn ce cas — ~ & ; mais la grande difficulté eft de déterminer 

la valeur de la fraftion j, dont les termes font tous deux égaux à zéro ; 

car quoique les quantités r & e puiflent à jufle titre être eftimées éga- 
iles i zéro, dans tous les cas où on les conlidérera comme jointes à des 
quantités finies; cependant fi on les compare l’une avec l’autre, ‘elles 

peuvent avoir l’une à l’autre quelque railbn, & la valeur de — peut 

'être quelque chofe. Pour mettre ceci dans un plus grand jour, fiippo- 
'fons d’abord que les quantités r & e font finies, mais palfant dans un 
tems fini de l’être par tous les degrés poffibles de grandeur au néant , 
deforte qu’elles foient toutes deux evanefeentes à la fois : fi donc dans 
cette fuppofition nous pouvons découvrir la dernière raifonde r à «,nou» 
appercevrons en même tems la dernière grandeur de la fraélion — 

trouverons par cela même ce que nous '‘cherchons. Et certainement il n’y 
“a rien d’abfurde dans cette fuppofition ; car quelle abfurditd y a t ilàfup- 
pofer que deux quantités r & e pafient par degrés de l’être au néant dans 
un tems limité ? & G cela peut avoir lieu , il doit y avoir un dernier in- 
ftant de leur exiflence, qui fera l’inftant par lequel ce tems limité fera 
terminé , quoiqu’on ne puifle pas leur attribuer une dernière grandeur, 
à caufe que leur diminution n’efl bornée par aucune limite; or fi nous 
parvenons à trouver, qu’au dernier inftant de leur exiflence la quantité 
r aura i la quantité e une certaine raifon finie, ce fera tout ce que noiis 
avons voulu fignifier par la dernière raifon de r à s. Pour continuer donc 
notre recherche , l’équation qui exprimoit le rapport de r à s ou plutôt de r à y 
en général , étoit y ’ — loyy — b 9y — rr= o ; où par y dans le cas prêtent il faut 
entendre la plus petite racine de cette équation : or il paroît clairement par 
cette équation, que quand r efl quelque chofe y fera quelque chofe auffi. 
Tome II. ■ Ddd & 
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& que quand r eft aion y fera rien;donc les quantités r & yftronttoutea 
deux évanefoemes à la fois : il paroît de-plus,que quand la grandeur y eft é^- 
le à zéro, ou plutôt dans le dernier inftant de l’exiftence de y, le premier 
terme de l’équation qui eft y» fera infiniment plus petit que le fécond 
qui eft loyy *, à caufc que y qui eft zéro eft infiniment plus petit que 
le nombre lo qui eft quelque chqfe: par la même raifon le fécond ter- 
me qui eft loyy fera infiniment plus petit que le troifiéme py ;donc dans 
le préfent cas les deux derniers termes de l’équation donneront ledernier 
rapport de r à y aufli exaftement que feroit l’équation entière. Rejettons 
donc les deux premiers termes de l’éqqation, comme n’influant en rien 

.fijr la conclufion,& nous aurons py-rr=o, & y=.^,&v'youe=Y : 
c’tft ainfi que nous avons enfin trouvé la dernière raifon de r à e , qui eft celle 
de rà-, c’eft-à dire, de 3 à r, &la dernière grandeur delà firaélfonÇ 

eft i ou ceci étant connu, nous aurous î-ou /=— +& ^,oa 

I ' 2 2 

ï, & les équations dérivées de cette fuppofixion de e = o feront 
ï.f— 4«®o, &ÏX— 1=0. 

pignore ce que d’autres penfent de ces myftércs mathématiques ; pour 
moi j’avoue que c’eft avec un plaifur «S: une furprife extrêmes que j’obfer- 
,ve 1 ^ détours admirables que la Nature £ik prendre pour furmonter les 
plus grandes difficultés: détours teliement au-deflus de la conception hu- 
maine, qu’il nous eft rarement poflible de les trouve*, fans pouvoir ja- 
mais en être les inventeurs : mais le* parties les plus fublimes de* Mathé- 
matiques, & particuliérement la .doélrine des Fluxions nous fourniflent 
des exemples plus frappans encore de cette cfpéce de prodige » deforte 
que l’ancien Sage avoit bien raifon de dire. 

Magna tjl veritas, (ÿ pravaleiit. 

Les Métaphyficiens aflurent que le Monde matériel n’eft autre chofe 
qu’une copie du Monde idéal , & j’y confens très-volontiers : mais en 
même tems je ne fâutois m’empécher de témoigner ma furprife , d’entea- 
dre parler de ce ton des gens qui connoiffent û peu l’un & l’autre de ces 

Mon- 

*- (j 1 ca»(è lUt y. vd efi zéro efi fJui fif/it ftz U mm'.rt Ukiu t/l. ijueUiii* 

eke/*^ Ceci n’ell pas aflcr car ce oefl êu k ooëaiciii» ifl qui Toit que la quamiié 

j> eft infinimait petice en cpm.nrailbn de icij; mais cette dificrence vient de ce que j eft un 
infiqinetu pe it du premier urdre, & par oôuivquent- inünhnetK j>ratKi e» coiitpitailbn de jy, 
qui eft un infinimen: petit dti li'cond ordre, ipaia S (bo iqur h ifi n { | n a>t gnuid, eq coopanu-of 
de r’, qiii eft un ialinimeni petit du troili^e ordre. 
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Môades. Ce n’efl: qoe dans ie« feuks Adathématiques que la vérité , c'eft- 
i<lire , ht vérité fondée fur la finlplt' raifon, parole dans tout fon éélac; 
dans toutes les autres Sciences elle e(l ou évidence par elle-même , ou fi 
facile à être apperçne que fa découverte ne procure prefque aucuil agré- 
ment; ou bien, s'il faut creufer fort avant pour la trouver, on ne l'ap- 
perçoit la plupart du tems qu’à travers un nuage fi épais , qn’il faut être 
bien hardi pour affirmer que c’eft elle. Quiconque donc voudroit admirer 
de près la nature , la beauté & l'haTmonie de la vérité ; quiconque vou^ 
droit (autant qoe les bornes de Tes talent peuvent le permettre) voir la 
vérité telle qu’elle a cxiflé de toute éternité dans l'Entendement Dhân ^ 
y faut qu’il s’attache davantage à l’étude des Mathématiques qu’à celle 
de la Métaphyfique : dès qu’on découvre en Mathématiques une veine 
de la vérité (& il y en a flhs nombre) on n’a qu’à fuivre cette veine 
auffi loin qu’on voudra , en faifanc fèrvir chaque découverte nouvelle de 
moyen d’aller plus loin: mais dans la plupart des autres Sciences, toute 
cette belle analogie & cette harmonie inaltérable font prefque entière- 
ment perdues; & les vérités particulières qu’on y dècouvèe , font fi claire 
feméL’S & fi indépendantes l’une de l’autre , quelles ne paroiflent avoir 
aucune rélation cnfcmble , quoiqu’il y ait cependant une intime relation 
^cre toutes les vérités : ainfi il n’y a point Heu d'écre fiirpris qu’on aie 
fait de plus grands progrès dans les Mathématiques, & à l’aide des Ma- 
thématiques, que dans toutes les autres Sciences mifes enfèmble fans elles; 

Pour ce qui efl; du Monde matériel , fi la Nature n’efl pas gouveméé 
par des loix uniformes & confiantes , toutes les recherches philofophi- 
ques font inutiles : mais fi au-oemtraire elle efl toujours d’accord avec 
elle-même , & qu’eHe veuille plinôt produire un m'onflie que s’écartet le 
moins du monde de fes propres loix , ces loix pourront toujours fervir 4 
examiner les phénomènes de la Nature : ainfi fbit que nous confidéiionB 
les loix de la Nature les plus faciles à appercevoir, ou bien d’autres loix 
moins vifibles qu’on peut déduire légitimement de cellet-ci , nous tronva- 
rons toujours la Nature autant liée par fes propres loix, que la vérité l’efl 
par ht néceffité & paf la raifon des chofes ; deforté que noué ne devons 
jamais concevoir le moindre doute en fuivant la Nature , pourvu que 
tKius déduirions légitimement des vérités inconnues de celles que nous 
conftoilTons , foit que nous remontions des effets à leo« oaufes , ou que 
nous defcendkms des caufiss à leurs effets. Mais eif fuivant cette route 
nous devons' prendre garde à noos à chaque pas , & rechercher premid- 
fenient,fi fes outt&s auxquelles on attribue tels & teli phénomènes, exis- 
tent réeSaneiK dans la Nature «a non ; & an cas qu-’elks exiflent , fi ce 

' Ddd 2 font 
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font elles qui ont produit les phénomènes dont il s’agit; & enfin, fi dler 
ont le degré d’elficace requis pour produire ces efi^ets en quantité & en 
degré tels que nous les trouvons dans la Nature :'en nous y prenant de 
cett fajon , nous verrons que plufieurs efiets qu’on atcribuoit communé* 
mciu à différentes caufes , procédoient réellement d’une feule & même 
caufe;& à proportion que nos connoifiances naturelles iront en augmen- 
tant, le nombre des caufes naturelles deviendra plus petit, & la Nature 
BOUS paroitra de plus en plus fimple & uniforme. Mais de pareilles re- 
cherches ne peuvent jamais fe faire avec quelque degré de certitude , fi 
l’on ne fait pas bien ce que c’eft que quantité & proportion ; & c’ell 
de-là que naît le grand ufage & même la néceflité abfolue des Mathéma- 
tiques dans la Pliilofophie Naturelle ; & je fuis perfuadé que ç’a été -là 
une des grandes vues du fage Auteur de la I^ature , en fufeitant les grands 
hommes, qui nous ont enfeigné une nouvelle méthode de raifonner,qui 
étant bien cultivée & mife en œuvre , pourra fervir à nous faire mieux 
connoître Dieu dans fes ouvrages que tout le jargon métaphyfique des 
Ecoles. C’eft la méthode que le grand Newton a employée , & perfonne 
n’ignore les étonnantes découvertes qu’il a faites par ce moyen. 

. Je n’ai garde de nier que les Mathématiciens ne puiflent fe tromper 
dans leurs recherches de la vérité , & même que la chofe ne leur foit ar- 
rivée très-fou vent, quelquefois pour avoir appliqué leurs principes avec 
trop de précipitation , mais plus ordinairement à caufe de l’extrême dif- 
ficu'té de leurs fujets : mais que veut-on inférer de-là? Parce que les 
Mathématiciens fe trompeur quelquefois, d’autres Philolbphes, qui ont 
infiniment moins de fecours qu’eux poOr faifir la vérité , font-ils pour 
Cela exetTKs d’eneur? Difons franchement ce qui eneft: tout ce que 
ces prétendus Philofophes peuvent faire , fe réduit à donner un air impor- 
tant à leur ignorance , à mépriftr ce qu’ils ne comprennent pas , & à 
vouloir paroître n’eftimer que fort médiocrement des Sciences , dont leur 
peu d'application & leur manque de génie les rendent abfolument in- 
capables. J. . . 

; (Mais l’expérience au-deflus de toute éxeeption , tant de ce fiécle-ci 
que du fiécle paflTé, a fuffifamment éubli l’ufage des Sciences Mathéma- 
.tiques dans la Méchanique & dans la Philofophie Naturelle. Les Moder- 
nes, particuliérement ceux de notre Nation , ne fe font point arrêtés-là, 
ayant fait tous leurs eflôrts pour bannir de la Philofophie Naturelle tou- 
tes, ces/ubéilitésmétaphyfiques, dont elle a été fi longtems infeâée, & 
qui en ont durant; tant de fiécles fi puiflàmment empêché les progrès ; 
fubtüités, qui , en auiraitc à leurs inventeurs l’admiration des fots, les 

ren- 
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rendent moins propres que jamais à la recherche de la vérité : mais com- 
me le faux goût dont je me plains ici, commence (grâces à Dieu) à être 
bien connu , il y a lieu d’efpérer que tout ce qu’il y a de gens fages tâ- 
chera de fe garantir d'une maladie fi aifée à contraéler , & fi difficile à 
guérir. Je ne fais fi mon zélé pour la vérité ne m’a point engagé trop 
avant dans cette digreffion : mais il m’a paru qu’il n’étoit guéres poffible 
de prendre trop de précautions pour empêcher que de Jeunes-gens qui 
fouhaiteroient de faire des progrès dans la route de la vérité , ne s’éga- 
rent en fe laiflant éblouir par de vaines apparences , qui en ont féduit 
unt d’autres : fi ce malheur leur arrive , il les rendra infenfibles au plaifir 
exquis, qui naît naturellement de la contemplation de la vérité, quand 
on la voit telle qu’elle eft & fans nuages: plaifir qui n’eft fondé, ni fur 
nos appétits , nos fantaifies , ou nos paffions , mais qui nous appartient 
purement en qualité d’êtres penfans , & de créatures douées de raifon ; 
& fi l’on approfondilToit comme il faut la nature de ce plaifir, il fe trou- 
veroit que c’eft le feul qui dans notre condition préfente nous appartien- 
ne en commun avec des Etres fupérieurs. 
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appen dice 

M onsieur de Monte ayant avec beaucoup de fagacité trouvé 
une méthode d’extraire la racine cubique d’un binôme impollible, 
tel que a-+ y'— i , & rendu outre cela cette méthode univerfelle, en 
faifant voir a mment il faut s’y prendre pour tirer quelque autre racine 
dudit binôme , & de -plus comment on extrait une racine quelconque 
d’une puiflance donnée d’un pareil binôme, a eu la bonté de me la com- 
muniquer , pour qu’elle fût publiée en forme d’ Appendice à ces Elémens. 
Cette imporunte découverte eft une nouvelle preuve de la pénétration 
& de l'habileté de cet illullre Mathématicien , & ne peut que faire, un 
extrême plaifir à ceux qui fouhaitent de fe pcrfeâioner dans la coonois- 
fance de l’Algèbre. Le Doéleur Saunderfon avoir confulté Mr. de Moi- 
vre au fujet de l’extraéiion de la racine cubique d’un binôme impollible 
dans la Lettre fuivante , dont le principal but étoit de le remercier de la 
folution du dernier de fes deux problèmes curieux au fujet des Fropor- 
tionclles , & d’avoir permis que l’un & l’autre fulTent inférés dans fon 
Ouvrage. 

A Monsieur de Moivte. 

MONSIEUR, 

Cambridge, Sept. 26. 1738. 

Voici la première occaGon que j’ai pu avoir de vous aceufer la récep- 
tion de voire obligeante lettre, & de vous remercier de la folution de 
votre fécond problème , comme au(G de la généreufe permiflion de les 
inférer tous deux dans mon Ouvrage , dont ils feront le plus grand orne- 
ment. Dans cette dernière folution vous avez marqué (s’il efl poflible) 
plus d’art encore & plus de pénétration que dans la première ; mais elles 
font l’une & l’autre des chefs-d’œuvre en leur genre, & font un hon- 
neur infini non feulement à vous, mais auflî à l’Analyfe en général, 
dont le pouvoir irréfillible (peu s’en faut que je n’aye dit fans bornes) 
opère des prodiges fupérieurs à ceux de toutes les autres Sciences , fur- 
tout quand elle ell mife en œuvre avec cette fagacité étonnante que 
tout le monde admire en vous. Je trouve que nous nous fommes ren- 
contrés dans l’idée de divifer une équation par une autre , afin d’en avoir 
une plus fimple; quoique vous ayez mieux réudi à faire valoir votre 
idée, que je n’ai fait la mienne, ou qu’il ne m'auroit été polîible de fai- 
re. Quand vous aurez la bonté de m’écrire, je vous prie de me faire 

fa- 
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lavoir, fi tods ava quelque chofe de rélatif à l’extraflioa de la racine 
eubique d'un binôme impoflible.td que ~5-+y— a,ou— 5 — v'— î,oufi 
dans vos lefhires vous avez rencontré quelque moyen de réuflîr 
cette opération avec autant de certitude, que dans le cas d’un binôme 
poflible : pour moi, je n’ai jamais rien trouvé à cet égard, pas même 
dans IValihf qui l’eft attaché i cette recherche. J’ai l’honneur d’être 

Monsieur 
Votre &c. 

N, SaunderfoH. 

P. 5 . Je ne voudrois pour rien au monde ne pas avoir cette dernière 
folution , laquelle , ajoûtée à l’autre , met votre mcthoric dans fon plus 
grand jour: méthode, dont l’excellence ne peut être bien connue que 
par ceux qui fe font trouvés arretés par les difficultés quelle les a aidés 
i furmonter. 

A rZditeur de l’AIgébre de Mr. Sauiderfon. 

Monsieur, 

Parmi plufieurs lettres que j’ai reçues de feu mon digne Ami Mr. Saun~ 
ierfon , il y en a une dans laquelle il me demande fi j’ai une méthode 
d’extraire la racine cubique d’un binôme impolTible, tel que a -+V~b, 
ajoûtant, que ce que IVallis avoit écrit fur ce fujet ne le contentoit pas. 
Je ne me fbuviens pas au jufte des termes de ma réponfe , mais le fens en 
revenoit à ceci: <^e j’avais démontré depuis bngtems, que la régie 
donnée par le Dr. tVaUh n’étoit qu’une pétition de principe, ou tout 
au plus un eifai qui ne pouvait réuflîr en plufieurs cas; mais que ma dé- 
monflratiun fe trouvant parmi quantité d’autres papiers , il m’étoit im. 
poflible de lui en faire part. A-préfent qu’elle m’eft retombée entre les 
mains , j’ai cru devoir vous l’envoyer. 

Le dclTein du Dofteur JVailii étoit de prouver , que dans les équa- 
tions cubiques il n’y a point de cas inexplicable, quoique l’opinion con- 
traire foit reçue commuDcmtnt. 11 indique un de ces cas pat l’équation 
fl _ 63r= 162 ; dans laquelle fi on afligne à r la valeur qu’elle auroit fuivant 

« ■ 

la règle de Cardan , nous trouverions r=V^ i— t-t'— 2700 — l-V 8 i~V— 2700; 
hqueUe confille en deux parties, dont chacune contient la quantité ima- 
ginaire V 1-2700. Or W''<jffir,pour démontrer la témérité de ceux qui 

ont affirmé que dans les équations cubiques il y a quelques cas irréduc- 

ti- 
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tibles , ou ( comme il les appelle) impraticables, dit, que la racine cubi- 
que de 8i — t-v'— 2700 peut fe tirer à l’aide d’un autre bmôme impos- 
fible, favoir, par — 3; & de-même que la racine cubique de 

81— ✓—2700 peut s’extraire, & il fait voir que c’eft j— iv' — 3; d’où 
il infère , que î -+ t - 3 , ou fimplement 9 , font une 

des racines de l’équation propofée, favoir, de r> — 63r= 162 : il trouve 
aulîî les deux autres racines qui font -6,-3. 

On ne fauroit difcon venir, que — 3 ne foit la racine cubique 

de 8» -H >^ — 2700, & que la conféquence qu’il tire eft légitime; mais 
ceux qui confulteront fon Algèbre p. 190 & 191, verront clairement, 
que la règle qu’il donne n’eft après tout qu’une tentative, pour déter- 
miner la valeur tant de cette partie de la racine qui eft hors du figne 
radical, que de la partie qui eft fous le Cgne; & que (1 l'équation ori- 
ginale avoit eu fes racines irrationelles , fa tentative n’auroit jamais 
réulîi. Mais je prouverai de-plus , que l’e.xtraflion de la racine cubique 
de 8 1 — I- v' — 2700 a précifément le même degré de difficulté qu’a l’ex- 
traclion de la racine de l’équation originale r* — 63r=i62, & que ht 
parfaite folution de l’un & de l'autre de ce cas fuppofe la trifeélion de 
l'angle : pour cet effet fuppofons qu’on nous propofe à réfoudre le pro- 
blème fuivant. 

Tirer la racine cubique du tinùnu a-)- y—\>. 

K 

Solution. 

Que la racine cubique àt a-+ V~b foit x -f- v'— jr: donc le cube de 
X— l-v^-y eft égal à a-f k"— i; mais le cube en eft x’ — H 3XX y' — y 
— 3X'V — yV'— y: faites les parties rationelles de cette quantité égales 
à a , & les parties irrationelles égales kb,&c vous aurez ces deux équations. 
x»-3xy=a, 

3XX — y*V—y-V—b-, 
ces équations élevées au quarré font 

X*— 6x»y— l- 9 xxyy=aa, 

& — 9x+y— l-6xxyy— y>=— 

puis prenant la différence de ces équations il viendra 
X* -f 3x+y -f 3 XX y y H- y J = a a -t- 6 ; 

& par l’extraélion de la racine cubique de l'un & de l’autre membre, 

nous aurons xx-fy^v'aa-t-i: foit (pour rendre le calcul moins em- 
« - 

barraffé)v'aa nous avons donc y = m-xx: mais la première 

équa- 
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équation, favoir, *»— 3xy=a, eft fufceptible de cette forme y-**~*- 
i_ 3* * 

doncm-«=ï^, & 3ma:-3x»=ï»-a , ou 4 x»-3wx=j: mais 

perfonne n’ignore, que fi r eft le rayon, l le finus vcrfe d’un arc, & x 
le finus verfe du tiers de cet arc , en ce cas l’equadon exprimani; le rap- 
port entre l & x, fera 4^i — yrx=rrl: équation qui ell de même natu- 
re que la précédente, comme il paroît par la fuppofition que rr=;n , ou , 

ce qui revient au-même , r = v'm , & rr!= a , ou w/= a , ou / = 1 • & nous 

fommes par conféquent en droit de tirer prcfentement cette conclufion, 
que fi au moyen d’un rayon =v'/n, nous décrivons un cercle, & que 

nous prenions un arc, dont le finus verfe foit , le finus verfe du tiers 

de cet arc fera la valeur de x; laquelle valeur étant connue, fera con- 
noître aufii la valeur de y, qui ell toujours exprimée par w— xx, com- 
me nous l’avons fait voir ci-deflus. 

Cependant no’us ne faurions encore être afiurés que l’équation 4x>—3wx 
=a dépende de la trifeéhon d’un arc , à moins que nous ne fâchions préa- 
lablement que le cube de m eft plus grand que le quarré de a ; -mais c’efl; 

de quoi l’on peut facilement fe convaincre, en jettant les yeux furl’équa- 
» - 

don m = Vaa^ b; donc mJ=aa-+i, & partant plus grand queaa. 

Avant que d’aller plus loin , il ell néceflaire d’obferver , que x & y ont 
chacune trois différentes valeurs : car que C défigne la circonférence en- 
tière du cercle, dont le rayon dl=j/m, & A l’arc, dont le finus verfe 
èll ; cela étant les finus verfes de dénoteront au- 

Unt de valeurs différentes de x; & par conféquent il y aura autant de 
valeurs différentes de y, puisqu’il a été prouvé quey efttoujoun — m— xx. 

Mais pour appliquer ccci au cas propôfé par le Dr. fFallis, qui étoit 
d’extraire la racine cubique deSiH-v' — zyoo; faites <j=8i,&é=2 yooj 

I , 

doncaa-+é=9a5i, & partant m= 1/9261 = 21: donc notre rayon e'I 
y2i. De-plus , le finus verfe de -^ = — = -H. ; or on trouvera nar 

Pt 21 J ‘ - 

un calcul trigonométrique fort aifé, quefi >^21 eft le rayon d’un'ccr- 
cle'; & que le nombre défigne le finus verfe d’un arc, cat arc fera 

32*42' à peu près, & repréfentera l’arc Ai & par conféquent' 
fera 327*. lÿ , & C-i-Azz^gz". 42': ainfi les tiers de ces arcs feront 
^o*- 54 ' » 109'. otf , 130*. 54* ; donc le premier étant plus petit qu’un 
Tome JL E e e quart 
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quart de cercle, ü faut confulérer fou finus verfe, ç’e(l-à-dire le .finus 
de 79*. ex? , comme une grandeur poficive , & les deux autres étant 
plus grands que des quarts de cercle, leurs finui verfes , c’eft-àJire , les 
finus de 19°. o6' &de4o“. 54', doivent être confidérés comme des gran- 
deurs négatives. Ceci étant pofé, on trouvera pa^ les règles de la TriJ- 
gonométrie, que le rayon du cercle étant >^21, les finus de 79*. oO , 
19*. o6* , 40®. 54.' , feront refpeftiveraent 4 .4999, — i .4999> — 3 • oooa, 
ouf — 5,-3; & par conféquent que les trois valeurs dey, lesquelles 
( comme nous l’avons fait voir ci-deflùs ) font exprimées d’une façon 

générale par w— XX, feront refpeftivement 21 — .^,21 — L,2i— 9, 

ou —, -îi-,12; dont les racines quarrées font fy'S» iV'Siîi/s; & 
A ^ 

par conféquent les trois valeurs de y— y feront f y'— 3 »ïV ^~3 >2 V— 3: 
de tout ce qui vient d’être dit nous inférons , que’ les trois racines de 

Vil -+ V — 2700 font l-'iV-s, — î-t-|v'- 3 . — sH-av'-S; * 
par la même façon d’argumenter nous pouvons prouver que les trois ra- 



cines de 1/81 —y— 270ofontf — fv/— f— fv'— 3 , — 3 “ 2 ’’'~ 3 - 
Mais pour mettre encore ceci dans un plus grand jour , fuppofons 
qu’on demande l’équation qui réfiilteroit de l’addition des deux binômes 

yn-\.y'—l—{-Va—V — b, afin de les dégager de leurs lignes râd^icauxt 
pour cet effet faifons * 

v; z’-a-+V-bi ’ ’ 

2‘,'ti’ = a — V—h^_ ' ■' 



3®, z-+,v=x. 

Il paroît par les deux premières équations que 2* — 4^ti*=2a4pw la troi- 

j fv> 

fiéme, que xH-o— x} donc 



•; mais ■^^=22-20-+ ,0? 



& partant 22 — 2c-f 00 = -^; en élevant au quarré la troifiéme équa- 
tion, nous av’ons 2 2-+220— i"t;t)=.ïx; puis retranchant la première 
de ces deux dernières équations de la fécondé, nous aurons 32D = xjt 
— Jf.; mais fi l’on mujùpliez* paru’ , & a-i-V—b par a — V b, il 

viendra t)V = a a-l-i; donc C2= Vaa-l- i, & 3v2=3Kaa-+A;. ou 



fuppofant Vaa-t-lf^nty nous aurons 30 2 = 3 m ; mais nous avons vu ci- 
defius,quec’efl3v2=xx — donc xx— 3m, oux’ — 2a =3mx, 

'' . : ^ • . • . - ou 
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on x’-*3fflx=:2a: équation qu’on ne fauroic réfoudre fans la trireflion 
d’un angle, puisqu’elle eft de même nature que l’équation précédente, 
favoir , 4*’— 3mx=a; car fi dans l’équatioa — 3»ix=2a , au-lieu 
de X nous mettons 2x, nous aurons 8*’ — 6mx = 2a, ou 4s:’ — 3mx=a. 
Mais pour porter cette recherche plus loin encore, fuppofons qu’il fail* 

■ 

le extraire du binôme a-hV—b la racine n, c’cft-à-dire, Va-i-v'—b, 

■ 

Que X -+ V — y foit cette racine : ainfi fuppolant V aa-i- b=m , qu’on 
décrive un cercle dont le rayon foit égal à Vrn : de-plus fuppofant 

=p, (il n’importe aucunement que n foit un nombre pair ou impair, 
pourvu qu’il foit un nombre entier) prenez dans ce cercle un arc 

qui ait pour finus verfe -~t & que cet arc foit fuppofé =A; que C 

défigne la circonférence entière; cela étant les finus verfes des arcs 

-f * ^ 

rayon Vm, feront autant de valeurs différentes de *. Mais il faut ob- 
ferver, que le nombre des finus verfes eft déterminé par celui des uni- 
tés dans n, & qu’on n’en doit pas prendre davantage. 

Il ne me refte plus qu’un mot à ajoûter, qui eft, que fi l’on demande 
d’extraire une racine quelconque d’une puiffance donnée du binôme 
a-+ y'—’ b, par exemple, la racine cutique du quarré, l’opération re- 
quife peut fe faire ainfi: que a— h y— b foit élevé au quarré, ce qui 
donnera «/j—iH-za puis fuppofant * 2a v'—i ou 

V— 4aai = v'— e, il ne refte plus rien à faire qu’à tirer la racine cubi- 
que du binôme ti-f-V—e, ce qui eft faifabic comme nous l’avons vu. 

11 feroit inutile de m’étendre davantagefur ce fujet:j’ail’honneur d’être 

« Monsieur, (fc. 

Avril 29. 1740. 

A. dt Mohire. 

• (la »'•_ t ou ir— /^ab.) Ces deux qusmicés font égiles , k cauTe que dans le cas pré- 
Tent la hors du Ogne radical valent ^aa Tous ce même figne. Comme cette obTervition oe Ce 
trouve pas dans tout le cours de ces Isiémens, nous avons cru devoir l'inTérer id. 

FIN. 
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